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VORWORT. 


Die  im  vorliegenden  Buche  untemomniene  mathematische  Behand- 
lung der  Elasticität,  Akustik  und  Optik  ist  eine  Erweiterung  eines  jeden 
Lehrbuchs  der  Experimentalphysik,  kann  somit  als  ein  selbstständiges  Werk 
angesehen  und  auch  ohne  das  Lehrbuch  der  Physik  von  Dr.  Paul  Reis 
gebraucht  werden.  Um  aber  das  Studium  der  Theorieen  zu  erleichtern  und 
den  Umfang  des  Buches  mögUchst  zu  beschränken,  habe  ich  die  einzelnen 
Erörterungen  an  das  genannte  Lehrbuch  angeschlossen  und  zwar  so,  dass 
die  Ueberschriften  der  einzelnen  Paragraphen  beibehalten  sind  und  das 
dort  nur  Angedeutete  mathematisch  ausgeführt  ist.  Durch  diese  Anordnung 
ist  es  möglich  geworden,  von  der  Anführung  aller  durch  Beobachtung  ge- 
wonnenen Thatsachen  und  der  experimentellen  Bestätigungen  der  Theo- 
rieen abzusehen.  Da  hier  die  Grenzen  wegfallen ,  welche  einem  Lehrbuch 
in  Bezug  auf  das  zu  verwendende  mathematische  Material  gesteckt  sind, 
werden  die  einzelnen  Theorieen  so  entwickelt,  wie  sie  von  den  betreifenden 
Forschem  angestellt  worden  sind. 

Das  Lehrbuch  von  P.  Reis  habe  ich  zu  Grunde  gelegt,  w<eil  der  Ver- 
fasser desselben  tiberall  mathematische  Deduction  angestrebt  und  das  Be- 
obachtungsmaterial mit  der  grösstmöglichen  Vollständigkeit  gesammelt  hat. 

Zweimal  habe  ich  für  nöthig  gehalten,  Anhänge  anzufügen.  Einmal 
bei  der  Theorie  der  Elasticität,  denn  die  daselbst  behandelten  Gegenstände 
konnten  keinem  Paragraph  des  Lehrbuchs  angeschlossen  werden ,  durften 
aber  wegen  deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Schwingungen  in  der 
Akustik  nicht  fehlen.  Dann  findet  sich  ein  Anhang  bei  der  Reflexions- 
theorie ,  weil  diese  theoretischen  Untersuchungen  einen  Gegenstand  be- 
handeln, dem  sich  die  Forscher  besonders  zuwenden  werden,  nachdem  man 
angefangen  hat,  bei  dem  Uebergang  der  Aetherschwingungen  in  einen 
gleichzeitig  von  Massen-  und  Aethertheilchen  angefüllten  Raum  den  Einfluss 
der  Bewegungen  der  Massentheilchen  zu  berücksichtigen,  um  dadurch  die 
mathematische  Theorie  der  Lichtschwingungen  in  vollkommene  Ueberein- 
stimmung  mit  den  Beobachtungen  und  den  Hypothesen  über  die  Constitu- 
tion der  Materie  zu  bringen. 


Digitized  by 


Google 
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Historische  Bemerkungen  und  Angaben  der  Literatur  habe  ich  für 
unnöthig  gehalten,  weil  in  dem  zu  Giiinde  gelegten  Lehrbuch  die  Namen 
der  Gelehrten  angeführt  sind,  welche  bei  Erforschung  der  behandelten  Er- 
scheinungen oder  Gesetze  eine  hervorragende  Rolle  spielen,  so  dass  es  da- 
durch nun  leicht  ist,  mit  Hülfe  eines  biographisch-literarischen  Wörterbuchs 
die  betreffenden  Abhandlungen  zu  ßnden.  Die  Arbeiten  aber,  welche  bei 
den  einzelnen  Abschnitten  benutzt  worden  sind,  habe  ich  meistens  entweder 
bei  den  einzelnen  Nummern  oder  im  Zusammenhang  bei  den  einzelnen  Pa- 
ragraphen angegeben. 

Ich  hatte  eigentlich  den  Wunsch,  ein  vollständiges  Handbuch  der 
Physik,  welches  alle  Gebiete  eines  Lehrbuchs  der  Physik  einer  theoretischen 
Erörterung  unterzöge,  zu  schaffen  und  habe  mich  deswegen  an  mehrere 
meiner  Herren  Fachgenossen  gewendet,  um  ein  solches  Handbuch  im  An- 
schluss  an  Reis  in  kürzester  Zeit  zu  Stande  zu  bringen.  Leider  konnte  ich 
aber,  obgleich  die  betreffenden  Herren  meistentheils  mit  meinem  Plane  ein- 
verstanden waren.  Niemanden  zum  Mitarbeiten  bewegen.  Ich  musste  des- 
halb das  Unternehmen  beschränken  und  hielt  es  vor  Allem  für  nöthig,  die 
Lehren  der  Akustik  und  Optik  zu  erweitern,  da  die  theoretische  Behandlung 
der  hierher  gehörigen  Probleme  nicht  in  einem  neueren  Buche  zusammen- 
gefasst  ist,  während  wir  ausführliche  Werke  über  theoretische  Mechanik, 
Wärme,  Electricität  und  Galvanism'us  besitzen.  Obwohl  auch  theoretische 
Behandlungen  der  Elasticität  schon  vorhanden  sind,  schien  doch  eine  solche 
auch  in  diesem  Werke  unerlässlich  als  Einleitung  zur  Darstellung  der 
Akustik  und  Optik. 

Das  Buch  soll  zunächst  allen  Lehrern  der  Physik  einen  bequemen 
Ersatz  fUr  die  oft  schwer  zu  erlangenden  Originalarbeiten  bieten ,  sodann 
besonders  den  Studirenden  auf  Universitäten  und  technischen  Hochschulen 
einen  Dienst  erweisen ,  wenn  sie  sich  mit  der  theoretischen  Behandlung 
physikalischer  Probleme  bekannt  machen  wollen. 

Obgleich  nun  weder  neue  Resultate  noch  durchaus  neue  Entwicke- 
lungen  gebracht  werden,  so  ist  doch  die  hier  unternommene  Zusammen- 
stellung mit  Benutzung  des  in  den  Originalarbeiten  verwendeten  mathema- 
tischen Apparates  neu  und  ich  bitte  daher  um  nachsichtige  Beurtheilung, 
wenn  mein  Streben  hinter  den  Wünschen  der  Leser  zurückgebUeben  ist, 
und  um  gefällige  Unterstützung  für  eine  spätere  Verbesserung  und  Ver- 
vollständigung. 

Dresden,  im  October  1877. 

Der  Verfasser. 
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L  Elasticität. 


Die  Elastieität  und  deren  Gesetze.    (§  64.) 
1«  Aufstellung  der  Gleichungen  des  Gleichgewichtes. 

Bei  der  AufeteUung  d^  Gkichgewicbüigleidinngen  der  Ed*äfte,  welche 
an  eitt^n  Körper  aogrdfen,  wird  im  AUgeiaeiiien  abgesehen  von  einer  Ver- 
änderung der  gegenseitigen  Lage  der  kleinsten  Theile  dieses  Körpers.  Diese 
Vemacl^issigung  ist  aber  nur  so  lange  gestattet,  als  sie  sieh  auf  Grössen 
bezieht,  die  im  Vergleich  mit  den  zu  besprechenden  als  unmerklich  klein 
erscheinen.  Wenn  wir  nun  aber  einen  Körper  nicht  als  starr,  sondern  als 
elastisch  betrachtei,  so  mllseeii  wir  die  kleinen  Gestaltsverändenuigen,  denen 
ißt  Körper  unterworfen  ist,  berflcksicbtigen.  Bei  Aufst^ung  der  Gleieb- 
gewichtsgleichungen  unter  Berftcksichtigung  dieser  Veränderungen  be- 
gntlgen  wir  uns  abermab  mit  einer  Annäherung,  indem  wir  die  Verschie- 
bungen der  kleinsten  Theile  des  Körpers  als  so  klein  betradHen,  dasa  höhere 
ab  die  erste  Potenz  jpegen  diese  wiederum  Terschwinden.  Indem  wir  fer- 
ner die  Verschiebungen  klein  setzM  gegen  die  Dimensionen  des  Körpers, 
schliessen  wir  aus  unserer  Betrachtung  alle  die  Körper  aus,  denen  die  Eigen- 
schaft der  Elasticität  im  hoben  Grade  zukommt,  wie  z.  B.  Kautschuk,  da  uns 
für  deren  Studium  die  erfabrungsmässige  Kenntniss  noch  fehlt. 

Wir  denken  uns  aus  dem  Innern  eines  Körpers  ein  sehr  kleines  recht- 
winkliges ParaUelepipeduK  herausgeschnitten,  und  zwter  durch  Ebenen, 
welche  parallel  sind  den  Coordinatenebeoen  eines  rechtwinkligen  CoorA- 
natensystems,  und  bezeichnen  die  Kanten  desselben  mit  dx,  dy,  <te.  Auf 
dieses  Körperdement  wirken  KrXfIe  verschie^ner  Art,  einmal  nämMcb  giebt 
es  sokhe,  wdehe  a«f  die  ÜAsse  wirken,  z.  B.  die  Schwerkraft,  dann  «riebe, 
wüohte  am  dessen  Oberfiilebe  angreifen^  Letztere,  die  Spannttfen,.  sind 
hervorgerufen  durch  die  Verschiebungen  der  einzelnen  Molektde  und  etatr 
gegengesetzt  den  äusseren  Kräften,  sie  sind  abo  jedenfaUs  verschieden  an 
verschiedenen  Punkten  des  Körpers  mid  damit  Funktionen  der  Coordinaten 
des  Punktes,  an  dem  sie  angreifen.  In  Bezug  auf  diese  Spannungen  können 
wir  jedenfaUs  die  Annahme  machen,  dass  sie  von  dersdben  Ordnung  sind, 
wie  die  Oberflächen,  auf  die  sie  wirken,  so  dass  wir  sie  darstellen  können 
ab  ein  Produkt,  dessen  einer  Faktor  die  Oberfläche  und  dessen  anderer  eine 
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2  L   Elasticitat. 

Grösse  ist,  weiche  die  Kraft  auf  die  Flächeneinheit  bezeichnet.  Analoges 
lässt  sich  bestimmen  über  die  auf  die  Masse  wirkenden  Kräfte,  so  dass  diese 
für  ein  Volumenelement  ein  Kleines  der  dritten  Ordnung  werden. 

Die  Oberflächenkräfte  müssen  nun  mit  den  Kräften  auf  die  Masse  im 
Gleichgewichte  sein.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  ersteren  bis  auf  unendlich 
Kleines  sich  selbst  im  Gleichgewicht  halten,  oder  doch  diese  Kräfte  an  ver- 
schiedenen Seiten  des  unendlich  kleinen  Parallelepipedums  nur  unf  eine 
unendlich  kleine  Grösse  differiren.  Die  Spannungen  müssen  sich  also  inner- 
halb des  Körpers  stetig  ändern,  da  sie  sich  für  unendlich  kleine  Verände- 
rungen des  Ortes  auch  nur  um  unendhch  Kleines  ändern. 

Im  Allgemeinen  werden  diese  Spannungen  nicht  senkrecht  auf  die 
Oberfläche  wirken.  Wir  zerlegen  jede,  in  eine  Kraft  senkrecht  zur  Ebene 
und  in  eine  parallel  derselben.  Die  zur  Ebene  senkrechte  Componente  heisst 
Normalspannung  und  zwar  entweder  Zug  oder  Druck,  je  nachdem  sie 
die  auf  beiden  Seiten  der  Ebene  liegenden  Theile  zu  entfernen  oder  zu 
nähern  strebt.  Die  in  der  Ebene  selbst  liegende  Componente  heisst  Schub- 
oder  Tangentialspannung. 

Die  Spannungen  seien  mit  P  bezeichnet  und  zwar  je  nachdem  sie  wir- 
ken auf  Ebenen  senkrecht  zur  x,  y,*z  Axe  mit  ?,,  Py,  Px.  Die  Normal- 
spannungen werden  mit  N  und  die  Tangentialspannungen  mit  T  bezeichnet. 

Wir  zerlegen  nun  sämmtliche  Spannungen  in  drei  Componenten  pa- 
rallel den  Coordinatenaxen.  N,,  N,,  N,  bezeichnen  die  Normalspannungen 
auf  die  Flächeneinheit  der  Elemente,  dy  dz,  dxdz,  dxdy,  und  Tzy,  Txt;  Tyx, 
Ty,;  T„i  Txy,  die  auf  dieselben  Flächeneinheiten  bezogenen  Tangential- 
spannungen zerlegt  nach  den  Ckiordinatenaxen ,  so  dass  der  erste  Index 
die  Coordinate  bezeichnet,  auf  der  die  Ebene  senkrecht  steht,  in  der  die 
Componente  wirkt  und  der  zweite  die  Richtung  derselben  giebt.  Es  ist 
mithin 

P|-Nf+TJy   +    TI., 

P«  =  NJ  +  T»,  +  TJ„ 

Pf«=N§-hTi-hTJy. 

Die  Kräfte,  welche  auf  die  Masseneinheit  wirken,  sollen  auch  nach  den 
Coordinatenaxen  zerlegt  und  deren  Componenten  durch  X,  Y,  Z  bezeichnet 
werden. 

Nach  den  oben  gemachten  Erörterungen  über  die  Veränderungen  die- 
ser Spannungen  ändern  sich  diese  Componenten  so,  dass  sie  für  Ebenen  des 
Parallelepipedums,  welche  von  den  ihnen  parallelen  um  dx,  dy,  dz  entfernt 
sind,  folgende  Werthe  erhalten : 

N,  +  gl  dx,  T.,  +  ^'  dx,  T„  +  ^'dx, 
N>  +  ^^'  dy,  T^  +  ^  dy,  T,.  +  ^dy, 
N3'+^|-'dz,T„+^-J-^d.,T.,  +  %^dz. 


Digitized  by 


Google 


Die  Elasticität  und  deren  Gesetze.  (§.  64.)  3 

Diese  Spannungen  wirken  den  ersten  entgegen.  Versetzen  wir  nun 
sämmtliche  Spannungen  sowie  die  Camponenten  der  von  Aussen  wirkenden 
Kräfte  nach  dem  Schwerpunkte  desParallelepipedums,  so  erhalten  wir,  wenn 
wir  mit  dx  dy  dz  dividiren,  als  Gleichgewichtsgleichungen : 


+  ^^+ir  +Z  =  0. 


Die  Gleichungen,  welche  die  Bedingung  enthalten,  dass  keine  Drehung 
stattfinden  soll,  werden  sich  zusammensetzen  aus  Grössen,  die  unendUch 
klein  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  sind.  Letztere  Grossen  aber  sollen 
unserer  Annahme  nach  wegfallen.  Die  Gleichungen  werden  nach  Division 
durch  A%  dy  dz  folgende : 

Keine  Drehung  um  die  xAxe:  Ty,  =  T^y, 
-     -   y   .    :T„=T„, 

--Z-:lxy   ■=    1  yx  . 

Dadurch  reduciren  sich  die  neun  Spannungen  auf  sechs  von  einander 
verschiedene  Grössen. 

Zu  diesen  Gleichungen  kommen  nun  noch  drei  andere,  welche  sich 
auf  die  Körperoberflache  beziehen;  denn  es  wird  nicht  immer  möghch  sein, 
einen  Körper  in  lauter  Parallelepipeda  zu  zerlegen.  Nehmen  wir  ein 
Oberflächenelement  ABC,  welches  begrenzt  ist  von  Ebenen  parallel  den  Co- 
ordinatenebenen.  Das  Körperelement  begrenzt  von  ABC  und  den  genannten 
drei  Ebenen  hat  die  Form  eines  Tetraeders.  Die  Spannungen  auf  die  den 
Coordinatenebenen  parallelen  Ebenen  sind  dann  Grössen  der  zweiten  Ord- 
nung, ebenso  die  auf  die  äussere  Fläche  ABC  viirkende  Kraft,  während  die 
auf  die  Hasse  wirkende  Kraft  ein  unendlich  kleines  der  dritten  Ordnung  ist 
und  also  gegen  die  anderen  Kräfte  vernachlässigt  werden  muss.  Sei  nun 
P  die  Kraft,  welche  auf  die  Einheit  der  Körperoberfläche  wirkt,  und  seien 
7C,  X,  Q  die  Winkel  deren  Richtung  mit  den  Coordinatenaxen,  so  sind,  wenn 
mit  p,  q,  r  die  Winkel  bezeichnet  werden,  welche  die  Normale  zu  ABC  mit 
den  Axen  bildet,  die  zu  den  x,  y,  z  Axen  senkrechten  Begrenzungselemente 
ABC  cos  p,  ABC  cos  q,  ABC  cos  r.  Man  erhält  also  nach  Division  mit  ABC 
die  Gleichgewichtsgleichungen: 

N,  cos  p  +  Txy  cos  q  +  Tx»  cos  r  =  P  cos  /r, 

Tyx  cos  p  4-  1^2  cos  q  +  Tyx  cos  r  =*»  P  cos  X,  (B.) 

Tnc  cos  p  4-  Txy  cos  q  4-  ^z  cos  r  =  P  cos  q. 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  bedeuten  die  Spannungen  auf 
die  Oberfläche  projicirt  auf  die  drei  Axen  und  die  Unken  Seiten  die  Projec- 
tionen  der  Kräfte ,  welche  auf  eine  Fläche  senkrecht  zu  den  Axen  wivken, 
auf  die  Normale  derselben  Oberfläche.  Dieses  damit  gefundene  allgemeine 
Princip  heisst:  Sind  AB  und  AC  zwei  beUebige  Richtungen,  so  ist  ftlr  den 
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4  I.   Etatiidtät. 

Punkt  A  die  nach  AB  genommene  Spannung  auf  die  zu  AC  sertrechte 
Ebene  gleich  der  nach  AC  genonunenen  Spannung  auf  die  zu  AB  senk- 
rechte Ebene. 

Die  gefundenen  Gleichungen  können  leicht  auf  Bewegung  ttbortragen 
werden,  wenn  die  Trägheitskrdfte  nach  dem  Princip  von  D'Alembert  einge- 
führt werden,  nachdem  die  Verschiebungen  bestimmt  worden  sind.  Die 
Untersuchung  der  so  abgeleiteten  Gleichungen  findet  sich  in  der  Wellen- 
bewegung. 

Es  ist  klar,  dass  die  sechs  Gleichungen  (A)  und  (B)  nicht  zur  Bestim- 
mung der  sechs  Spannungen  ausreichen ;  denn  das  System  (B),  welches  an 
der  OberUäche  stattfindet,  kann  nur  zur  Bestimmung  der  wälkorlichen  Con- 
stanten,  welche  bei  der  Integration  von  (A)  hereinkommen,  genommen 
werden. 

3«  Einführung  der  Verschiebungen  für  die  Spannungen. 

Wir  bezeichnen  die  Verschiebungen  parallel  den  Ck>ordinatenaxen  mit 
u,  y,  w,  so  dass  durch  Einführung  dieser  Grössen  die  sechs  Unbekannten 
auf  drei  reducirt  werden. 

Die  Goordinaten  der  dem  Anfangspunkt  zugewandten  Ecke  unseres 
ParaUelepipedums  seien  x,  y,  z.  Durch  die  Verschiebungen,  wekhe  die 
äusseren  Kräfte  bewirken,  werden  die  Goordinaten  dieses  Punktes  x  +  u, 
y  +  T,  z  -f-  w.  Die  VerscUd^ungen  sind  nun  für  die  verschiedenen  Punkte 
eines  Körpers  im  AUganeinen  verschieden ,  sie  sind  Functionen  des  Ortes 
desselben,  also  von  x,  y,  z  und  zwar  können  wir  anndunen,  dass  sie  stetige 
Functionen  der  Goordinaten  sind;  denn  wenn  wir  auch  zugeben  müssen, 
dass  jed^  Körper  zusanuaengesetzt  ist  aus  getrennt  liegenden  Molekülen, 
so  können  wir  daan  noch  die  Verschiebungen  beziehen  auf  die  zwischen 
den  materiellen  Tbeilchen  liegenden  Punkte  und  diese  durch  u,  v,  w  be- 
stimmen. 

Man  erhält  nun  die  Verschiebungen  der  anderen  drei  Ecken  des  Pa- 
raUelepipedums, welche  an  die  obige  anstossen,  und  die  Goordinaten 
X  -f.  dx,  y,  z, 

X,  y,  z-{-dz  haben, 

wenn  man  in  den  Funktionen  u,  v,  w  setzt  1)  x-f-dx  statt  x,  2)  y +dy  statt 

y  und  3)  z  -|-  dz  statt  z.    Nach  dem  Taylor'sdien  Lehrsatze  sind  demnach 

mit  Berücksichtigung  der  nach  dem  Obigen  eriaubten  Vernachlässigungen 

die  Goordinaten  der  drei  verschobenen  Ecken: 

.    j     I        1  ^^j  .       .  öv  ,  ,        ,  9w  , 

X -f- dx -h  u -f  ^dx,  x  +  v  +  g^dx,  z.+  w  +  ^dx, 

x  +  u  +  ^dy,     y  +  dyH-v  +  ^dy,  z-f-w+^dy, 

X  -f-  u  -{-  2"  dz,  y  -^  V  -J-  X-  dz,    z  -|-  dz  -f-  w  +  ^  dz. 
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Man  etbsäi  dann  die  Projectionen  der  ?erschcd)enen  und  vejrlängerten 
Kanten  9  wenn  man  die  Coordinaten  des  verschobenen  ersten  Eckpunktes 
yon  den  eben  gefondenen  Werthen  abzieht    Diese  Projectionen  sind: 

Die  Quadrate  der  Kanten  sind  nun  die  Sununen  der  Quadrate  ihrer 
Projectionen.  Dann  erhalt  man  das  Quadrat  der  Teranderten  Kantenein- 
heiten, wenn  man  mit  dx^  dy^,  dz^  dividirt.  Bexeidmet  man  femer  die 
LängeneinheitsXnderung  (specifische  Längenandernng)  projicirt  auf  die 
Axen  mit  a,  ßj  y^  so  erhalt  man  folgende  Gleichungen : 

('+g)'+(i)'+-(sr-"+«". 

(S)*+(l)*+('+fe7-»+^>'- 

Wenn  ferner  a,  b,  c  die  Richtungen  der  Kanten  des  ursprüngUcben 
und  a',  b^  c'  die  des  yerschobenen  Parallelepipedums  und  die  nebeneinander 
gesetzten  Buchstaben  die  Winkel  dieser  Richtungen  bedeuten,  so  ist 

cos  bV  =  cos  b'x  cos  c'x+cos  b'y  cos  c'y-|-co8  \f%  cos  c'z=«:cos  f  -^  — q>\ 
cos  b  V  "SS  cos  b'x  cos  a'x + cos  b'y  cos  a'y + cos  b'z  cos  a'z = cos  [  -^  —  ^  j, 

cos  c'a'  -«  cos  c'x  cos  a'x+cos  c'y  cos  a'y+cos  c'z  cos  a'z  »-  cos  ( -  — %\^ 

wo  ^,  1/;,  %  unserer  Annahme  nach  nur  kleine  Winkel  sein  können.  Die 
cos  der  Winkel,  welche  die  neuen  Kanten  des  Paraüdepipedums  mit  den 
Coordinaten  bilden ,  findet  man,  indem  man  die  unt^  (C.)  genannten  Pro- 
jectionen durch  die  Längen  unter  (D.)  dividirt  Dies  ausgeführt  giebt  die 
folgenden  Gleichungen: 


CQB 


cos 


V2      v"  (i+/y)(i+y) 

/ .   ,  5u\  ßu  ,  5v  /       9v\      5w  5w 

5«  /  j_  öu\    av  ^v    /     aw\  aw 
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6  I.  Elasücitat 

Die  Ausdrücke  in  (D.)  und  (E.)  können  wir  unserer  Annahme  nach 
vereinfachen;  denn  es  sind  nach  dieser  die  Grössen  a,  ß^  y^  q>^  x^  V^  kleine 
Grossen  und  im  Allgemeinen  auch  u,  y,  w  und  deren  Differentialquotienten. 
Dies  ist  freilich  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  eine  oder  zwei  Dimensionen  des 
Körpers  sehr  klein  werden,  denn  bei  diesen  kann,  wenn  auch  die  Ver> 
Schiebungen  in  den  Elementen  sehr  klein  sind,  divch  Zusanmiensetzung 
der  Elementenyerschiebungen  doch  die  räumliche  Verschiebung  des  Ganzen 
gross  werden.  Es  sind  femer,  da  die  hier  genannten  Winkel  sehr  klein 
sind,  dieselben  als  Längen  ausgedrückt,  die  Grossen  der  Verschiebungen, 
so  dass  wir  dann  eine  Beziehung  zwischen  dem  Coefficienten  der  Ausdeh- 
nung und  Verschiebung  finden  können.  (Vergl.  $  73,  3.)  Vernachlässigen 
wir  demnach  die  höheren  Potenzen  und  Produkte  der  Differentialquotienten, 
so  erhalten  wir  statt  der  Gleichungen  (D.)  und  (E.)  folgende: 
dn  d\       dvf 

^"5i'       *^~5"z  +  5^' 

9w  du      9v 

Hit  Hülfe  dieser  Grössen  kann  leicht  die  Aenderung  der  Volumenein- 
beit,  die  mit  V  bezeichnet  warden  soll,  berechnet  werden.  Aus  dem  ur- 
sprünglichen Volumen  dx  dy  dz  wird  nämlich 

dxdydz(l  +  a)(l-f. /»)(l+y)i 
also  ist  aus  der  Volumeneinheit  geworden 

{i+a)il+ß){l  +  y). 
Vernachlässigen  wir  nun  bei  der  Entwickelung  die  Produkte,  so  er- 

giebt  sich 

-.       du   ,   9v       9w 

^"5i  +  5^  +  5^- 

Zur  Lösung  unserer  Hauptaufgabe,  die  Spannungen  durch  die  Ver- 
schiebungen auszudrücken,  müssen  wir  überlegen,  dass  jedenfalls  die  Ver- 
änderung, welche  die  Entfernung  zweier  benachbarter  Moleküle,  also  die 
Verlängerung  a,  welche  jede  Längeneinheit  erfährt,  von  der  Spannung,  die 
wir  mit  P  bezeichnen,  abhängt  und  umgekehrt  Dies  sei  angedeutet  durch 
P  as  f  (a).  Verschwindet  a,  so  muss  auch  P  aufhören.  Weil  femer  a  eine 
sehr  kleine  Grösse  ist,  so  kann  f  (a)  nach  Potenzen  von  a  entwickelt  werden 
und  in  dieser  Reihe,  in  der  ein  Glied  ohne  a,  da  für  a  »>:  0  auch  P  «»  0, 
nicht  vorhanden  ist,  können  die  höheren  Potenzen  von  a  gegen  die  erste 
vemachläsdgt  werden,  so  dass  also  ist  P  »  E.a.  (cf.  Nr.  6.)  Dasselbe  gilt 
auch  bei  kleinen  Veränderungen,  wie  wir  sie  hier  annehmen,  wenn  a  nega- 
tiv ist,  also  P  nicht  Zug  sondern  Dmck  ist.  Eine  diesem  analoge  Betrachtung 
lässt  sich  machen  in  Bezug  auf  die  Spannung,  welche  entsteht,  wenn  die 
einzelnen  Querschnitte  sich  gegeneinander  verschieben.  Es  folgt  daraus, 
dass  die  Spannung,  welche  durch  eine  massig  grosse  Winkelveränderung  qi 
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hervorgebracht  wird;  diesem  Winkel  proportional  gesetzt  werden  kann,  also 
P  «as  Fq>.  Nach  dem  allgemeinen  mechanischen  Principe  (§  228),  dass  eine 
Reihe  von  Ursachen,  deren  jede  einzelne  eine  sehr  kleine  Wirknn^  hervor- 
ruft, in  ihrem  Zusammentreffen  nur  die  Summe  jener  Einzelwirkungen  er- 
zeugt, wird  man  dann  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (F.)  den 
betreffenden  Spannungen  folgende  Ausdrücke  geben  können. 


(G.) 


T=-«- 


In  diesen  Gleichungen,  die  ebenso  (Hr  die  drei  verschiedenen  N  Und  T 
aufzustellen  sind,  giebt  es  demnach  36  unbestimmte  Coefficienten ,  4ie  bei 
bemogenen  Körp^n  constant  sind,  sonst  aber  von  emem  Punkt  zum  andern 
veränderlich  «nd. 

In  diesen  allgemeinen  Ausdrücken  werden  nun  für  Körper  von  con- 
stanter  Elasticität,  wie  unter  5.  gezeigt  werden  soll,  einige  der  Goeficienten 
verschwinden,  andere  einander  gleich  werden. 

3«  Bestimmung  der  Spannungen  bei  vorhandener  Dehnung 

oder  Torsion.   - 

a)  Unterwerfen  wir  einen  festen  Körper,  der  homogen  und  von  con- 
stanter  Elasticitüt  ist,  einer  Gestaitsänderung,  so  dass  alle  Moleküle  parallel 
der  zAxe  proportional  ilurer  Entfernung  von  der  xy  Ebene  verschoben  sind, 
d.  h.  unterwerfen  wir  den  Körper  einer  Dehnung,  so  können  wir  das  Gesetz 
der  Verschiebung  ausdrücken  durch 

U  89  0,    V  «■  0,    W  saes  CZ, 

wo  c  constant  ist. 

Bestimmen  wir  nun  die  elastischen  Spannungen  auf  ein  Element  (3 
senkrecht  zur  xAxe,  abo  die  Grössen  Ni,  T»,  Tzy.    4 

Seifi  (Fig.  1)  ein  Punkt  des  Elementes  cJ,  dessen  Normale  ^N  parallel 
der  X  Axe  ist,  und  m  ein  Punkt  auf  der  einen  Seite  von  w.  Legt  man  eine 
Ebene  durch  die  Normale  /uN  und  die  Linie  /um  und  ei«,  i.    |^ 

zieht  in  derselben  eine  Linie  m/u',  so  dass  Z^  m^N  ^^ 
L.  Bk'fiS  ist,  so  muss  sidi  in  d^  Entfernung  ^m'«>/an 
in  m'  in  Folge  der  vorausgesetzten  Homogenität  des 
Körpers  ein  mat^eller  Punkt  befinden.  Geben  wir 
nun  dem  Körper  als  Ganzen  eine  der  Ausdehnung  ent- 
gegengesetzte Bewegung,  bis  fi  in  seine  alte  Lage  zu- 
zttckkehrt,  so  kommen  die  Punkte  ra  und  m'  nicht  in 
die  ake  Lage,  sondern  det  eine  Punkt  m  bleibt  noch 
um  ebedsoviel  unter  der  alten  Lage  als  der  andere  m'  J^ 

über  dieselbe  gekommen  ist  Seien  n  und  n'  die  so  erlangten  Orte  der 
Massenpunkte  m  und  m'.  Die  beiden  Spannungen,  welche  von  den  Punkten 
n  und  'n  ausgehen  und  Folge  der  Verrückungen  von  mn  und  m'n'  sind,  werden 
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{HToportional  mn  dea  Projeetionen  der  LinieB  mn  und  m'n'  auf  die  Linien 
fon  und  foef^  'welche  einander  gleich  sind.  Die  beiden  Punkte  m  und  m', 
die  der  Voreuisetzung  gemäss  Reiche  Massen  haben ,  bringen  auf  fx  zwei 
gleiche  Anuehungen  hervor,  von  denen  die  eine  in  der  Richtung  fim,  die 
andere  nach  fmf  wirkt,  so  daes  deren  Resultante  senkrecht  zu  (u  ist  Das- 
selbe, was  hier  ron  den  beiden  Punkten  m  und  mf  gesagt  ist,  muss  gehen 
yon  allen  Punktpaaren.  Es  ergiebt  sich  also  das  allgemeine  Resultat :  Wenn 
die  Verschiebung  gegeben  ist  durch  die  obigen  Formeln,  so  sind  von 
den  drei  Spannungen  Ni,  Txj,  Tu  nur  vorhanden  N,,  wahrend  T^j,  T^ 
sind  a-K  o. 

b)  Unterwerfen  wir  einen  homogenen  Köiper  von  constanter  Elastici- 
tttt  einer  Drehung  um  die  zAxe,  so  dase  jedes  Molekül  in  einer  Ebene  pa<- 
rallel  der  xy  Ebene  einen  Bogen  beschreibt,  der  proportional  der  Entfernung 
des  Punktes  von  der  zAxe  und  der  Entfernung  von  der  xy  Ebene  ist 

Diese  Versefaiebung  ist  gegeben  durch  u  «=»  —  cyz,  v  «•  cxz,  w  -«  o, 
wo  c  eeostant  ist 

Man  suche  dann  die  Grosse  der  Wertbe  N.,  Txy,  Tu-  Sei  fx  (Fig.  2) 
ein  Molekül  des  Körpers,  m  und  m'  zwei  in  Bezug  auf  die  Normale  auf  das 

Element  senkredit  zu  x  symmetrisch 
gelegene  Punkte  in  einer  Meridian- 
ebene. Diese  Punkte  m  und  m' k4)unen 
wegen  der  angenommenen  Homogeni- 
tät des  Körpers  betrachtet  werden  als 
die  Projectionen  je  zwder  anderer  ma- 
teri^er  Punte  HM,  und  M'M/,  von 
denen  M  und  M'  ebensoweit  vor  der 
Meridianebene  liegen ,  als  M,  und  M/ 
hinter  derselben  sind.  Bringt  man  nun 
auf  den  ganzen  Körper,  nachdem  die 
oben  angegdiene  Torsion  stattgefunden 
hat,  eine  Rotation  um  die  zAxe  an, 
welche  (x  in  seine  erste  Lage  zurückbringt  und  die  Elasticitätsverhältnisse 
unverändert  lässt,  so  werden  die  Verschiebungen  von  M,  M,,  M^  M/  in  Be- 
zug auf  fi  Bogen  von  gleichen  Halbmessern  beschreiben,  aber  die  der  Punkte 
M  und  M,  werden  von  hinten  vor  die  Meridianebene  gehen  und  M'  und  M/ 
werden  noch  hinten  bleiben.  Daraus  geht  hervor,  dass  M  und  M/  sich  von 
fi  entfernt  haben,  während  M,  und  M'  sich  diesem  Punkte  genähert  haben. 
Die  Abstände  ^M,  ^M,,  ^M',  fM/  sind  aber  einander  gleich ;  die  Projectionen 
der  Verschiebungen  auf  diese  Linien  sind  also  auch  gleieh.  Die  vier  elasti- 
schen Wirkungen  auf  jm,  welche  von  <tie8en  Punkten  ausgehen,  haben  dem- 
nach gleiche  Intensitäten,  aber  zwei  sind  Anziehungen,  gerichtet  nach  /uM 
und  ^M/,  welche  sich  zusammensetzen  auf  der  Nonnaie  zu  cJ,  die  beiden 
anderen  sind  Abstossungen,  gerichtet  nach  M,ju  und  M'ft,  die  sich  auf  der 
Normale  lu  tS  zusammensetzen.  Diese  beiden  Resultanten,  die  absolut  gleich 
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aber  relativ  entgegengesetzt  sind,  heben  sich  demnach  auf.  Zu  demselben 
Resultate  kommen  wir  durch  Betrachtung  aller  denkbaren  Gruppen  von 
Hassentheilchen;  es  ist  daher  die  ganze  Resultante  oder  die  gesuchte  ela- 
stische Kraft  auf  das  Element  senkrecht  zu  x  verschwunden,  d.  h.  Ni  «s  o, 
Txy  =-=  o,  Txj  "«  o. 

lieber  N„  Tn,  T^y  können  wir  bei  Beibehaltung  desselben  Verschie- 
bungsgesetzes auch  ein  Resultat  erhalten.  Nehmen  wir  in  der  Ebene  unseres 
^Elementes,  das  der  eingeführten  Bezeichnung  gemttss  senkrecht  zur  x  Axe  ist, 
Ton  dem  Punkte  (x  einen  Punkt  m  in  Entfernung  jum  in  der  Meridiuiebeoe, 
so  können  wir  diesen  ab  die  Protection  zweier  Punkte  M  und  M,  ansehen. 
Madien  wir  dann  die  dem  obigen  entsprechende  ZurUckdrduing,  so  haben 
wir  zwei  Wirkungen,  die  an  Intensität  gleidi,  aber  entgegengesetzt  sind, 
ihre  Resultante  ist  dann  senkrecht  auf  die  Meridianebene  und  horizontaL 
Dass^[)e  gilt  von  allen  Gruppen  H  und  M,.  Es  ist  mithin  nur  vorhanden 
Tjy,  während  N,  =«  o  und  T,x  =  o  ist 

Für  dieses  Verschiebungsgesetz  gilt  also: 

Nj  »  N,  =  Txy  =  Tx,  =  T„  =  0  und  bleibt  nur  T,,. 

4*  Ausdrücke  der  Spannungen  für  ein  anderes  Coordinaten- 

system. 

Das  neue  Coordinatensystem  sei  bezeichnet  durch  x^  y',  if  und  alle 
Grossen  in  diesem  Coordinatensystem  seien  von  denen  im  alten  unter- 
schieden durch  einen  Accent 

Werden  dann  die  cos  der  Winkel,  weiche  die  Lage  der  neuen  Coordi- 
natenaxen  gegen  die  alten  bestimmen,  mit  m,  n,  p  bezeichnet,  so  geben 
die  bekannten  Transformationsformeln: 

X  —  m.x'  +  m,/  4-  m.z',  | 

y  .«=  n,x'  -f-  n^Y  +  n,z',  }   (c.) 

iwm  p,x'-H  p,y'-f-  p.z', 

Vf  mm  m,U  +   UjV  +   p,W, 

V  a=  nijU  +  UjV  +  p,w,  I    (ß.) 
w'  — B  m,  u  +  n,v  4-  p,w. 
Man  erhält  nun  die  neuen  Differentialquotienten  ab  Functionen  der 
alten,  indepi  man  dilTerenzirt  die  Function  u^  v',  w'  als  Functionen  von 
u,  V,  w  nach  (ß.)j  welche  sind  Functionen  von  x,  y,  z,  die  wiederum  nach 
(o.)  Functionen  von  x',  /,  z'  sind. 
Diese  Rechnung  gibt: 

dn'         ,  du   .      •  öv   ,      ,  öw  -  /öv   ,   öw\ 

d^'  dw'  du' 

r,j  «-^,  wird  dann  aus  3-,,  wenn  wir  statt  des  Index  1  setzen  2,  3. 
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+  2  n,  03  ^  +  (pjm,  +  P»  «^  (5^  +  5i)     (^0 
+  2  pa  p,  ^  +  (m.  Da  +  m,  n«)  f  ^  +  ^1. 

Daraus  folgt  5ir  +  jap-  u'^^*  57  +  ö"'  ^^^**  Vertauschung  der  Indi- 
C68  2,  3  mit  3,  1  nnd  1,  2. 

Wie  die  N  und  T  sind  die  Ck)mponenten  der  Elasticitatskräfte  auf  Ele- 
mente, die  senkrecht  stehen  auf  den  ahen  Axen,  so  sind  die  N'  und  V  die 
Componenten  auf  Elemente,  die  senkrecht  stehen  zu  den  neuen  Axen.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  Componenten  der  letzteren  Elasticitfttskrflfte  nach  den 
alten  Axen  durch  X'i ,  Vi ,  Z'i ,  so  erhalten  wir  nach  dem  aus  Nr.  1  (B.)  ge- 
schlossenen Satze  folgende  Gleichungen: 
X;  =  m,  N;  +  m,  T'xy+  m,  T«  =  m,  N,  +  n,  T,,  +  p,  T„, 
Y;  =  n,  N'.  +  n,  r,,  +  n,  T,,  —  m,  T,y  +  n,  N,  +  p,  Ty., 
Z;  =  Pi  N;  -t-  p,  T'xy  +  p,  T'„  -  m,  T„  +  n,  T^  -H  p,  N,, 
X;  =  m,  Txy  +  m,N;  +  m,  Ty,  ^  m,  N,  +  n,  T^y  H-  p,  T„, 
Y;  =  0.  T'xy  +  n,  N;  +  n,  T'y.  —  m,  T,y  +  n,  N,  +  p,  Ty.,     (c) 
Z;  =  Pi  T'xy  -{-  p.  N;  +  P3  T'y,  =  m.  T„  +  n,  Ty,  +  p.  N„ 
X;  =  m,  r„  +  m,  Ty,  +  m.  N;  -=  m,  N.  +  n,  T,y  +  p,  T^ 
Y;  =  n.  T'„  +  n2  Vy^•\^n,  N;  «=  m,  T,y  +  n.  N,  +  p,  Ty,, 
Z;  — Pi  T'„  +  P.  T'y,  +  P,  N;  =- m,  Tx,  +  n.  Ty.  4.  p.  N3. 
Man  findet  daraus  die  N  und  T  durch  Addition  von  4rei  Gleidiungen 
einer  jeden  Gruppe,  wenn  dieselben  vortier  respective  durch  mi,  bi,  pt,  wo 
i  nach  der  Reihe  1 ,  2,3  ist,  multipUcirt  worden  sind,  und  man  bedenkt, 
dass  mf  -H  nf  +  pf  ■«  1  fct. 

1)  N;-cm?N,+n?N,  +  p?N,+2n,p.Ty,+2pimiT„+2m,n.Txy. 
Daraus  ergiebt  sich  N',  und  N',  durch  Vertauschung  der  Cos  Indices  1 

mit  2  und  3. 

2)  Ty,  —  m,  m,  N,  +  n,  n,  N,  -f-  p.  p,  N,  +  (n,  p,  +  n,  p,)  Ty, 

+  (p,  m,  4-  p,  m,)  Tx,  +  (m,  n,  -}-  m,  n,)  T,y. 
Daraus  ergiebt  sich  T„  und  Txy  durch  Vertauschung  der  Cos  Indices 
2,  3  mit  3,  1  und  1,  2. 

Aus  den  Gleichungen  {y.)  folgt  durch  Addition  bei  BerQcksicbtigung 
der  bekannten  Gleichung  zwischen  den  m,  n,  p,  dass  ist 
dW       ds'       dyf       öu   ,   öv       dw       .. 

5?  +  57+5?=5-x^S^  +  ^"^- 

Die  kubische  Ausdehnung  ist  also  stets  gleich  der  Summe  der  drei  zu 
einander  senkrechten  Unearen  Ausdehnungen. 
Die  drei  Gleichungen  1)  geben 

N, +N;  +  N;=«N, -HN.-fN,. 
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5«  Vereinfachung  der  Coefficienten  der  Spannungen  für 
Körper  von  constanter  Elasticität. 

Die  36  Coefficienten  der  Formel  (G.)  reduciren  sich  zunächst  durch 

folgende  Betrachtung.  Handelt  es  sich  um  Ni ,  also  die  Normalspannung  auf 

ein  Element  senkrecht  zu  x,  so  wird  in  Bezug  auf  diese  u  eine  andere  Rolle 

spielen,  als  y  und  w,  und  letztere  werden  wiederum  in  Bezug  auf  diese 

Spannung  denselben  Einfluss  haben,  es  werden  demnach  erstens  die  Coef- 

dv  dw'  * 

ficienten  von  -»r  und  i^  dieselben  sein,  aber  verschieden  von  dem  Coeffi- 


cienten von 


5-, 

au 


N 


(dv       dw\ 
^  4-  ^  J  einen  Coefficienten 

j     ^    AT»  .    .      ^     w*.  öw  .   du      , 


du 

5z^ 


+  ^^und 


haben,  der  verschieden  ist  von  den  Coefficienten  der  Binome 

^  -|- K-,  die  wiederum  denselben  Coefficienten  haben  müssen.  Da  femer  bei 

•einer  Umänderung  der  Benennung  der  Axen  N,  entweder  übergeht  in  N, 
oder  N,,  so  können  die  Coefficienten  der  drei  Normalspannungen  nicht  von 
einander  verschieden  sein,  so  dass  wir  nun  statt  der  dort  eingeführten  18 
Coefficienten  nur  4  von  einander  verschiedene  behalten.  Eine  ähnliche 
Betrachtung  reducirt  die  für  die  Tangentialspannungen  eingeführten  18 
Coefficienten,  so  dass  wir  im  Ganzen  noch  8  von  einander  verschiedene  be- 
halten, die  sich  wie  folgt  zusammenstellen  lassen  : 


du 

dv 

dv  ,  dv 

öw  ,  öu  öu  ,  ds 

N. 

A. 

B 

B 

•D 

E 

E. 

N. 

B. 

A 

B 

E 

D 

E. 

N, 

B. 

B 

A 

E 

E 

D. 

Tt.  =  T., 
T„  =  T„ 

T«  =  Tyx 

». 

Ö 

« 

(£. 

e. 

S). 

Mittel  zur  weiteren  Vereinfachung  liefert  3. 
Nach  a)  ist 

Txy  —  0,  Tu  =  0. 
Unsere  Tafel  giebt  aber  mit  Berücksichtigung  der  doi*t  gegebenen 
Werthe  von  u,  v,  w: 

Txy  «-  Äc,  T„  =—  ©c. 
Da  nun  c  nicht  gleich  0  ist,  so  muss  $[  as  :93  m  0  sein. 
Nach  b)  ist 

N,  —  0,  N,  —  0,  Txy  —  0,  T„  —  0. 
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Unsere  Trfel  giebi  dber  für  y  «a  0  mit  Berücksicfaüguiig  der  dort  an- 
gegebenen Werthe  Ton  u,  y,  w: 

N,  —  Dcx,  N,  «=  Eci,  T„  =«  (gcx,  T„  =  (gcx, 


folglich  muss  sein 

D=-=E> 

_(g  = 

=  0. 

Es  bleibt  mithin  nur 

.  9n 

-^  OV         «, 

,dw 

N.— 

^5i 

+  Bg^+I 

'Fz' 

„au 

.   CV          w. 

.aw 

N,= 

«Ä 

+  ^5^  +  * 

'51' 

..du 

^dy 

dw 

N,= 

«5k 

+  »a-,+* 

'-Fz' 

. 

T,.- 

=  T.,. 

-MI  + 

T„  = 

:    T,x  " 

-*(^+ 

au\ 
■5-«> 

T«,- 

•T^- 

-(^ 

5ij- 

Auf  diese  Ausdrücke  wenden  wir  nun  die  Transformationsresultate 

Ton  4.  an. 

Wegen  der  Torausgesetzten  Homogenitat  und  Constanz  der  ElasticitSt 

muss  geKen  z.  B.       ^.        a  ^'   ,   d  ^^'  .   »  ^ 
N.-Agp  +  Bgp  +  Bg^. 

Man  findet  aber  mit  Hülfe  der  Transformationsformel  (1.)  nach  einiger 
leichten  Umänderung: 

-'(ff+l?+s)+**-»)(»-^''™-'») 

+2  D  Coeff.,  wenn  4.  (y.)  berücksichtigt  wird. 
Setzt  man  dann  2  S)  »^  A  —  B,'  so  wird 

"•  ~  «  (I?  +  ^  +  5?)  +  ^^-«^  ^' '•• '•  "^^ ^^'"'"'^ 
-*5?  +  «5?  +  «^- 

Es  bleiben  mithin  nur  zwei  noch  weiter  zu  bestimmende  CoefBcienten 
übrig,  A  und  B. 

6*   Bestimmung  der  Coefficienten  A  und  B. 
Unterwerfen  wir  einen  prismatischen  Körper  einer  Zugkraft  in  der 
Richtung  seiner  Längsaxe,  die  auf  die  Einheit  d^  Flttche  -^  P  sei,  so  wird 
derselbe  in  seiner  Längsrichtung,  die  mit  der  z  Achse  zusanmienfalle,  einen 
Zug  erleiden  und  gleichzeitig  eine  Quercontraction. 
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Die  VersctüelHingen  nach  den  CoordiMrtenaxmi  lassen  ndh  dan*  aits- 
drttcken  durch: 

u  =  — ax,  V  =«  —  ay,  w  =  cz. 
Mit  Berflcksichtigung  dieser  Werthe  ist: 

N,  =  N,  =  Bc— (B  +  A)  a,  N,  =  Ac— 2  Ba. 
Da  BUB  unserer  Annalme  zh  Folge  ^  N,  und  R,  ttberali  tieselben 
und  an  der  Oberfläche  <>■  0  sind,  wahrend  daselbst  N,  =—  P  ist,  so  gilt : 
Bc— (B  +  A)a  =  0.    P  — Ac— 2Ba. 
Daraus  ergiebt  sich 

a  PP  .  _        P  (B  +  A) 

A(A  +  B)-2B"  A(AH-B)  — 2B»* 

Nun  ist  nach  §  65  c  —  £P,  also  muss  sein : 

A  +  B 
A(A  +  B)  —  2B*' 
Setzen  wir  femer  nach  §  65  a  >»  fic,  wo  also  ^  ist  das  Verhaltaiss  der 
QuercontractioD  zur  Längenausdehnung,  so  finden  wir 

B 

'*^'"A(A  +  B)-2B« 
Di«  Etaftbrung  dieser  durch  Experimente  zu  bestinunenden  Wertbe 
von  E  und  fi  ergiebt  dann  mit  Hülfe  der  letzteren  Gleichungen : 
(1-/*) „ ft 


J?=« 


A  — 


B« 


B(l+tt){t  —  2fir     "       Ä  (1 +/*)(!— 2 /»)• 
Die  Spannungen  erhalten  dann,  wenn  noch  die  Volumenanderung  V 
eingeführt  wird,  die  folgenden  einfachen  Werthe : 


N.= 

N.= 


1 


du 

föv 


£(1+^) 
1 


E(\-^li)l5i 


5-X  + 


1  —  1(1  \ 


L5i-^r=27i'J 


öw 


+ 


l  —  2ft    J' 
Fn  —  '.I  —  2£(1+Ai)  V^  "^  ^r 
'« "" f«  —  op/«  .  .As:  •+•  ar )t 


(H.) 


Daraus  findet  Doan  dann: 


.y  =  £[N.-/.(N.+NJ],^  +  ^ 


w 


.V'  =  2B(1  +  ^)V 
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7*  Gleichgewichtsgleichungen  durch  die  Verschiebangen 

ausgedrückt. 

Die  gesuchten  Gleichungen  werden  erhalten,  wenn  die  Werthe  (H.)  in 
(A.)  und  (B.)  eingesetzt  werden.  Wir  führen  statt  des  Elasticitätscoefficien- 

ten  E  ein  den  Elasticitätsmodul.  Nach  $  65  ist  dieser  m  »:  ^  Wir  setzen 

in  Uebereinstimmung  mit  der  allgemeinen  Schi'eibweise  statt  m  immer  E. 

E    <a«v  av  8V      1     av»  , 

20+70 ( 5?+57'"'-5?+i3:2^  5i )  +  ^  •*  **'  ^^  ^ 

E     \d*y> .  fflw  .  ev  ,     1     avi 
W+iiöl  a?+^+^+r^27i  5i  /  "^  ^  ^  **' 

E  "  .... 


2(1+A«) 


E 


2(l  +  /i) 


Somit  sind  statt  der  6  unbekannten  Grossen  N  und  T  nur  noch  3, 
nämlich  u,  v,  w,  vorhanden.  Diese  Gleichungen  können  nun  auch  leicht  auf 
Bewegungen  mit  Hülfe  des  Princips  von  D'Alembert  erweitert  werden ,  in- 
dem man  statt  X,  Y,  Z  sagt: 

,d2u   ^         d^v  d2w 

wo  d  die  Masse  der  Volumeneinheit  oder  die  Dichtigkeit  und  t  die  Zeit  be- 
zeichnet. 

Diese  Gleichungen  müssen  auch  noch  gelten,  wenn  eine  oder  zwei 
Dimensionen  gegen  die  noch  übrigen  verschwinden,  nur  gehören  dann  noch 
weitere  Bedingungen  hinzu ,  welchen  die  Verschiebungen  genügen  müssen, 
es  müssen  ndmlich  dieselben,  wenn  man  die  Verschid)ungen  des  ganzen 
Körpers  betrachten  will,  so  beschalTen  sein,  dass  derselbe  nicht  zerstört 
wird,  also  die  Continuität  des  aus  Elementen  bestehenden  Ganzen  gewahrt 
bleibe. 

8.  Stellungsfläche. 

Sind  für  einen  Punkt  des  Körpers  die  Grössen  N  und  T  bekannt,  so 
findet  man  die  Grösse  und  Richtung  der  Spannung  P  auf  ein  Element  und 
die  Lage  der  Ebene,  auf  die  sie  wirkt,  durch  die  Gleichungen  (B.);  denn 
TT,  X,  Q  bestimmen  die  genannte  Richtung  und  p,  q,  r  die  Lage  der  Ebene. 

P^  erhält  man,  indem  man  die  Gleichungen  (B.)  quadrirt,  addirt  und 
bedenkt,  dass 

cos*7r  +  cos'x  -f-  cos'^  =  1  ist. 
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P^=»Nfco8*p+NJco8*q+NJco8'r+2(N,Txy+N,Txy+Tx,Ty,)co8pco8q 

+  2(N,T„+N3T„+T,yTy,)co8p  cosr  (I.) 

+  2(NsTy,+N3T„4-Tx'yTx,)co8  q  cos  r. 
Ist  gegeben  die  Richtung  dieser  Kraft  durch  die  Winkel  tt,  x,  Qj  so 
bleibt  uns  noch  zu  finden  die  Lage  der  Ebene,  auf  welche  sie  wirkt,  also 
die  Winkel  p,  q,  r,  so  dass  die  cos  dieser  Winkel  aus  der  Gleichung  (L)  eU- 
minirt  werden  können.  Die  Berechnung  der  Functionen  dieser  Winkel  führt 
dann  zu  folgenden  Ausdrücken : 

N  cos  p  =  P  (A  cos  TT  -f-  F  cos  X  4-  E  cos  q\ 
N  cos  q  =  P  (F  cos  TT  +  B  cos  X  +  D  cos  p),  (K.) 

N  cos  r  =  P  (E  cos  TT  4-  D  cos  X  +  C  cos  ^), 
wenn  zur  Abkürzung  geschrieben  ist 

N  =  N,N,N3-2T,yT„Ty..-N,TJ,-N,T|, -NaTJx, 
A  =  N,N,-TyS,    D  =  T„Txy-N,Ty,, 
B  =  N3N,-TJ„    E  =  TxyT,,-N,T„, 
C  =  N,N,-T|y,    F  =  Ty.T„-N3Txy. 
Diese  Gleichungen  lassen  eine  geometrische  Deutung  zu.  Um  nämlich 
zu  finden  die  Ebenen,  auf  die  eiiie  der  Richtung  nach  gegebene  Spannung 
wirkt,  denken  wir  uns  um  einen  Punkt  herum  nach  allen  mOghchen  Rich- 
tungen die  Spannungen  gezeichnet  und  um  den  Punkt  als  Hittelpunkt  eine 
Fläche  f  construirt,  deren  Gleichung  ist: 

Ax*  +  By*  +  Gz*  H-  2  Fxy  +  2  Dyz  +  2  Exz  —  CoHsl.  =  f(xyz)  =  0  (L.), 
80  ist  X  :  y :  z  =  cos  TT :  cos  X :  cos  ^. 

Dann  ist 

cos  p  :  cos  q  :  cos  :  r  =«  A  cos  TT  +  F  cos  X  +  E  cos  ^ 
:  F  cos  TT  +  B  cos  X  +  D  cos  ß 
:  E  cos  TT  +  D  cos  X  +  C  cos  ^ 
^  af    öf    öf 
5x  *  ^ '  5y' 
Diese  Proportion  ist  aber  das  Kennzeichen  dafür,  dass  p,  q,  r  die  Rich- 
tung der  Normale  an  die  Fläche  (L.)  im  Punkte  x,  y,  z  derselben  bestimmt. 
Somit  ist  die  Tangentialebene  an  die  Fläche  (L.)  im  Punkt  x,  y,  z  diejenige 
Fläche,  auf  welche  die  Spannung,  gerichtet  vom  Mittelpunkt  der  Fläche 
nach  dem  Berührungspunkt,  wirkt. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  folgende  allgemeine  Bestimmung:  Legt  man 
durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  (L.)  eine  Ebene,  so  giebt  der  Radiusvector 
derselben  nach  dem  Berührungspunkt,  der  dieser  Ebene  parallelen  Tangen- 
tialebene die  Richtung  der  darauf  stattfindenden  Spannung  oder  kurz  die 
Richtung  der  elastischen  Spannung  fällt  zusammen  mit  dem  der  Ebene 
conjugirten  Durchmesser. 

Diese  Fläche  (L.)  des  zweiten  Grades,  die  also  jedenTalls  einen  Mittel- 
punkt hat,  aber  nicht  ein  EUipsoid  sein  muss,  heisse  Stellungs fläche. 
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9.   Elasticitäts«  oder  Spanaungsellipsoid. 

Die  unter  7.  gebraucbtei  Gleichungeii  gebea  daan  noch  eine  Vor- 
stellung Ober  die  firösse  der  Spannungeii.  Tragen  wir  nämlich  auf  den  ge- 
zeichneten Richtungen  der  Spannungen  die  Grössen  derselben  auf,  so  ist 

X  =a=  P  C#S  W,  y  S-»  P  cos  X,  I  «a  P  cos  ^, 

Dadurch  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (IL)  in 
N  cos  p  =«  Ax  4-  Fy  +  Ez, 
N  cos  q  =  Fx  +  By  +  Di, 
N  cos  r  =-  Ex  +  Dy  +  Gl. 

Werden  diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  so  erhält  man 
N2  —  (Ax  -f-  Fy  +  Ez)2  +  (Fx  +  By  +  Dz)«  4-  (Ex  +  Dy  +'  Cz)«.    (M.) 

Diese  Gleichung  repräs^ntirt  immer  ein  Mipsoid,  welches  Elastici- 
tätsellipsoid  (Spannungsellipsoid)  genannt  wird. 

Hiermit  ist  folgendes  aUgemeine  Theorem  gefunden :  Wenn  man  durch 
einen  Punkt  eines  Körpers  sämmttiche  möghche  Ebenen  legt  und  die  auf 
sie  wirkenden  Spannkräfte  der  Richtung  und  Grösse  nach  als  Radien  einer 
Fläche  betrachtet,  so  ist  diese  ein  EUipsoid. 

In  TerWndung  dieser  Fläche  mit  der  Fläche  (L.)  erfaaken  wir  folgendes 
Theorem: 

Nnnmt  man  einen  beliebigen  Radios  der  Fläche  (H.)  und  zeichne!  die 
zu  dieser  Richtung  conjugirte  Ebene  in  (L.),  so  ist  dies  die  Ebene,  auf 
wdcber  der  Richtung  und  Grösse  nach  die  Spannung  wirkt,  welche  vorge- 
stellt ist  durch  den  obigen  Radhis^ 

10.   Hauptspannungen. 

Zur  genaueren  Beatimnung  der  Spannungen  dient  ferner  die  Unter- 
suchung, ob  es  Ebenen  giebt,  auf  die  die  Spannungen  senkrecht  wirken, 
die  also  entweder  Zug-  oder  Druckkräfte  werden.  Giebt  es  solche,  so  ßlllt 
für  dieselben  p,  q,  r  zusammen  mit  tt,  x,  ^.  Die  Bestimmung  d^  Lage 
dieser  Ebenen  und  der  Grösse  der  betrefiTenden  Spannungen  muss  also  ge- 
funden werden  aus  den  Gleichungen  (B.),  wenn  statt  tt,  x,  ^  gesetzt  wird 

Die  Gleichsetzung  dieser  Werthe  giebt: 

(Ni  —  P)  cos  p  +  Txy  cos  q  -j-  Txi  cos  r  =a  0, 
TxyCosp-|-(Na  — P)cosqHrTy,cosr=»0,  (N.) 

Tu  cos  p  4-  T,y  cos  q  -h  (N,  —  P)  cos  r  =  0. 
,  Diese  Gleichungen  mit  cos  ^p 4- cos*q+cos*r  =  l  reichen  hin  zur 
Bestimmung  der  vier  Unbekannten  p,  q,  r  undP.  Die  Elimination  der  Ver- 
hältnisse der  cos  giebt 

N.  -  P        T,y         T„ 


T,y  N      -P         Ty. 

TxX  Ty.  N3-P 


0  oder 
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0«(N,-P)(N,-P)(N3~P)  +  2T,yT„Ty,  — (N,~P)T|y 
-^(N,-P)Ti,-(N,-P)T|,^0, 
oder  entwickelt 

_@=F_[N,+N,+N3]F4-[N,N,+N,Nr+-NA-TIy-Th-TJ.]P 
+[N,N,N3+Txy  T„  Ty.  -  N.TJ,  -  N,TJ,  -  N3TJ,] -=  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  Pi,  P^,  P3  geben  dann  P  nioht  allein 
der  Grösse,  sondern  auch  dem  Vorzeichen  nach,  welches  entscheidet,  ob  Zug 
oder  Druck  Torbanden  ist  Die  Gleichung  hat  jedenfalls  eine  reelle  Wurzel, 
es  soll  aber  baljd  bewiesen  werden,  dass  alle  drei  reeH  sind.  Die  aus  dieser 
Gleichung  berechneten  Spannungen  nennt  man  die  Hauptspannungen. 
Diese  Gleichung  giebt  nach  dem  in  der  Theorie  der  Gleichungen  be- 
handelten Gesetz  über  die  Abhängigkeit  der  Coef&cienten  von  den  Wurzeln 
sogleich  drei  Relationen  über  die  verschiedenep  Spannungen. 

Da  die  Wahl  der  Coordinatenä^n  fttr  unsere  Entwickejliwg  gleijoln 
gültig  ist,  80  wtlr4e  man  di^^lbe  Gleicbimg  erhalten,  wie  aiu^h  diese  liegen. 
Bezeichnen  wir  nun  die  CoQiponenten  N  u,Qd  T  nach  eu(mm  9iidereQ  System 
mit  Accenten,  so  muss  eine  dem  Obigen  analoge  Gleichung  Jbe]f*auskon^nen, 
es  müssen  also  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  P  einander 
gleich  sein.   Dies  giebt  drei  Relatiopen,  von  denen  die  eine  ist  ' 

N?  +  N5  +  N|^N'}  +  N'J4-N'J, 
d.  h.  fttr  jeden  Punkt  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Normakpannungen 
nach  drei  sich  rechtwinklig  schneidenden  Richtungen  constant.  Dasselbe 
ist  schon  in  5.  gefunden. 

Die  Richtungen  der  Ebenen,  auf  welche  die  Hauptspannungen  wiriien, 
findet  man  dann  folgendermassen.  Bestimmt  ma^  aus  den  drei  Gleichungen 
für  p,  q,  r  das  Verhältniss  der  drei  cos,  so  erhält  man,  wenn  man  eirst  die 
erste,  dann  die  zweite  und  dann  die  dritte  weglässt: 

cos  p  :  cos  q  :  cos  r 
=(N,-P)(N3-P)-TJ,  :  Ty,T„-Tyx(N,-P)  :  T,yTy,-T„(N.-P) 
— Ty.T^-T,x(N,-P)  ;  (N,-P)(N.-P)-TJ,:  T„T,y-Tp(N.-P) 
— T,yTy,-T„(N,-P)  ;  T„T,y-Ty.(N,-P):(N,-P)(N,-P)-TJ,. 
Durch  Trennung  dieser  Proportionen  und  Anwendung  des  Satzes, 
dass,  wenn 

a  :  b  »B  c  :  d 
a :  /9  «**«  d :  e  ist,  gflt 

aa  :  b/9  «93  c  :  e,  erhält  man  aus  im  obigen  Pro- 
portionen, dass  die  6  verschiedenen  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  sich 
verhalten  wie  die  Quadrate  und  Produkte  dieser  cos.  Man  kann  depmach 
setzen: 

mcos«p=-(N,— P)(N,— P)— Tfg,  mcosqcosr=»=T„Txy— Ty,(N,— P), 
mcos*q=(N,— P)(N,— P)— Ti,  m  cosrcosp— TyxTy,— T„(N,— P), 
mco8*r=(N,— P)(N,— P)— TJy,  mcospcosq=T.yT„~Txy(Ma— P). 

Klein,  Theorie  der  Elastieitit  etc.  2 
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Den  Factor  m  können  wir  dann  bestimmen  mit  Hülfe  der  vierten  noch 
zu  erfüllenden  Gleichung  cos  *p  +  cos  *q  +  cos  *r  =»=  1.   Dies  giebt: 
m=(N,-P)  (N3_P)+(N3_P)  (N,-P)+(N.-P)(N,-P) 

dQ 

rpi  rPS  T«    -^ 

—  lyi—  1«—  lxy  =  — ^. 

Damit  erhalten  wir: 
cos 


P  =  |/[(N,  -  P)  (N.  -  P)  -  TM  :  (-  ^-f ), 
q  =  J/[(N.  -  P)  (N,  -  P)  -  ly  :  (- 1|), 
-  [/[(N.  -  P)  (N.  -  P)  -  ly  :  (-  ^). 


COS  r 

Die  Vorzeichen  dieser  cos  bestimmen  sich  durch  die  anderen  aus  den 
Proportionen  abgeleiteten  Gleichungen.  Es  bleibt  aber  dann  noch  ein  Vor- 
zeichen unbestimmt.  Dies  thut  aber  keinen  Eintrag;  denn  wenn  man  bei 
allen  cos  das  Vorzeichen  in  das  entgegengesetzte  verwandelt,  so  heisst  dies 
nur,  dass  die  Normale  nach  der  entgegeng^etzten  Richtung  gezeichnet  ist, 
also  die  Lage  der  Ebene  immer  noch  dieselbe  bleibt  Sei  nun  zu  genauerer 
Bestimmung  der  gegenseitigen  Lage  zweier  Hauptspannungen  Pi  und  P,  mit 
q)  der  Winkel  bezeichnet,  den  sie  miteinander  bilden,  und  pi,  q„  ri,  p^,  q^,  r, 
seien  die  Winkel  derselben  mit  den  Coordinatenaxen.  Dann  hat  man 
cos  (p  =»=  cos  p,  cos  p,  +  cos  q,  cos  q,  -f*  ^s  ^\  cos  r,» 

Einen  anderen  Ausdruck  fOr  diesen  Winkel  erhalten  wir,  wenn  wir  in 
die  drei  Bedingungsgleichungen  (N)  dieWerthePi,  Pi,  q,,  r,  einsetzen,  die- 
selben respective  mit  p,,  q,,  r,  multipliciren,  dann  addiren.  Diese  Rech- 
nung giebt: 

P,  cos  9)  =  N,  cos  p,  cos  p,  +  Nj  cos  q,  cos  q,  +  N3  cos  r,  cos  r, 

+  Tyx  (cos  qi  cos  r,  -f-  cos  r,  cos  q,)  -|-  T,x  (cos  r,  cos  p,  +  cos  p,  cos  rj) 

-}-  Txy(cos  p,  cos  qj  +  cos  q^  cos  p^). 

Wenn  man  aber  in  (N)  die  Werthe  P,,  p^,  q«,  r,  einsetzt,  die  Gleichungen 
mit  Pi,  qi,  r,  resp.  multipUcirt,  so  erhält  man  links  P,  cos  q)  und  rechts 
denselben  Werth  wie  fttr  P,  cos  9).   Es  ist  mithin 
P,  cos  9)  =  Pj  cos  q>.' 

Wofern  also  nicht  P,  =  P,  ist,  muss,  damit  diese  Gleichung  richtig  ist, 
q)  =K  900  gein,  d.  h.  je  zwei  Hauptspannungen,  wenn  sie  nicht  einander 
gleich  sind,  müssen  aufeinander  senkrecht  stehen,  mithin  stehen  alle  drei 
aufeinander  senkrecht. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung 

0  =  cos  p,  cos  p,  +  cos  q,  cos  q^  +  cos  r,  cos  r„ 
welche  die  Bedingung  ^  »=  90^  giebt,  lässt  sich  nun  beweisen,  dass  die 
Gleichung  @  =  0 ,  welche  die  drei  Hauptspannungen  giebt,  drei  reelle 
Wurzeln  haben  muss.    Wären  nämUch  P,  und  P,  conjugirt  imaginär,  so 
müssten  es  auch  die  ihnen  entsprechenden  cos  p,  und  cos  P2  etc.  sein.  Die 
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Produkte  zweier  conjugirter  Werthe  geben  aber  die  Summe  zweier  Quadrate, 
es  mtlssten  also  die  Summen  von  Quadraten  gleich  0  sein,  was  unmöglich  ist 

!!•  Vereinfachung  der  gewonnenen  Gleichungen. 

Alle  Entwickelungen ,  die  bis  jetzt  gemacht  worden  sind,  waren  ganz 
unabhängig  von  der  Wahl  des  Parallelepipedums,  wir  können  dasselbe  also 
auch  so  nehmen,  dass  dessen  Kanten  parallel  den  Hauptspannungen  sind. 
Dann  sind  zum  Gleichgewicht  nur  nöthig  Zug-  oder  Druckkräfte,  es  ver- 
schwinden mithin  alle  die  Kräfte,  welche  mit  T  bezeichnet  sind,  und  die 
N,,  N,,  Ng  werden  nun  ersetzt  durch  ?,,  Pj,  P3.  Dadurch  vereinfachen 
sich  die  A,  B,  C,  D,  E,  F  in  8.  und  es  wird 
N  =  p^P^P3,  A  =  P,P3,  B  =  P3Pj,  C  =  P,  P,undD  =  E  =  F  =  0. 

Diese  Vereinfachung  giebt  dann  statt  der  Gleichungen  (L.)  und  (M), 
wenn  die  neuen  Coordinaten  mit  |,  7/,  ^  bezeichnet  werden, 

f*    T7*    r* 
p*^pj^pj 

Die  Wahl  der  hier  auftretenden  Const.  ist  nur  abhängig  von  der  Art 
der  Hauptspannungen.  Sind  dieselben  gleichartig,  also  entweder  lauter  Zug- 
oder Druckkräfte,  d.  h.  alle  positiv  oder  negativ,  so  ist  die  Stellungsfläche 
ein  EUipsoid,  dessen  Hauptaxen  proportional  den  Quadratwurzeln  der  Haupt- 
spannungen sind.  Ist  eine  der  Hauptspannungen  den  anderen  entgegen- 
gesetzt, so  erhält  man  je  nach  der  Wahl  der  Constanten  ein  hyperboUsches 
(mit  einer  Schale)  oder  eUiptisches  (mit  zwei  Schalen)  Hyperboloid,  die  ge- 
trennt werden  durch  deren  Asymptotenkegel 

p  ^p  ^p 

Dass  es  bei  der  Construction  der  Stellungsfläche  nicht  auf  einen  be- 
stimmten Werth  der  Constanten  ankommt,  ist  selbstverständlich,  da  für  aUe 
mit  veränderten  Constanten  construirten  Flächen  die  Lage  der  Ebenen  mit 
ihren  conjugirten  Durchmessern  dieselbe  ist. 

Der  eben  genannte  Kegel  ist  noch  besonders  durch  Folgendes  inter- 
essant. Für  einen  Radius  des  Elasticitätsellipsoides,  der  mit  dieser  Kegel- 
oberfläche zusammenfsdlt,  ist  die  Ebene  durch  ihn,  welche  den  Kegel  be- 
rührt, conjugirt  und  es  vnrkt  mithin  die  Kraft  tangential.  Deshalb  nennt 
man  diesen  Kegel  Gleitungskegel. 

Wie  der  Gleitungskegel  alle  Ebenen  giebt,  in  denen  Tangentialkräfte 
wirken,  so  entscheidet  auch  die  Fläche  (L)  ganz  aUgemein  über  die  Art  der 
elastischen  Spannungen,  wenn  die  Art  der  Hauptspannungen  bekannt  ist. 
Wenn  nämlich  der  beliebig  gezogene  Radius  des  ElasticitätseUipsoides  trifft 
das  Hyperboloid  mit  einem  Mantel,  so  repräsentirt  er  eine  Kraft,  wie  die  ist, 
welche  doppelt  in  den  Hauptspannungen  vorkommen.    TriflH  der  Radius 

2* 
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das  andere  Hyperboloid,  so  entspricht  er  einer  Kraft,  wie  sie  unter  den 
Hauptspannongen  nur  einmal  vorkommt 

13.  Elasticitätsfläcbe. 

Die  Einführung  der  Hauptspannungen  und  der  neuen  Coordinaten 
vereinfacht  auch  den  Ausdruck  (I.)*  Es  ergiebt  sich  nftmlich  dann 
p«  .=  Pf  cos»p  +  PJ  co8*q  +  PJ  cos*r. 

Die  Grösse  dieser  Kraft  ist  gleich  dem  auf  der  Ebene,  auf  die  sie  wirkt, 
senkrecht  errichteten  Radiusvector  einer  Fläche,  deren  Gleichung  ist 

(r  +  i?*  +  Sr  =  P?r  +  Pir/*  +  PJC*. 

Denn  es  ist  dann  das  Quadrat  eines  solchen  Radiusvectors 

P'  =  V  +  fl'  +  ^. 
ferner  ist 

cos  p  —  ^,  cos  q  »:  ^,  cos  r  »n  ~,  also 

^s»  p  cos  p,  i;  —  P  cos  q,  ^  ==  P  cos  r. 
Setzt  man  diese  erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung  der  Elasticitäts- 
fläche  ein,  so  erhfilt  man 

(P*cos»p+P*cos'q+P*cos*r)*=P?P*cos*p+-PJP*co8*q+PJFcos»r, 
oder  nach  Division  mit  P*,  und  da 

cos**p  +  cos  *q  -f-  cos  'r  =  1  ist, 
P«=PJ  cos  *p  +  PJ  cos  »q  +  PJ  cos  'r, 
wie  zu  beweisen  war. 

Diese  Fläche  heisst  Elasticitätsfläche.  Sie  ist  der  Ort  der  Fuss- 
punkte  der  Senkrechten  vom  Mittelpunkte  des  Elasticitätsellipsoides  auf  die 
Tangentialebenen  an  dasselbe.  Es  ist  nämlich  die  Gleichung  der  Bertthrungs- 
ebene  im  Punkte  §*,  ij',  t^ 

mithin  die  Länge  des  Perpendickek  vom  Mittelpunkt 

1 


r  pj^Pi^Pi 


und  die  cos  der  Winkel,  welche  diese  Linie  mit  den  Axen  hildet,  sind  einmal 
und  dann 
mithin  ist 


Pf  P'  PJ  P'         PJ  P' 

i        1         l 
p'        p'        p' 


l-|.P*.      »J^^JP*.       C=|lp%oder 

pfr=|-!p',  PIV'-^^P\  pir-||'p*- 


Digitized  by 


Google 


Die  Elastidtat  and  deren  Gesetze.  (§  64.)  21 

Diese  Gleichungen  geben  durch  Addition  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chung des  Elasticitätsellipsoides 

13,  Hauptschubspannungen. 

Nach  (B)  ist  die  Nonnalcomponente  von  P : 

P  cos  TT  cos  p  -f-  P  cos  X  cos  q  -f-  P  cos  ^  cos  r. 
Es  ist  aber  für  unser  Coordinatensystem  nach  (B.) 
P  C06  TT  «=  P,  cos  p,    P  cos  X  «=  P,  COS  q,    P  cos  ^  =  Pj  cos  r, 
mithin  fttr  dasselbe  Coordinatensystem 

SJl  =  Pj  cos  *p  +  P,  cos *q  +  P3  cos  *r. 
Die  Tangentialspannung  X  findet  sich  dann  unter  Berücksichtigung 
des  in  12.  gefundenen  Ausdruckes.  Es  ist 

2:»=p>_5»» 

=>«PJco8'p+PJcos*q+PJcos*r — (PjCos^p-f-PjCos^q+PjCos^r)*. 
Zur  Bestimmung  des  Max.  und  Min.  von  X  ist  dieser  eben  gefundene 
Werth  als  Function  von  p,  q,  r  zu  betrachten.   Die  Untersuchung  der  sin- 
gulären  Werthe  von  %  fuhrt  zu  folgenden  Bedingungsgleichungen : 
[(P,  —  P3)  cos  2  p  +  2  (P,  —  P3)  cos  •  q]  sin  2  p  =  0, 
[(Pf—  P3)  cos  2  q  +  2  (P,  —  P3)  cos  *  q]  sin  2  q  =  0. 
Daraus  lassen  sich  die  folgenden  ausgezeichneten  Werthe  von  p,  q,  r 
zusammenstellen,  welche  diesen  Gleichungen  genügen: 


1) 

P 
0 

q 

90 

r 

90 

2) 

90 

0 

90 

3) 
4) 

90 
90 

+  45 

90 

+  45 
0 

5) 
6) 

±45 
±45 

90 
±45 

±45 

90, 

Von  diesen  Werthen  geben  1),  2),  4)  ein  Min.;  denn  diese  Richtungen 
bestimmen  die  Axen,  in  denen  es  nur  Normalspannungen  giebt.  3),  5),  6) 
geben  Maxima,  also  befinden  sich  dieselben  in  den  Ebenen,  von  denen  jede 
durch  eine  Axe  des  Spannungsellipsoides  geht  und  die  Winkel  der  anderen 
halbirt.  Diese  Haupttangentialspannungen  oder  Hauptschub^annungen 
sind:       •  1)  fürp  =  90  V  =i(P,  — PJ, 

2)  .    q  =  90  V  =4(P,  — P,), 

3)  •    r=90  !r"  =  i(P,  — PJ. 

14.  Specielle  FftUe  der  Hauptspannungen. 

1.  Es  seien  zwei  der  Wurzeln  der  Gleichung  @  «=  0  einander  gleich, 
d.  h.  zwei  Hauptspannungen  seien  einander  gleich,  aber  nicht  ^«0  und  von 
der  dritten  verschieden. 


Digitized  by 


Google 


22  L  EUsÜdt&t. 

Wir  bezeichnen  diese  beiden  einander  gleichen  Spannungen  mit  P„ 

und  die  ihren  Ebenen  zugehörigen  Winkel  mit  p,,,  q,,,  r,,,  so  muss  auch 

dQ 

^— as  0  sein,  d.  h.  der  Factor  ms==0  von  9.,  und  damit  verschwindet  auch 

Cr,, 

der  Zähler  der  Ausdrücke  unter  der  Quadratwurzel  für  die  Cos  von  p„,  q,„ 
r,,.  Die  dritte  Hauptspannung  steht  senkrecht  auf  den  einander  gleichen ; 
denn  es  ist  mit  den  firüheren  Bezeichnungen 

P3  cos  g)=P3  (cos  p,,  cos  p,  +  cos  ^n  cos  q,+co8  r„  cos  r3)==P„  cos  q>^ 
mithin,  da  P,  nicht  gleich  P,j,  cos  qp  —  o,  d.  h.  9)  =  90*. 

Das  Elasticitätsellipsoid  und  die  SteUungsfläche  sind,  wenn  wir  nun 
die  in  10.  eingeführten  Coordinaten  mit  x,  y,  z  bezeichnen: 

T«  _L-  V*         Z* 
*  11  *3 

Beides  sind  demnach  Rotationsflächen,  deren  Rotationsaxe  mit  der 
Richtung  der  ungleichen  Spannung  zusammenßdlt,  während  die  anderen 
unbestimmt  hegen  in  der  zu  ihr  senkrechten  Richtung. 

Die  Richtung  der  ungleichen  Hauptspannung  kann  nun  folgender- 
massen  gefunden  werden.  Da  m=0  für  die  gleichen  Spannungen  gefunden 
worden  ist,  so  erhält  man 


rp      rp  TT  TT 

*xy  *n      ^  p    *xy  *yi      tm  p    *xi  *r 

XI  ir 


i^l *ii rp         >      ^^2  *^I2  T         '  >  H 

*  yi  *  XI  A  xy 

'  Setzt  man  diese  Werthe  in  (N)  ein ,  so  eriiält  man  die  eine  Gleichung 
Txy  Tx,  cos  p„  4-  Txy  Ty,  cos  q,,  +  T„  Ty,  cos  r,,  =  0. 
Da  ferner  die  ungleichen  Spannungen  senkrecht  aufeinander  stehen, 
muss  sein 

cos  p,  cos  p„ -f-  cos  qj  cos  q„  +  cos  r,  cos  r,,  =  0, 
mithin  können  wir  schreiben 

Txy  Tx,  =  s  cos  P3,  Txy  Ty,  =  s  cos  q„  Tx,  Ty,  =  s  cos  r„ 
wo  3  ein  Factor  ist,  der  gefunden  wird  durch  Quadriren  und  Addiren  dieser 
Gleichungen,  nämlich 

T|yT|,  +  T|yT?,4.T|,TyS- 

So  haben  wir  also  die  Grössen  p,,  q,,  r,  bestimmt,  durch  deren  Ein- 
setzung in  (N)  man  endlich  erhält 

T*  T«  _J_  T*  T^  _l_T*  T*                                   i 
p  p     j    ^xy  ^ii-r  *»y  *yi"r  *n  *y« p     . ^ 

*3         *itT  T     T     T  »«  ""««T     T     T     * 

*iy  *-M  *yx  "    *xy  *«  *yi 

2.  Seien  alle  drei  Hauptspannungen  einander  gleich,  dann  werden  die 
den  elastischen  Zustand  charakterisirenden  Flächen  Kugeln,  deren  Gleichun- 
gen sind,  wenn  die  Hauptspannungen  mit  P  bezeichnet  werden, 

x*4-y'4-z*  =  P*, 
x'-{-y*  +  z«  =  P.  Const. 
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Die  Richtung  der  Ebenen,  auf  denen  nur  Normabpannungen  wirken, 
sind  aber  ganz  unbestimmt,  es  wirken  also  auf  alle  Ebenen  senkrechte  Kräfte, 
es  ist  mithin 

N.  — N,-N3  — P,    Tyx— T„=Ty.  — 0. 

3.  Sei  eine  der  Hauptspannungen  »=0,  während  die  anderen  unter- 
einander verschieden  sind.  In  diesem  Falle  giebt  es  eine  Ebene,  auf  welche 
keine  elastischen  Kräfte  wirken,  nämlich  diejenige,  welche  senkrecht  zu  der 
Richtung  ist,  wo  die  Hauptspannung  »»  0  ist.  Da  nun  nach  1.  die  elasti« 
sehen  Spannungen  auf  jede  andere  Ebene  projicirt  auf  die  Normale  dieser 
Ebene  gleich  sein  muss  der  Projection  dieser  Spannung  auf  die  Normale 
einer  jeden  solchen  Ebene  und  diese  Projection  immer  0  ist,  so  müssen  alle 
elastischen  Spannungen  in  der  Ebene  liegen,  aufweiche  keine  Spannung 
ausgeübt  wird. 

Die  Betrachtung  der  Grosse  der  Spannungen  auf  bdiebig  gelegte  Ebe- 
nen vereinfachen  wir,  wenn  wir  die  Ebene  der  elastischen  Spannungen  zur 
xy  Ebene  nehmen,  dann  sind  N,  =  Ty,  =«  T„  =-»  0. 

Dasselbe  Resultat  giebt  auch  Gleichung  @,  denn  wenn  eine  Wurzel 
derselben  =»  0  sein  soll,  so  muss 

N.  N,  N,4-2  T,yT„Ty,-N,  TJ^-N^TJ^-N,!!,— 0 
sein.   Dies  aber  kann  erstens  stattfinden  bei  N, »«  o,  wenn  Tys  »b  Tu  >-b  0 
ist,  und  zweitens,  wenn  N,  =  0,  Nj«-»©,  Ty,«-0.  Dieser  zweite  Fall  soll 
im  Nächsten  (4.)  untersucht  werden. 

Die  vorhandenen  Spannungen  P,  und  P„  welche  senkrecht  zu  einander 
sein  müssen,  mögen  die  Richtung  der  x  und  y  Axe  haben.  Die  charakteri- 
sirenden  Gleichungen  sind  dann 

X*        Y*  X*        V* 

P!"^^  =  1  und  p--f  ^  —  Const. 

Sind  die  Spannungen  übereinstinunend,  Zug  oder  Druck,  so  ist  die 
Slellungsfläche  eine  Ellipse,  sind  sie  aber  entgegengesetzt,  Hyperbeln  mit 
den  Asymptoten. 

Untersucht  man  also  in  diesem  FaUe  die  GpOsse  und  Richtung  der 
Spannung  auf  eine  Ebene,  so  kooamt  es  nicht  an  auf  die  Neigung  derselben 
gegen  diese  Ebene,  welche  alle  Spannungen  enthält,  sondern  nur  auf  deren 
Spur  in  dieser  Ebene. 

4.  Ist  eine  Hauptspannung  »>  0  und  die  beiden  anderen  gleich  gross, 
so  combiniren  sich  die  Resultate  von  2  und  3.  Aus  der  Gleichung  &  folgt 
dann      N,N,N3  +  2  T,yT„Ty,-N,  T?.-N,TJ,-N3T«y  =  0, 

N.-fN,  +  N3  =  0. 
Dies  ist  erreicht,  wenn 

N,  =  N3  =  N3«0,  T,y-:Ty,  =  0. 
Es  bleibt  also  nur  Txz ,  mithin  bdhen  wir  dann  reine  Schubspannung  oder 
Torsion  und  es  ist 

—  P»4-PTJy  =  o,  alsoP,  =  0,  P3  =  +  T„,  P,  =  — T„. 
Von  den  beiden  Hauptspannungen  ist  demnach  die  eine  ein  Zug,  die 
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andere  ein  Drudt«  die  SteDangsibdie  ist  hier  eine  gleichseitige  Hyperbel 
mit  den  zugehörigen  Asympieten. 

Die  Richtungen  dieser  Hauptspannungen  sind  gegeben  durch  (N).  Es 
ist  nftmUch:      p  «■  90^  cos  q  ■»  ces  r,  q  -es  r  «=  +  45", 
d.  h.  die  Hauptspannungen  wirken  bei  einer  Abschiebung  in  einer  Ebene 
senkrecht  Eur  Trennungsebene  unter  einem  Z.  45^  gegen  die  Richtung  der 
Kraft  und  zwar  ist  die  eine  Zug,  die  andere  Druck. 

5.  Seien  endlich  zwei  Hauptspannungen  ««  o.  Aus  Gleichung  &  folgt 
dann     N,  N,  N,-N,  Th-N.TL-N3TJy  +  2T„T„Ty,^0, 

Dies  ist  der  Fall,  wenn 

N,*-0,  Nj«-0,  fyi^^O,  T„-=^0,  T„-tO, 
also' nur  N,  übrig  bleibt.  Wir  haben  es  dann  zu  thun  mit  Zug-  oder  Druck- 
elasticitüt. 

15.  Spannungen  auf  drei  zu  einander  senkrechten  Ebenen. 

Wenn  wir  das  im  Frtlheren  beliebig  genommene  Coordinatensystem 
zu  Grunde  legen,  so  werden  wir  der  Allgemeinheit  der  jetzt  anzustellenden 
Untersuchung  keinen  Abbruch  thun,  wenn  wir  als  irgend  drei  zu  einander 
senkrechte  Ebenen  die  Ebenen  des  dort  gewählten  Parallelepipedums  neh«^ 
men.  Diese  Ebenen  sind  bestiihmt  durch 

p  =  q  =  90*,  r  =  0;  p=«:r  =  90*,  q-«0;  q-.^=t=90^  p-=Ö. 
Es  gelten  mithin  nach  (K)  je  zwei  der  Gleichungen 

0  -te  A  cos  ^  +  F  cos  K  +  E  cos  ^, 
0  s-=  F  cos  ^  +  B  cos  Ä  -f-  D  cos  ^,  (0.) 

0  =  E  cos  ^  +  D  cos  X  +  C  cos  f. 
Nach  dem  entsprechenden  ElasÜcitätseUipsoid  gilt  dann,  wenn  x,  y,  z, 
sind  die  Goordinaten  des  Ekidpunktes  des  betreffenden  Radius,  der  die 
Spannungen  giebt,    cos  fr  :  cos  k  :  cos  ^  «:  x  :  y  :  z. 

Die  gesuchten  Richtungen  dieser  Radiivectores,  deren  Goordinaten 
durch  ^,  i;,  ^bezeichnet'wefden  mogen,  sind  dann  bestnnmt  als  die  Schnitt- 
Knien  je  zweier  der  drei  folgenden  Ebenen: 

o^A|  +  Fi;4-EC, 
o  =  F^  +  Bij  +  Dr, 
0  — E§+Dij-f  C^. 
Bilden  wir  üun  die  Gleichungen  der  Tangentiatebenen  in  den  End«^ 
punkten  der  drei  tladien  des  ElasticitStsellipsoides,  deren  Goordinaten  x,  y, 
z  so  bestimmt  sind,  dass  dubch  dieselben,  wenn  sie  für  cos  tt,  cos  x,  cos  q 
gesetzt  werden,  immer  je  zwei  der  Gleichungen  (0)  erfüllt  sind.  Die  laufen- 
den Goordinaten  dieser  Tangentialebenen  seien  ^,  rf^  ^.  Nach  Entfernung 
der  unnüthigen  Factor^n  sind  dann  die  gewünschten  Gleichungen: 
0  =  A«'-x)  +  F(,,'-y)-t.E(^-z), 
0-F(r-x)-fB(,'-y)  +  D(C'-z), 
0-E(f-x)  +  D(,?'-y)  +  C(^-z). 
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AuB  der  GleicUieH-der  Coefficienten  in  diesea  Gleichungen  und  der 
in  den  Gleidiungen  der  Ebenen,  welche  die  Richtangen  der  Spannungen 
bestinunen,  folgt,  dass  je  eine  Tangentialebene  parallel  ist  einer  Ton  den 
Ebenen,  in  der  zwei  Spannungsrichtungen  liegen.  Dies  kann  aber  nur  er- 
füllt sein,  wenn  die  drei  Radien  conjugirt  sind.  Es  ergiebt  sich  demnach 
folgender  allgemeine  Satz: 

Die  Zugrichtungen,  welche  irgend  dreien  auf  einander  senkrechten 
Ebenen  entsprechen,  sind  conjugirte  Durchmesser  des  Elasticitätsellipsoides. 

Einen  speciellen  Fall  dieses  allgemeinen  Gesetzes  bilden  die  Haupt- 
spannungen. 

16,  Verschiebungs*  oder  Deformationsellipsoid. 

Wir  denken  uns  um  einen  Punkt  M  =  (x,  y,  z)  eine  Kugel  gelegt  mit 
dem  kleinen  Halbmesser  ^,  so  dass  ein  Punkt  dieser  Kugel  M'  die  Coordi-' 
naten  x  +  h,  y +  k,  z  +  1  hat  und  t*  =  h*  +  k*-f-P  ist. 

Wenn  nun  eine  Verschiebung  eintritt,  so  werden  die  Punkte  M'  im 
Allgemeinen  nicht  mehr  auf  einer  Kugel  liegen,  sondern  auf  einer  anderen 
Fläche,  von  der  nun  nachgewiesen  werden  soll,  dass  sie  ein  EUipsoid  ist, 
welches  das  Verschiebungsellipsoid  genannt  wird.  Die  Projeclionen 
der  Verschiebungen  von  M  auf  die  Coordinatenaxen  seien  u,  v,  w  und  die 
von  M'  u^  v',  w*,  welche  sich  aus  den  Werthen  u,  v,  w  ergeben,  wenn  wir 
in  dieselben  statt  x,  y,  z  setzen  x-f-h>y  +  k,z4-l.  Da  nun  M'  von  M  nur 
wenig  entfernt  ist,  so  können  wir  höhere  Potenzen  und  Produkte  der  Pro- 
jectionen  dieser  Entfernung  vernachlässigen.  Wir  erhalten  also  nach  dem 
Taylor'schen  Satz:      ,  ,   öu ,    ,   du  .    ,   dx  , 

,  .    öv  .     .    öv  -     ,   5v  , 

v'^v  +  ^h  +  ^k+^^I, 

,  ,   5w ,       öw ,    .   8w , 

Beziehen  wir  nun  unsere  Betrachtung  auf  ein  Coordinatensystem  dem 
ursprünglichen  parall^,  dessen  Anfang  in  M  liegt,  und  bezeichnen  die  Co- 
ordinaten  mit  h,  k,  1,  so  ist  die  oben  gegebene  Relation  ^'  =«  h*  -f-  k^  +  P 
die  Gleichung  der  nicht  verschobenen  Kugel. 

Die  Coordinaten  der  verschobenen  Punkte  M'  in  Bezug  auf  das  neue 
Coordmat^Mystem  seien  h^  k',  l',  so  ist 

V  —  h+V  — u,  k'  =  kH-v'  — V,  r  — 1  +  w'  — w. 

Mit  Benutzung  der  eben  gefundenen  Werthe  von  u'  ist  also 

W  1       I     ^^  k     f    ^V  b     I    ^^    1 

k'  =  k  +  ^^h+g^k+5-J, 

1/  1      I      ^U     I     ^^1       I     ^1 

l'  =  H-^^h+^k+^l. 
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L  EUsticatit 


Da  mm  aber  die  DifferenüalquotienteD  ron  u,  v^  w  kMn  gegen  1  sind, 
so  wird  man  nur  einen  Fehler  höherer  Ordnung  begehen ,  wenn  man  in 
den  Gliedern,  wo  diese  stehen,  h,  k,  1  vertauscht  mit  h',  k'  V,  so  dass  man 
erhält 


Werden  nun  diese  Werthe  in  die  ursprüngliche  Kugelgkichung  ein- 
gesetzt, so  erhalt  man 


?•- 


+ 


('-l)^'-r 


+ 


(P-) 


als  die  gesuchte  Gleichung  des  Verschiebungsellipsoides,  die  sich  bei  Ver- 
nachlässigung kleiner  Grössen  der  zweiten  Ordnung  umformen  lässt  in 

+('-4:)"'-*(l-;+^)"''- 

oder  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  von  2.: 

C'  =  (l  — 2a)h'»— 2yk'i' 
+  ri  — 2/!?)k'»  — 2xl'h' 
+  (1— 2y)r*  — 2i^h'k'. 

Wie  in  14.  kann  aus  (P.)  gefolgert  werden,  dass  die  Parenthesen  »b  0 
gesetzt  und  h',  k^  V  als  laufende  Coordinaten  gedacht,  Ebenen  bedeuten, 
deren  Schnittlinien  conjugirte  Durchmesser  sind.  Vor  der  Verschiebung 
sind  die  Gleichungen  dieser  Ebenen  h' »»  o,  k'  =s  0,  K  =»  0,  also  die  Coor- 
dinatenebenen  selbst  und  deren  SchnittUnien  die  Coordinatenaxen.  Die  Co- 
ordinatenaxen  sind  aber  nach  unserer  ganz  willkttrUch  genommenen  Lage 
derselben  irgend  drei  zu  einander  senkrechte  Linien.  Der  hierdurch  ge- 
fundene Satz  heisst:  Durch  die  Verschiebung  wird  aus  einer  Kugel  ein 
EUipsoid  und  zwar  so,  dass  je  drei  senkrechte  Linien  nach  der  Verschiebung 
conjugirte  Durchmesser  werden.  Da  nun  dieses  Ellipsoid  noch  drei  senk- 
rechte conjugirte  Durchmesser  hat,  so  müssen  auch  drei  senkrechte  Ebenen 
sich  nicht  geändert  haben,  d.  h.  es  muss  drei  Ebenen  geben,  die  keine  Ver- 
schiebung erleiden. 
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Um  nun  die  Lage  des  Verschiebungsellipsoides  mit  dem  des  Elasticitäts- 
ellipsoides  zu  vergleichen  führen  wir  in  dasselbe  die  Spannungen  ein.  Nach 
6.  erhalten  wir  dann 


') 


+2  Ty,  k'  r+2  Txx  1'  h'+2  T^V  k\ 
Beziehen  wir  diese  Fläche  auf  das  Coordinatensystem,  welches  bestinunt 
ist  durch  die  Hauptspannungen,  so  ist 

Ty,  =  T„==Txy  =  oundN,=P„  N,  =  P„  N3  —  P3, 


;«=0i'*+k'*+»'')(l+2iU^i-±^-')-2^APth''+^^ 

Es  fallen  also,  da  in  diesen  Gleichungen  die  Produkte  h'k^  h'l^  k^V 
nicht  mehr  vorkommen,  die  Hauptaxen  des  Verschiebungsellipsoides  init 
denen  des  Elasticitdtsellipsoides  zusammen. 

Aus  den  letzten  Gleichungen  ergeben  sich  den  Hauptspannungen  ana- 
log die  Hauptausdehnungen  (Hauptlängenänderungen) 

g  Ke-2 P.+2  ,  (p^^p^- "^»-ungsweise  g  (l  +g^^g^±^) , 

fV E ^  /        P,-^.(P,+P3)\ 

^r  E-2P,+2iu(P,+P3)  H^  E  )' 

^r  E-2P3+2/i(p.+pj  H  "^       E       ;• 

Anateg  Dem,  was  über  die  Hauptspannungen  gesagt  ist,  lassen  sich 
Folgerungen  über  Hauptgleitungen  aufstellen. 
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Zug-  und  DmokelMtioittt  (Vormatolftftiatftt).   ($.  65.) 

Ausser  einer  am  Ende  des  Körpers  angebrachten  Kraft 
wirke  auf  das  Innere  eine  Kraft. 

Wir  seUea  hierbei  voraus,  dass  alle  Punkte  eines  Querschnittes  gleiche 
Spannungen  erfahren,  dass  also  die  am  Ende  angebradite  Kraft  P,  welche 
+  ist,  je  nachdem  sie  zu  yerläBgem  oder  lu  verkurzen  sucht,  und  auch 
die  auf  das  Innere  wirkende  Kraft  Über  die  Querschnitte  sich  gleichmassig 
vertheilt,  damit  die  ebenen  Querschnitte  ihre  Form  nicht  ändern.  Dies  wird 
um  so  mehr  erfüllt  sein,  je  kleiner  der  Querschnitt  ist  Die  auf  die  Einheit 
des  Volumens  bezogene  Kraft  sei  mit  11  bezeichnet.  Beziehen  wir  dann 
unseren  Körper  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  im  festen 
Ende  ist  und  dessen  Längsaxe  mit  der  i  Axe  zusammenfUlt,  so  ist  die  Aus- 
dehnung dx'  eines  Längselementes  dx  zu  berechnen  durch  die  Proportion 

I 
dx  :  dx'  =  Eq :  P  +/iTqdx,  also 


dx'  =  ^(p+/iTqdx)dx, 


wo  E  =  g  (§  64,  6.)  =  m  ist. 

Die  Gesammtausdehnung  ^/l  des  Stabes  von  oben  bis  zu  x  ist  demnach 

Dies  giebt  fttr  einen  constanten  Querschnitt: 

a)  Der  Stab  befinde  sich  in  verticaler  Stellung  und  sei  ausser  der  am 
Ende  angebrachten  Kraft  P  der  Schwere  unterworfen.  Wenn  dann  /  das 
Gewicht  der  Volumeneinheit  bedeutet,  ist  JT=  +  y,  je  nachdem  das  freie 
Ende  nach  unten  oder  nach  oben  gewandt  ist    Dann  ist 

und  damit  die  Gesammtausdehnung 

*       Eq-2E' 
Wenn  wir  endlich  G,  das  Gesammtgewicht,  statt  y  einfahren,  so  ist 

also  die  Ausdehnung,  die  man  erhalten  würde,  wenn  am  Ende  die  Kraft 
P  +  i  G  wirkte. 
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b)  Em  zu  einer  Drehungsaxe  senkrechl  gestellter  Stab  sei  mit  einem 
Ejidpunkte  fest  in  dieser  gelegen  und  drehe  steh  gleichfbmiig  mit  einer 
Winkelgeschwindigkeit  w  um  dieselbe.   In  dieser  Lage  befinden  sich  die 

Speichen  eines  rotirendeo  Rades.  Dann  ist  JI  =  —  w*x,  mithin 


^=/Ä(^+/f"*^'*)'^ 


rq'^+i^Tl'^^-i^*)' 


Die  Gesammtausdehnung  ist  dann 

*      Eq"^  3Eg' 

Vergleiche  hierzu  Anhang  I.  A.  Nr.  8. 


Biegongselastieität    (§.  67.) 

1.    Aufstellung  der  Gleichung. 

Wir  beziehen  einen  prismatisch  geformten  Balken  von  der  Lflnge  1, 
der  an  einem  Ende  fest  eingefügt,  am  anderen  frei  ist,  auf  ein  rechtwink* 
Uges  Coordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  in  dem  festen  Punkte  des 
Balkens  ist' und  dessen  xAxe  mit  der  ungebogenen  Lage  des  Balkens  zu<- 
sammenföUt. 

Sei  P  (Fig.  3)  die  am  freien 
Ende  B  des  Balkens  angreifende 
Kraft,  die  den  Z.  q>  mit  der 
horizontalen  Richtung  macht. 
In  Folge  der  Biegung  entstehen 
in  den  Fasern  oberhalb  und 
unterhalb  der  neutralen  Schicht 
Spannungen,  von  denen  die 
oberen  mit  p, ,  p, . . . ,  die  unte- 
ren mit  p/,  p/...  bezeichnet 
werden  mögen. 

Seien  femer  a,,  a,..., 
a/,  a/...  die  Winkel,  welche 
die  Tangenten  an  die  geboge- 
nen Fasern  mit  der  x  Axe  bilden, 
so  erhalten  wir  folgende  Gleichungen : 

P  cosqp-f-^Po  cos  an  +  5pnC0S  ai  =  0, 
P  sin  9>  4- ^Pq  sin  a^  +  2 pi  sin  ai  =  0. 
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Die  MomenteDgleichuDgen  sind,  wenn  unter  z  die  Entfernungen  der 
AngrüTspunkte  der  Spannkräfte  von  der  x  Axe  und  v  die  von  der  yAxe  ver- 
standen werden:  P  sin  9)  (1  —  x)  —  ^Pn *n  —  J5 pj  zj  =  0, 

-S^PnVn  —  ^pizL  =  0. 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  niuss  von  selbst  erfüllt  sein,  wenn  wir 
annehmen,  dass  P  in  der  xy  Ebene  liegt  und  der  zu  biegende  Körper  gegen 
diese  Ebene  symmetrisch  ist.  Diese  Bedingungen  sollen  im  Folgenden 
immer  erfüllt  sein  und  ausserdem  wollen  wir,  um  die  Umtersuchung  weiter 
zu  vereinfachen,  annehmen,  dass  die  durch  diese  Kraft  hervorgebrachte 
Biegung  so  gering  sei,  dass  die  Winkel  a  als  sehr  klein  betrachtet  werden 
können.  Die  zweite  der  oben  aufgestellten  Gleichungen  wird  dann 
P  sin  9)  BB  0.  Wenn  wir  nun  zunäcb^t  diese  Gleichung  ganz  unberück- 
sichtigt lassen,  so  heisst  dies,  es  soll  ganz  abgesehen  werden  von  einer  Ver- 
schiebung der  Querschnitte  gegen  einander.  Wenn  wir  ferner  also  nur 
Biegung  betrachten,  so  müssen  wir  auch  noch  9) »=90®  setzen.  Dadurch 
reduciren  sich  unsere  Gleichungen  auf 

0  =  Xp„,  P(l  — X)  =  ^.poZo. 

Die  weitere  Untersuchung  muss  sich  zunächst  auf  die  Grössen  p  er- 
strecken. Diese  Kräfte  entstehen  durch  Verliingerung  und  Verkürzung  der 
Fasern,  sind  also  den  Gesetzen  der  Normaleladticität  unterworfen.  Setzen 
wir  nun  zunächst  voraus,  was  für  viele  Materialien  richtig  ist,  dass  diese 
beiden  Spannungen  gleich  sind,  und  bezeichnen  wir  mit  S  die  Spannungen 
der  Querschnittseinheit  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  der  neutralen 
Schicht,  so  ist  Po^'SqQZn,  wenn  qo  den  Querschnitt  der  Faser  in  der 
Entfernung  Zo  bezeichnet  Damit  werden  unsere  Gleichungen : 
0  =  S:?qnZo,  P(l  — x)  =  S2'qnZo". 

Ohne  nun  weiter  den  Werth  S  zu  kennen ,  folgt  aus  der  ersten  Glei- 
chung, da  S  eine  constante,  von  dem  Materiale  und  der  angd>rachten  Kraft 
abhängige  Grösse  ist,  nach  den  Lehren  vom  Schwerpunkte  von  Ebenen, 
dass  die  neutrale  Schicht  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts  geht 

Zur  Bestimmung  von  S  nehmen  wir  noch  an ,  dass  jeder  ebene  Quer- 
schnitt nach  der  Biegung  eben  bleibt,  bezeichnen  dann  die  Länge  eines 
Stückes  der  Faser  in  der  Entfernung  Zo  von  der  neutralen  Schicht  und 

An  deren  Verlängerung,  so  ist  An  :  X  >=  S  Zq  qn :  E  qn ,  also  S Zn  =  -y^. E. 

Femer  ist,  wenn  q  den  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  be- 
deutet: ,  ,      j      An        Zn       .,,. 
p  :  A  »=  Zn :  An  oder  -t"  =  — 1  mithin 

'^  X  Q 

Szn  =  -^.E,alsoS=— . 

e  Q 

Die  zweite  noch  weiter  zu  erörternde  Gleichung  verwandelt  sich  da- 
durch in  die  folgende : 

P(l— x)=^.  iqnZn*  oder  pP(l  — x)  — E.  iqnZa*. 
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Die  Grösse  E2qn^n\  die  wir  mit  ET  oder  W  bezeichnen  wollen,  ist 
eine  Grösse,  die  erstens  wegen  E  vom  Material  und  zweitens  wegen  ^q„  Zn* 
von  der  Form  des  Querschnittes  abhängt.  Die  Berechnung  der  Grössen  T 
fttr  solche  Querschnitte,  die  in  der  Lehre  von  der  Elasticität  und  Festigkeit 
häufig  vorkommen,  siehe  14.  Die  Grösse  ET  nennt  man  das  Biegungs- 
moment des  Körpers.   Entsprechend  der  Grösse  P(l  —  x),  welche  man 

ET 

Kraftmoment  nennt,  giebt  man  der  Grösse  —  den  Namen  Spannungs- 

Q 
moment,  so  dass  demnach  die  obige  Gleichung  heisst:  das  Kraftmoment 
ist  gleich  dem  Spannungsmoment.   Vergl.  Anhang  I.  A.  6.,  8. 

Wir  haben  hier  und  im  Folgenden  meistens  eine  Kraft  P  eingeführt 
und  wenn  vom  Moment  gesprochen  wird,  diese  Kraft  mit  dem  Hebelarm 
multiplicirt.  Man  hat  auch  statt  dessen  für  das  Moment  den  Buchstaben  M 

eingeführt,  so  dass  dann  P  ist  -p. 

2*    Gleichung  der  elastischen  Linie,  wenn  der  Balken  mit 
einem  Ende  fest  eingefügt  ist. 

Wir  gehen  aus  von  der  in  1.  entwickelten  Gleichung,  wenn  wir  den 
Anfang  der  xAxe  an  das  freie  Ende  versetzen, 

ßPx  =  E^qaZo*  =  W. 
Diese  erhält,  nachdem  g  durch  Einführung  des  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Curve  ausgedrückt  ist,  folgende  Form: 


vb±m 


Px  =  W. 


d^ 

dx» 

Berücksichtigen  wir  nun  die  oben  angegebene  Annahme,  dass  die 

dv 
Krümmung  des  Balkens  nur  eine  sehr  geringe  sein  soU,  so  ist  -p  gegen  1 

verschwindend  klein.  Die  obige  Gleichung  reducurt  sich  damit  auf 

W^  =  Px. 
dx» 

Die  Integration  dieser  Gleichung  Kefert,  wenn  zur  Bestimmung  der 

dv 
Constanten  beachtet  wird,  dass  für  x  =  L  ist  -r^  =  0  und  y  ■«  0. 

'  dx  ^ 

Nehmen  wir  nun  wieder  den  Coordinatenanfang  an  dem  festen  Punkt 
des  Balkens,  so  müssen  wir  statt  x  schreiben  1  —  x  und  es  wird  aus  der 
obigen  Gleichung 

Wy=ip,-(l-^). 
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Hiernaoh  flnden  wir  die  Herabbiegiing  des  tfusserate«  Punkte»  des 

1    PI* 
Balkens  f,  Pfeil  genannt,  wenn  \'  =  1  ist,  f  *=  -^ .  ^i? . 

O       VI 

Nach  Berechnung  des  betreffenden  T  nadi  f  133  und  f  67,  14.  folgt, 
wenn  der  Quersclmiit  iat 

P  P 

1)  rcchteckförmig,        ^  "  ^  bl?  E ' 

2)  kreisförmig,  f_|  JL.  P, 

P         P 

3)  hohbechteckförmig,  f  «4  g^j—y^,^, 

4)  krebringtormig,       t ^ ^^ . --^—,^^. 

Ist  der  Balken  einer  gleichförmig  vertheUten  Last  unterworfen  oder 
ist  das  Gewicht  des  Balkens  die  biegende  Kraft,  so  ist,  wenn  G  die  ganze 
Last  ist,  die  wir  uns  selbstverständlich  am  Schwerpunkte  angreifend  denken 
müssen,  d^       G  (1  —  x^^) 

dx'*~  1        2       • 
Daraus  folgt: 


^       2\[  2   ^T'^3.4;' 


mithin  3    Gl 

Ist  ausserdem  noch  die  Kraft  P  am  Ende  angebracht,  so  müssen  wir 
die  eben  gefundenen  Werthe  von  y  addiren. 

Sind  mehrere  Kräfte  an  verschiedenen  Angriflspunkten  angebracht,  so 
hat  man  die  einzehien  Stücke  dl^  Balkens  zwischen  den  Angriffspunkten 
besonders  zu  betrachten  nach  der  Art,  wie  es  in  den  folgenden  Nummern 
geschieht. 

3.  Elastische  Linie  eines  an  den  Endpunkten  unterstützten 

Balkens. 

Sei  ABasl  (Fig.  4)  die  Länge  des  Balkens,  der  erstens  durch  eine 
gleichförmig  vertheilte  Last  G^  dann  durch  eine  in  D,  welcher  Punkt  um  e 
von  der  Blitte  entfernt  ist,  wirkende  Kraft  P  gebogen  werde. 

Wir  beziehen  die  ela- 
stische Linie  auf  ein  Co- 
ordinatensystem ,     dessen 
Anfangspunkt  in  dem  ver- 
^^  schobenen  Punkt  D  liegt, 
dessen  a;  Axe  mit  der  Rich- 
tung des  nicht  gebogenen 
Stabes  zusanunenMlt.  Um 
nun  diese  Untersuchung  auf  2.  zurückzuführen,  denken  wir  uns  den  Punkt 
D  fest  und  lassen  auf  den  Balken  die  in  A  und  B  ausgeübten  Druckkräfte 


Flg.  4. 
Ä 

y 

B 

r^^^           jt 

^^' 

V         "~~~-~~— 

^ 

c 
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als  biegende  Kräfte  wirken.    Bezeichnen  wir  diese  mit  Pb,  Pa,  so  ist  zu 
deren  Bestimmung  nach  den  Gesetzen  der  Statik: 

P,l=p[i  +  e]  +  Gi, 

Pb  +  P,  =  P  4-0,  mithin 

P  =  *pj-*r     *** 

Wenn  wir  nun  die  beiden  Theile  des  Balkens  DB  und  DA  besonders 
betrachten,  so  haben  wir  in  den  Formeln  von  2.  nur  zu  setzen  die  Werthe 
Pai  Pb»  i  1+e,  1 1  —  e  für  P  und  1.  Bedenken  wir  femer,  dass  der  Balken 
in  D  für  beide  Theile  dieselbe  Tangente  hat  und  nennen  wir  e  den  vor- 
läufig noch  unbekannten  Winkel  dieser  Tangente  mit  der  Abscissenaxe,  sO' 
ist  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  für 

1 


DA: 


DB:  W,»(piH:£40([(^i-e)|-l'] 

Die  hierin  noch  enthaltene  Unbekannte  e  kann  berechnet  werden,  wenn 
berücksichtigt  wird,  dass  die  Punkte  A  und  B  in  der  Horizontalen  hegen 
müssen,  dass  also  AE  =sBC  ist.  Diese  Werthe  erhält  man,  wenn  man  in 
die  Gleichungen  für  DA  und  DB  setzt  i  1  +  e  und  i  1  —  e.  Die  Rechnung 
giebt  dann 

■  P2e(H»-e')        Ge   /l  1     \ 

^^*-W  31  21WU  3^' 

Leicht  lässt  sich  diese  Untersuchung  verallgemeinern  für  den  Fall,  dass 
mehrere  Kräfte  wirken.  Es  mögen,  um  den  Gang  der  Rechnung  anzudeuten, 
an  einem  Balken,  AB  =»  1  (Fig.  5) 
die  Kräfte  Pj,  P,,  P3  respective  in 
den  Entfernungen  e,,  e,,  e,  vom 
Mittelpunkte  M  angreifen.  Wir 
denken  uns  den  Mittelpunkt  fest 
und  führen  statt  des  in  A  und  in 
B  stattfindenden  Druckes  Pa  und 
Pb  die  entgegengesetzten  Kräfte  als 
^iegungskräfte  ein.  Wie  oben  ist 

Pb.l  =  P,(^ll-e,)  +  P.^il+e.)  +  P.(jl+e,), 

Pb  +  P.-P»4-P,  +  P,. 

Klein,  Theoii«  der  Clasticität  etc.  3 


^ 
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Mau  findet  nua  die  Gleichung  für  MI : 

Wy  =  ip.(e.x«-|)-ip.(lh«-ix»)  +  xtge, 

woriD  jetzt  noch  ig  b  unbekannt  ist.  Daraus  lässt  sich  dann  finden  FI  und 
ig  €j,  wenn  mit  6,  die  Neigung  der  Tangente  an  I  gegen  die  xAxe  be- 
zeichnet wird.  Mit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  ist  dann  gegeben  die 
Gleichung  der  Linie  AI: 

Wy  ^ 1.  P,  |^(|.  1  _  e.)  x»_i  X»]  +  X  tg  «,  +  FI. 

Daraus  kann  man  dann  AE  berechnen. 

Ebenso  findet  man  auf  der  anderen  Seite  von  M  die  Gleichungen  der 
einzehien  Curventheile  und  endlich  den  Werth  BC.  Die  noch  unbestimmte 
Grosse  c  ergiebt  sich  endlich  aus  der  Gleichung  AE  b»  BC. 

Es  ist  dann  eine  rein  geometrische  Untersuchung,  den  tiefsten  Punkt 
des  gebogenen  Balkens  zu  finden.  Bei  einer  beweglichen  Kraft  P  ist  e  als 
veränderlich  zu  betrachten. 

4.    Die  elastische  Linie  eines  an  einem  Endpunkte  unter- 
stützten, am  andern  fest  eingefügten  Balkens. 

Fig,  6.  Der  Balken  AB  «=  1  (Fig.  6)  sei  in  A 

^       fest  eingeklemmt  und  liege  in  B  auf.  Es 

t»   wirken  die  Kräfte  P, ,  P, in  den 

^     Entfernungen  e,,  e,, ....  von  A  und 
x^       n  ausserdem  die   gleichförmig  vertheilte 

^      ^  Last  G. 

Wir  führen  statt  des  unbekannten  Druickes  auf  die  Stürze  B  die  c^m- 
selben  entgegengesetzte  Kraft  n  ein,  so  ist  zunächst  für  AD : 

W^.  =  P.(e,-x)4-P,(e,^x)  +  ...+  ^j-a-x)>-iTa-x). 

Daraus  ergiebt  sich  durch  Integration  oMt  Rtteksicht  darauf,  daes  für 

x-Oist^«=y  =  (). 

Wy  =  P,(-^e.x«-ix3)  +  P,(|e.x«-ix3)  +  .... 

Hieraus  berechnet  man  die  tg  des  Winkels,  den  die  Tangente  an  die 
elastische  Linie  am  Angriffspunkt  von  P,  mit  der  xAxe  bildet  und  auch  die 
Herabbiegung  des  Punktes  D.  Mit  Hülfe  dieeer  Werthe  kann  man  dana 
weiter  wie  oben  die  Gleichung  für  das  nächste  Stück  bestimmen.  Es  ent- 
halten aber  alle  diese  Gleichungen  die  Unbekannte  U,  die  dann  aus  dem 
letzten  Stück  berechnet 'werden  kann,*  da  Q  in  der  Horizontalen  liegt. 
Nehmen  wir  nur  eine  Kraft  P,,  so  gestaltet  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 


FT 
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Fttc  ADisl 

Wy=P.(|e.x«-Jx»)+^(^Px»-llx.+^x^)-/l(ilx«-^x3). 
Die  Neigung  der  Curve  in  D  ist  dann  gegeben  durch 

Die  HeraJ)biegung  dieses  Punktes  ist 

Für  den  zweiten  Theil  der  Curve  ist  dann 

Dies  giebt  integrirt  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Werthe 

Wy  =  p(ie»x-te')+^(ilV-llx'+^x^)-n(llx«-|x3) 

Setzen  wir  hier  x  =  1,  so  muss  y  =  0  werden.   Dies  giebt 
Pe'(31-e)    -3 

^ 2T5 1"8^- 

Die  Discussion  der  erhaltenen  Gleichung  giebt  dann  den  tiefsten  Punkt 
und  auch  die  Lage  des  einen  vorkonunenden  Wendepunktes. 


5.   Die  elastische   Linie  eines  an  beiden   Endpunkten   fest 
eingfUgten  Balkens. 

Damit  es  bei  diesem  Falle  noch  eine  neutrale  Faserschicht  geben  kann, 
müssen  wir  annehmen,  dass  wenigstens  das  eine  Ende  horizontal  gleiten 
kann.  Wenn  n\in  eine  Biegung  des  Körpers  wirkhch  stattfindet,  so  wird 
die  Einfügung  bei  B  z.  B.  bewirken,  ^.   ^ 

dass  die  Tangente  an  die  elastische       ^ 

Linie  in  diesem  Punkte  horizontal  ist,     ^^    i^      ^ 

dass  femer  in  B  ein  Druck  nach  unten     ^      1         j 
ausgeübt  wird  und  das  Ende  des  Bai-  ^        ^ 

kens  in  der  Einfügung  nach  oben  -^      ^ 

drückt.  Statt  dieser  noch  unbekannten  Kräfte  nehmen  wir  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Kräfte,  von  denen  11  nach  oben  und  IV  in  Entfernung 
BC  s=  a  nach  unten  wirkt.  Dann  ergeben,  sick  mit  den  oben  schon  ge- 
brauchten Bezeichnungen  für 

AD. :  Wg=:s;;°  P„(e._  x)+|j(l-x)»-n(I-xH-n'(a+l-x), 
DiD. :  wg  =  J^Zj  P„(e„-  x)+^j,(l-x)»-7I(l-x)+n'(a+l-x), 

DaB:wg  =  |j(l-x)'-JTa-x)+jr(a+l-x). 


3* 
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Bei  der  IntegratiOD  ist  dann  zu  bedenken ,  dass  beim  ersten  Theil  der 

dy 
Cur?e  für  X  3B  0  ist  y  «r  -£  -b  0.   Für  den  zweiten  Theil  hat  man  dann 
^       dx 

dy 
die  aus  dem  ersten  Theil  gewonnenen  Werthe  von  y  und  -r^  einzusetzen, 

die  man  erhält,  wenn  man  ninunt  x  ■»  e^  u.  s.  f. 

Zur  Berechnung  von  11  und  12'  dient  dann  die  letzte  Gleichung,  in  der 

dy 
für  X  >«  1  sein  muss  y  »« -ji  ■—  0. 
''       dx 

SelbstverständUch  müssen  wir  zu  demselben  Resultate  kommen,  wenn 
wir  in  B  beginnen  und  in  A  die  Kräfte  P  und  P'  mit  der  Entfernung  b  ein- 
führen. 

Die  angedeutete  Rechnung  gestaltet  sich  für  nur  eine  Kraft  wie  folgt: 

Wy-P.  (|ex.-^  ,.)+|j  (|,.x«-llx«+lx^)  -nill.^-^') 

+ir{i[a+l]x»-^x»). 
Die  Neigung  der  Curve  an  D  ist  gegeben  durch: 

Die  Herabbiegung  dieses  Punktes  ist: 
r—L  ^a-    G   /IV     le»      e*  \      /Jlle'      e»\     n'f[a+l]^     e'X 
W3"*"21WV2        3"^12/      VW  2       6y"*"WV      2  SJ' 

Hierdurch  erhält  man  nun  durch  Einführung  der  bei*echneten  Werthe 
von  tg  e  und  f  als  Gleichung  für  DB: 

Wy  =  p(|e»x-ie»)+|j(AlV-l.lx«+lx')_n(llx«-|x') 

+  JI'(i[a+I]x'-lx»). 

dy 
Setzt  man  nun  x  =  1,  so  muss  y  =  -^  «=  o  sein.  Dies  giebt: 


Die  Untersuchung  der  Wendepunkte  und  der  tiefsten  Herabbiegung  ist 
dann  rein  geometrisch. 

Die  Betrachtung  der  elastischen  Linie  bei  mehreren  Stützpunkten  oder 
Einfügungen  ist  dann  ebenso  wie  die  der  speciellen  Fälle,  die  neuen  Stützen 
oder  Einfügungen  geben  Bedingungen  zur  Bestimmung  der  Constanten,  die 
bei  der  Integration  der  einzelnen  Abtheilungen  hereinkommen. 
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Fig.  8. 


6.  Die  elastische  Linie,  wenn  die  Richtung  der  Kraft  den 
Querschnittt  nicht  symmetrisch  theilt. 

Das  Coordinatensystem  liegt  ebenso  wie  in  den  vorhergehenden  Unter- 
suchungen, d.  h.  die  xAxe  hat  die  Richtung  des  ungebogenen  Balkens, 
während  die  y  und  zAxe  mit  den  Hauptaxen  des  Querschnittes  zusammen- 
fallen. Die  angebrachte  Kraft  befindet 
sich  nun  weder  in  der  xz,  noch  in  der 
xy Ebene,  sie  sei  so  bestimmt,  dass  die 
Axe  ihres  Momentes  OF  (Fig.  8)  mit  der 
z  Axe  den  Z.  x  bildet.  Die  Biegung  findet 
dann  im  Allgemeinen  wiederum  um  eine 
andere  Axe  statt,  diese  heisse  OG  und 
bilde  mit  Oz  den  unbekannten  Winkel  xpy 
der  auch  fUr  die  verschiedenen  Quer- 
sshnitte  ein  verschiedener  sein  wird.  Mit 
Beibehaltung  der  unter  1.  aufgestellten 
Bezeichnung  ergeben  sich  dann  als  Gleich- 
gewichtsbedingungen : 

P  cos  q>  -f-  J3?p'n  cos  an  +  ^p'n  cos  o'n™  0, 

P  sin  q>  -t-  ^Pn  sin  an  +  ^p'n  «n  ö'n=  0, 
P  sin  q>  cos;^  —  -^PnZn  —  ^p'nZ'n-=0. 
—  P  sin  9)  sin  ;r  — JS^Pnyn  — -p'ny'n'— 0. 
Von  diesen  Gleichungen  findet  zunächst  die  zweite  hier  keine  Berück- 
sichtigung, da  die  in  dieser  vorkommenden  Kräfte  nur  eine  Verschiebung 
der  Querschnitte  bewirken,  von  der  abgesehen  werden  soll.     Mit  Hülfe 
der  Annahme  über  Ausdehnung  und  Zusammenziehung,  wie  sie  1.  gemacht 
ist,  können  diese  Gleichungen  geschrieben  werden : 
P  cos  9)  =  -^  S  qn , 

Px  sin  9)  cos  ;^ B»  2  Sqn Zn , 
—  Px  sin  9)  sin  ;f  =  ^  Sqn yn . 
Bezeichnen  wir  nun  mit  tj  die  Entfernung  der  Punkte  von  der  Bie- 
gungsaxe  OG  und  mit  q  den  Krümmungshalbmesser  der  Biegungscurve,  so 
werden  diese  Gleichungen  £ 

P  cos  9)«=»  — ^q„ij, 

Px  sm  9>  cos  ;f  =  —  ^  qn  17  Zn , 

E 

—  Px  sin  9)  sin  X  =  —  -^  qo »?  Yo  • 

Setzen  wir  9)=«  90  ^  d.  h.  nehmen  wir  nur  senkrecht  wirkende  Kräfte, 
so  wird  die  erste  Gleichung       0  »:  ^  q^  ij , 

d.  h.  die  Biegungsaxe  geht  wie  oben  durch  den  Schwerpunkt  des  Quer- 
schnittes. Da  nun  ausserdem 

rj^sszcostp  —  y  sin  i/;. 
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so  sind  die  noch  Übrigen  Glekhungen 

E  E 

Px  cos  X  =—  cos  xp  JSqz' sin  tp  2  qyz, 

E                         E 
—  Px  sin  X**— cost^^qzy sin  tp  Sqy\ 

Weil  nun  unsere  Coordinatenaxen  durch  die  Hauptaxen  des  Quer- 
schnittes gelegt  sein  sollen ,  so  erlangen  unsere  Gleichungen,  wenn  die  zu 
den  Axen  gehörigen  Hauptträgheitsmomente  ^qz*  und  2qf  mit  T  und  T' 
bezeichnet  werden,  folgende  Form : 

E 

Px  cos  X"*— ~<^os  i/;T, 

E 

Px  sin  y  — :  -  sin  \p  T. 
Q 
Deren  Division  liefert  die  Unbekannte  i/;,  nämlich 

V 

igx  — -j-tgt//. 

Die  Elimination  von  \p  giebt: 

^cos*x  ,  sin'x 


f-F^ 


oder  näherungsweise 

^^ Px 

^^'"gl/cos'x   I  siög"' 

•  Diese  Gleichungen  gelten  nun  auch  noch,  wenn  nicht  blos  eine  Kraft 
P  wirkt,  sondern  mehrere  nach  verschiedenen  Seiten  sen&recht  zur  Axe 
des  Balkens,  auch  wenn  zu  den  verschiedenen  Kräften  die  Widerstands- 
kräfte vorhandener  Stützen  hinzugerechnet  werden.  Statt  Px  hat  man  dann 
nur  die  Summe  der  Momente  aller  einzelnen  Kräfte  zu  setzen.  Daraus  geht 
aber  zugleich  hervor,  dass  der  Z.  %  für  die  verschiedenen  Querschnitte  ein 
verschiedener  ist,  wodurch  bewiesen  ist,  dass  die  Biegungscurve  im  Allge- 
meinen eine  Cune  doppelter  Krümmung  ist.  Ist  T  ^T  oder  ^qz*<-2'qy', 
so  ist  zugleich  T  das  kleinste  und  V  das  grösste  aller  Trägheitsmomente, 
dann  ist  eine  Biegung  um  die  z  Axe  mit  dem  kleinstmöglichen  Widerstände 
verbunden.  Man  nennt  dann  die  zAxe  die  Axe  der  leichtesten  Biegung. 
Man  kann  daher  sagen ,  wenn  die  Axe  des  biegenden  Momentes  nicht  mit 
einer  Hauptaxe  des  Querschnittes  zusammenfallt,  dass  die  wirkliche  Bie- 
gungsaxe  zwischen  der  Axe  der  Kraftmomente  und  der  der  leichtesten  Bie- 
gung liegt,  und  zwar  wird  sie  nach  der  letzteren  bei  demselben  x  mn  so 
mehr  abgelenkt,  je  mehr  die  Dimensionen  des  Querschnittes  in  zwei  aufein- 
ander senkrechten  Richtungen  und  somit  auch  die  Hauptträgheitemomente 
T  und  T'  verschieden  sind.  So  kann  es  kommen,  dass  bei  einer  sehr  dünnen 
Platte  die  Biegungsebene  beinahe  senkrecht  zur  Kraftebene  ist,  d.  h.  wenn 
X  nahezu  90®  ist,  kann  doch  tfj  nahe  -»  0  sein. 
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Die  Gleichung,  welche  die  Lage  der  Biegungsaxe  bestimmt, 

tag  jf  —  —  tag  1^, 

lässt  eine  geometrische  Deutung  zu.  Seien  e  und  e'  die  Trägheitsradien  von 
T  und  T^  Man  construire  nun  eine  Ellipse,  deren  Axen  mit  den  Hauptaxen 
des  Querschnittes  zusammenfallen  und  den  Längen  e  und  e'  proportional 
sind.   Die  Gleichung  einer  solchen  Ellipse  ist 

Y*      z* 
e'*  ^  e*       ^ 
Suchen  wir  nun  den  Punkt  derselben,  dessen  Normale  mit  der  Biegungs- 
ebene parallel  ist,  dessen  Normale  also  mit  der  yAxe  den  Z.  xp  macht.   Die 
tang  des  Winkels  der  Normale  mit  der  yAxe  ist  • 

dz       ^  \         e*y 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  obige  Gleichung,  so  erhält  man 

e'*    e*y y 

d.  h.  der  Radiusvector  nach  dem  betreffenden  Punkt  der  Ellipse  liegt  in  der 
Kraftebene.  Es  ist  also  die  Normale  der  Biegungsebene  parallel  der  im 
Durchschnitt  der  resultirenden  Kraft  mit  der  EUipse  an  diese  gelegten  Tan- 
gente, oder  sie  ist  die  conjugirte  Richtung  zu  der  Richtung  der  resultiren- 
den Kraft,  so  dass  folgender  Satz  gilt:  Trägt  man  ^en  Trägheitsradius  jeder 
Hauptaxe  senkrecht  gegen  dieselbe  vom  Schwerpunkt  aus  an  und  construirt 
tlber  diese  Strecken  als  Axen  eine  Ellipse,  so  ist  die  der  resultirenden  Kraft 
in  Bezug  auf  dieselbe  conjugirte  Richtung  die  Normale  der  zugehörigen 
Biegungsebene. 

7.  Die  elastische  Linie  bei  ungleichmässig  vertheilter  Last. 

Wir  nehmen,  um  sogleich  den  allgemeinsten  Fall  zu  erörtern,  einen 
BaHcen,  der  mit  seinen  beiden  Enden  fest  eingefügt  ist.  Die  ungleichmässig 
vertheilte  Last  kann  auch  so  viel  bedeuten,  als  dass  der  Körper  einen  ver- 
änderlichen Querschnitt  hat  und  das  Gewicht  desselben  zu  berücksichtigen 
ist.  Der  Einfachheit  wegen  sehen  wir  hier  ab  von  einer  isolirten  Last,  da 
die  Berücksichtigung  dieser  nach  den  vorhergehenden  Nummern  leich  hin- 
zugefügt werden  kann.  Um  eine  Rechnung  anzustellen,  muss  das  Gesetz 
der  Querschnitts-  oder  Belastungsänderung  gegeben  sein.  Bezeichnen  wir 
nun  die  Last  für  die  Längeneinheit  im  Abstände  ^  von  A,  dem  einen  Ende,  mit 
q,  wo  q  ist  eine  Function  von  ^,  so  ist  nnt^  Beibehaltung  der  Bezeichnungen 
der  vorhergehenden  Nummern  das  Biegungsmoment  für  einen  Querschnitt 

in  der  Entfernung  x  von  A  i/^qd^  (^  —  x)  »=  X,  und  demnach 

X 

W  ^=  X  —  (H  — /!')  (1  —  X)  -  il'a. 
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Durch  emmalige  Integration  erhalten  wir  dann 

I  Z  X 

Bedenkt  man  nun,  dass 

0 

so  findet  man 

XXX 

•  /xXdx  ,    ._     _-,,  /x(l  — x),        „,    /xdx 

0  0  0 

Zur  Bestimmung  der  willkürlich  genommenen  Grossen  haben  wir  dann 

dy 
wieder,  dass—-  «=  0  ist  für  x  »=  0  und  x  —  1;    y  -«  0,  für  x  —  0  und 

X  BB 1.  Dies  gäbe  eigentlich  vier  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  nur 
zwei  Unbekannten  II  —  IF  und  il'a.  Es  wtlrden  also  zwei  Bedingungen 
ausreichen.  Will  man  alle  vier  Bedingungen  benutzen,  so  könnte  man  die 
Gleichung  noch  ableiten,  vom  anderen  Endpunkte  anfangend  und  mttsste 
dann  zwei  neue  Unbekannte  für  das  Ende  A  einführen. 

8«    Zusammengesetzte  Elasticität. 

In  den  Gleichungen,  die  in  1.  aufgestellt  worden  sind,  ist  erstens  ein 
Biegungsmoment  vernachlässigt  worden,  welches  sich  ergiebt,  wenn  eine 
Biegung  eingetreten  ist,  femer  ist  in  den  darauf  folgenden  Betrachtungen 
^  iK  90  ®  gesetzt  worden.  Wenn  wir  nun  den  allgemeineren  Fall  betrachten, 
also  die  dort  auftretenden  Grössen  nicht  mehr  vernachlässigen,  und  anneh- 
men, die  Biegung  im  äussersten  Punkte  sei  f,  so  erhalten  wir  statt  der  dort 
aufgestellten  Gleichungen  folgende  mit  Beibehaltung  der  eingeführten  Be- 
zeichnung: 

1)  P  sin  9) »"  ^pn  sin  an  -f-  ^  p'^  sin  a'o, 

2)  P  cos  y  =  ^  pn  cos  an +  2  p'n  COS  a'n, 

3)  P  sin  flp  (1  —  x)  +  P  cos  (p\i—  y)  =  JSpo  z^  +•  ^p'n  z'o. 
Die  im  Obigen  schon  benutzte  Annäherung  Über  die  Winkel  a  giebt  nun 

P  cos  y—s^po  +  ^p'n» 

Psin  9(1  — x)  +  Pcosy(f— y)  =  ^PnZn+.Jp'BZ'n. 
Die  aus  1)  folgende  Gleichung  P  sin  9»>0  muss  aus  demselben  Grund 
wie  unter  1.  vernachlässigt  werden. 

Durch  Einführung  der  Spannungen  statt  der  Kräfte  p  lassen  sich  diese 
Gleichungen  unter  der  Annahme,  dass  durch  Druck  und  Zug  gleiche  Span- 
nungen hervorgerufen  werden,  mit  leicht  verständlicher  Bezeichnung  so 
schreiben 


Digitized  by 


Google 


Zug-  und  Dnickeksticitat.  (§  67.)  41 

P  cos  9)«=y*Sdq, 

P  sin  q>{\  —  x)  +  P  cos  q>{i —  y)  — /Zq  S  dq. 
Es  ist  nun  vor  Allem  nöthig,  die  Spannung  S  auszudrücken  durch  den 
Elasticitfttsmodul  E  und  den  Krümmungsbalbmesser  der  elastischen  Linie. 
Mit  den  oben  schon  gebrauchten  Bezeichnungen  ist 

S  — 4^E. 

Bedeutet  nun  i^  die  Längenänderung  in  der  Axe  des  Balkens,  denn  es 
gdit  hier  nicht  wie  in  1.  die  neutrale  Schicht  durch  den  Schwerpunkt,  so  ist 

X  +  Xo :  i  +  An  —  ^  :  ^  +  Zn , 

'tn=±Ao  +  (A±Aa)— ,alS0 

Q 


Zur  Berechnung  der  noch  unbekannten  Grösse  X^  dient  die  erste  der 
obigen  Gleichungen,  die  sich  nun  umformt  in 

p  cos  9)  =  P  ^ydq  +  E  -^yz„dq. 

Da  nun  das  zweite  Integral  wegen  der  Lage  der  Axe  durch  den  Schwer- 
punkt verschwindet,  so  ist 

'  +EAoQ     ,      ,  ,       XPcoso) 

P  cos  y  —  "^  ^^    ,  also  +  Ao—     g  Q^. 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  Spannung  ein,  so  erhalten  wir 

^       Pcoso)  ,  EQ  +  Pcosflp  Zo 

^— Q      + P ^J' 

Nit  Hülfe  dieses  Ausdrucks  verwandelt  sich  die  zweite  Gleichgewichts- 

gleichung  in 

n  •       n        ^  f  n           ic       \      /*Pcosg)     ,     ,    /"E Q+P COS flp  zj  dq 
P8m9)a  — x)+Pcos9)(f— y)— y— ^Zodq+y ^ g^ 

ET      PcosyT 
"  ^  +     0^     • 
Diese  Gleichung  ist  anders  angeordnet : 

1  ^P  sin  y  (1  —  X)  4-  P  cos  y  (f  —  y) 
Qe~  T(EQ4-Pcosy) 

Mit  Hülfe  dieses  Ausdrucks  ist  es  nun  mOglidi,  die  Lage  der  neutralen 
Schicht  gegen  die  Ebene  durch  die  Schwerpunktsaxe  zu  bestimmen.  Führen 
vrir  nämlich  diesen  Werth  von  q  in  die  Spannung  ein,  so  erbalten  wir: 
Q  ^^tP  cos  y      P  sin  y  (1  —  x)  +  P  cos  y  (f —  y) 

Bezeichnet  nun  z  die  gesuchte  Entfernung  der  neutralen  Schicht  von 
der  Axe  der  Schwerpunkte,  so  ist,  da  fUr  diese  S  «=b  0  ist, 

^^^Pcosy     P8inya-.)  +  Pco8y(f-y)      ^ 
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Q[a-x)tg(p  +  f-y]- 

Ist  ^  9» 90^  80  ist,  wie  Ol  1.  bewieeen  ist,  z  >»0. 

Die  Lage  4er  neutrdeii  Schicfat  ist  demnach  nicht  aUittngig  vmx  lier 
Grösse  der  Krall,  sondern  nur  voa  deren  Richtung.  Da  1  —  x  und  f  —  y 
immer  positive  Grössen  sind,  so  hfingt  das  Vorzeichen  von  z  auch  im  All- 
gemeinen von  q>  ab. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Richtung  der  Kraft  bilde  mit  dem  Prisma 
einen  spitsen  Wink«!,  also  g>  sei  zwisdien  0  utd  90  ^  so  ist  e  immer  negativ, 
also  liegt  die  neutrale  Schicht  immer  unter  der  Schwerpunktsaxe.  Es  ver- 
dient bemerkt  zu  werden,  dass  für  unsere  Entwickelung  vorher  das  Vor- 
zeichen von  ilo  ganz  unbestimmt  gelassen  worden  ist,  also  hierdurch  das 
negative  Zeichen  von  A»  als  unrichtig  nachgewiesen  ist.  Es  werden  also 
mehr  Schichten  ausgedehnt  als  zusammengezogen.  Wenn  nun  aber  die  an- 
gebrachte Kraft  nach  der  anderen  Seite  wirkt,  also  ^  ein  stumpfer  Winkel 
ist  so  wirken  die  Momente  entgegengesetzt.  Um  diese  Betrachlung  zu  ver- 
einfachen schreiben  wir  dann,  indem  wir  den  spitzen  Nebenwinkel  q/  von  q) 
einführen,  also  g?  =*  180  —  y', 

P  sin  (p'  (1  —  x)  —  P  cos  y'  (f  —  y)=*=/ZoSdq. 

Somit  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

P  sin  «)'(l_x)  — P  cos  f?'(f— y)  =  +  —  — ^^^^^,  also 

_1_      P  sin  y^  (1  —  X)  —  P  cos  y/  (f  —  y) 
Q^*"  +T(EQ  — Pcos(p') 

^        ,    P  cos  y\  P  sin  y^  (1  —  x)  —  P  cos  (p'  (f  —  y) 

o  =«  -| jT  I  ==  ■  Zn , 

T 

S  =  0,  wenn  Zn=  — ?rr7i n — } 7? n- 

Q[(l  — x)tg9)'  — (f— y)] 

Dieser  Werth  von  Zq  wird  auch  immer  negativ  sein,  da  mit  qp'  aucb  f 
abnimmt.  Also  sind  auch  dann  noch  selbstverstdndhch  mehr  ausgedehnte 
als  zusammengedrückte  Schichten  vorhanden. 

Aus  dem  eben  berechneten  Werth  von  z  geht  noch  hervor,  dass  die 
Entfernung  der  Punkte,  in  denen  keine  Spannung  ist,  von  der  Axe  nicht 
tiberaU  dieselbe  ist,  dass  sie  sogar  ausserhalb  des  Körpers  zu  hegen  kommt 
und  für  x  s=  1  und  x  =  f  im  Uuendhchen  liegt.  Es  kann  also  hier  eigent- 
lich von  einer  neutralen  Schicht  nicht  gesprochen  werden. 

9.    Die  Biegungscurve  der  Axe,  wenn  es  ausser  einem  Bie- 
gungsmoment noch  einen  Druck  giebt. 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  derselben  ist  die  in  der  vorigen  Nummer 

aufgestellte  Gleichung,  wenn  noch  die  Bedingung,  dass  0  >>  qp  ]>  90®  ist, 

hinzugenommen  wird. 

T(QE-f  Pcoso))       „   .        ^        ,  ,  -,  ,.        . 

—^ — ^ ^  =  P  sm  qp  (1  —  x)4-P  cos  q>  (f —  y). 
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.  ^    ,      .,                                  .,.              T(QE4-Pco8fl)) 
Dies  vereinfacht  sich,  wenn  erstens  zur  Abkürzung  — ^ *-^ ^  mit 

V  bezeichnet  und  dann  die  Biegung  so  gmng  angenonuaen  wird,  dass 

1       d*Y 

— a»=--4  gesetzt  werden  kann.  Es  wird 

V  -^  —  P  sin  9)  (1  —  x)  +  P  cos  flf)  (f  —  y). 

Um  das  Integral  dieser  Gleichung  zu  finden,  betrachten  wir  zunächst 
d»y       P^cosjp^ 
dx*  V       ^       y^' 

deren  Integral  können  wir  setzen 

y  ==  f  +  A  cos  /Jx  +  B  sin  /9x. 
Die  Einfühlung  dieses  Werthes  in  diese  Difi'erentialgleichung  giebt 

P  cos  CD 

/?  =  — y-^y  Während  A  und  B  noch  ganz  willkürlich  bleiben.  Betrachtet 

man  nun  A  und  B  als  zwei  Veränderliche,  so  können  wir  zunächst  für  A 

dy 
und  B  eine  beliebige  Bedingung  setzen,  diese  sei,  dass  -p  dieselbe  Form  wie 

oben  erhält.  Die  Ausführung  der  Differentiation  gtebt 

-p  =  — A/?  sin  ß^i  +  Bß  cos/9x4--j-cos/?x  +  -r--sin  /Jx, 

also  nach  der  ersten  Bedingung: 

-5— cos /Sx+^— sin  j9x  =  0.        .  In  j '•.  r;  :,r  r  \    1 
dx         ^     '    dx        '^ 

g=  _  A/?  cos /9x-B/?  sin /?x- ^/?  sin/?x+^/^  cos /^, 

also  nach  der  zweiten  Bedingung  und  mit  Berücksichtigung  der  schon  er- 
haltenen Gleichungen 

dA   .    ^   ,   dB        ^         „        .1/Psin> 

—  -j-  sin  /9X  +  -r-  cos  ßX  =1=  (1  — X)  1/  rr ^' 

dx        '^     '    dx        ^         ^         '^  r    V  cos  qp 
Daraus  erhält  man 


Mithin 


dA  n       xl/Psin>   .    ^  dB       ^        ,  |/Psin>        ^^ 

T-=  — (1  — X)l/  ^, ^Sm  ßX,  -p-==:(l  — X)  l/rj-- — ^cos/9x, 

dx  r    V  cos  9?       ^  dx       ^  r    \  cos  q>       ' 


X 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Linie  ist  also : 


y — f+ A„  cos  ßx+B,  sin  /?x+cos  ^x  ß  -  x)  l/pSsi^  ^xdx  * 

^  r    V  cos  qp       "^ 

-  sin  ßxß-x)  l/p°!£cos/Jxdx, 
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oder  nach  Ausführung  der  Integration : 

y  —  f  4-  Ai  cos  /Jx  +  Bi  sin  /Jx  —  (1  -  x)  Ug  q>, 
wo  A^  und  B^  die  Integrationsconstanten  sind,  verbunden  mit  den  durch 
die  Ausführung  der  Integration  hereingekommenen,  und  f  die  Grösse  der 
Ausbiegung  bedeutet. 

Zur  Bestimmung  dieser  Grössen  haben  wir  zunächst,  dass  für  x  ■«  I 
sein  muss  y ««  f,  also  ist 

0  X«  Ao  cos  jJl  +  Bo  sin  ßl    © 

Weitere  Bedingungen  erhalten  wir  durch  die  vorgeschriebene  Be- 
festigung. 

a)  Das  Prisma  sei  mit  dem  einen  Ende  fest  eingefügt.    Dann  ist  fUr 

dy 
X  BS  0  auch  y  =  T^  =  0,  also 

0  — f+Ai  — Itg^),     0  — BJ/J  +  tgy. 
Dies  giebt  mit  Hülfe  der  schon  gefundenen  Gleichung  0: 

Setzt  man  aber  9)  >»  0,  so  erhfllt  man 

Ai  =  — f,  BJ  =  0  und  =  —  f  cos /Jl. 
Diese  letzte  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  f  »=0  ist,  wie  es  der  Natur  der  Sache 
ent^richt,  denn  es  kann  dann  keine  Biegung  eintreten.  Der  Bedingung  ist 

aber  genügt  durch  cos  /Jl  =  0  oder  /Jl  — s  1/  — _2 1 «- HI —  ^.   Es 

würde  dann  der  Gleichung  genügt  durch  jede  beliebige  Grösse  von  f,  was 
offenbar  ein  absurdes  Resultat  ist.  Dies  kann  nur  so  gedeutet  werden,  dass 
für  diesen  Fall,  wenn  doch  in  Folge  irgend  welcher  theoretisch  nicht  vor- 
gesehener Fälle  eine  Biegung  eintritt,  die  obige  Vernachlässigung,  nach  der 

1       d*Y 

-»>-j-V  ^^^  u°^  ^^^  Winkel  a  als  verschwindend  angenommen  sind,  nicht 

passen,  dass  also  die  eintretende  Biegung  nicht  mehr  als  klein  betrachtet 
werden  kann. 

b)  Sei  für  X  =  0,  y  =  0,  -~-=  tg  6.  Dann  ist 

A«  — —  f-t-ltg^,  tg6  =  /?Bo  +  tg5P. 
Diese  Gleichungen  verbunden  mit  0  geben : 

BS  — i(tg6-tg9)),       Ai  =  -^(tg«-tg5p), 

f=ltag(p-h^Vtg6-tgtp). 

Die  Gleichung  der  Biegungscurve  fUr  den  blossen  Druck,  also  9)  -^  0, 
ist  dann 

y  =  -^  [sin  /?x4-tg  i?l(l  -cos  ßx)]. 
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Man  übersieht,  dass  der  oben  angegebene  Weg  auch  noch  passt,  wenn 
statt  P  sin  g>(l  —  x)  ganz  allgemein  ein  Biegungsmoment  M  gegeben  ist, 
dann  hat  man  zu  setzen : 


1       II 


/»  JA 

B  =  —  /77?f^==  cos  ßx  +  Bp. 

10.    Biegungscurve   der   Axe,    wenn    es   ausser  dem  Bie- 
gungsmoment einen  Zug  giebt. 

Als  Ausgangspunkt  haben  wir  dieselben  Gleichungen  wie  oben,  nur 
müssen  wir  hier  q>  zwischen  90®  und  180®  nehmen,  oder  wenn  wir  auch 
hier  für  q)  den  spitzen  Winkel  nehmen,  setzen  die  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen beim  cos.   Es  ist  demnach 

T(QE— Pcosflp)      -,   .        ^        ,      -,  ,. 

— i ^- ^^  =  Psmya  — x)  — Pcosg)(f  — y), 

oder  mit  denselben  Abkürzungen  und  Annäherungen  wie  oben 
vl^  — PsinyG  — X)  — PcosqpCf  — y). 
Wir  untersuchen  zunächst  die  Gleichung: 


Deren  Integral  sei 


vg  =  -Pcos9.(f-y). 


y  =  f  +  Ae"*+Be~". 


Die  dem  Obigen  analogen  Rechnungen  geben  dann 
,       P  cos  «p 

^ VT^' 

dA    Ol  .    dB    —  oz      ^ 
_e    +^e       =0, 


Mithin  ist 


dA  ax       dB    — ax      ^         .l/Psm'g) 
dx  dx  'r    Vcosqp. 

dA  ax       1  ^         .  I/Psin'o) 

dx  r    Vcosqp. 

dB  — ax  ,^         .l/Psin*flp      , 

dx  ^  r    Vcosqp. 
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Di&  deiebuBg  der  gesvcliUD  Cimre  ist  als<^ 

I 


y-f+A,e"+B.e-"-e'«/e-'"i  (i  -  i)  I/pBlffdx 

X  r    V  cos  cp 


i 


+  e-"/e-i(l-x)|/PÜEV,,, 
"l  w    \  COS  q) 

oder  nach  Ausführung  der  oben  angedeuteten  Integration 

y  =  f  +  A;e"+Bje-"-  tg  9)  (1  -  »). 
Die  Bestimmung  der  darin  noch  vorkommenden  Unbekannten  geschieht 
nun  analog  dem  Obigen. 

dv 

a)  Der  Stab  ist  unten  fest  eingefügt,  also  für  x  =  0  ist  y=»0,  -p  =  0 

und  für  X  «B 1  ist  y  BS  f,  so  ist 

0— f+A;+Bi— tg  (pl,  0— a (AJ— BO+tg  y,  f— f+AJe"^+BJe~"^. 
Setzt  man  aber  (jp  =»  0,  so  erhält  man 

Ai  =  Bi  =  f-:0, 
also  kann  eine  Biegung  unter  diesen  Umständen  nicht  stattfinden,  wenn 
nicht  irgend  eine  andere  Kraft  dieselbe  bewiriLt. 

b)  Ist  für  X  —  0  auch  y  =  0  «nd  -r^  —  tag  t  md  für  x  —  1,  y  «=  f, 

so  ist  0  =  f  +  Ai  +  Bi,  tg  e  =a(AJ—  BO  und  f=f+A;e'*^+Bie~"\ 
Dies  giebt  dann 

cd        — al  ^        ^ — al  «1 

tgg  e   — e  ,_       tgge  p,  _  ee 

a      «1  ,     -Ol'     ^«~     (^^t-<^V  ^  /  «1  ,     ~«1\- 

"a+e  o^e+e       )  a\e  +e      ) 

Setzt  man  dann  9)  >«  0,  also  nur  Zug,  so  ist 

tg.  [e'^-e-i-[e°^^-'>-e-"<'-'>] 

Dieselbe  Bemerkung  wie  zu  10.  kann  hier  gemacht  werden.  Es  ist  dann 

^ /j/V.Pco8  9,"'~""*^  +  ^' 

11.    Excentrischer  Druck. 

Die  Ausgangsgleichung  in  9.  lässt  sich  sofort  übertragen  auf  einen 
excentrischen  Druck,  wenn  wir  setzen  9)  »=  0  und  mit  b  bezeichnen  die 
Entfernung  des  Angriffspunktes  von  der  Axe.  Diese  Grösse  b  ist  nach  den 
obigen  Betrachtungen  einzuführen,  da  sonst  eine  Biegung  nur  mit  Hinzu- 
nahme einer  anderen  Kraft  stattfinden  kann.  Die  zu  integrtrende  Gleichung 
ist  dann 
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vg.P(f4.K_y). 

Derea  Integral  setze  man  y  =*  (f  +  b)  +  A  cos  /^  +  B  sin  /^x^  wo  nach 

P 
den  obigen  Rechnungen  sich  ergiebt  ß*s=^—. 

Zur  Bestimmung  der  no^  unbekannteo  Grossen  A  und  B  haben  wu*, 
wenn  der  Stab  unten  befestigt  ist, 

y  =  0,  ^  =  Ofürx  =  Oundy  =  f  für  x  =  b,  also 

0  =  f  +  b  +  A,  0  =  B/?,  f=f  +  b4-Acos/?l  +  Bsin/^l. 
Dies  giebt 

A L^,B=o,f=bfL:i^\ 

co8/9r  \     cos /?!     J 

also  ist 


.-^(.-«»j/f.). 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  kann  berechnet  werden: 
1)  Wie  gross  muss  die  Entfernung  des  Angriffspunktes  der  Kraft  von 
der  Axe  sein,  damit  der  Balken  eine  gewisse  Ausbiegung  erfährt? 


f  cosl 
b  = 


V'r 


—  COSl|/y 

2)  Wie  gross  muss  die  Kraft  seua,  welche  bei  gegebener  VenUckung 
Tom  Schwerpunkte  den  Balken  um  eine  bestimmte  Grösse  durchbiegt? 
p E» 


(arccos^)' 


3)  Wie  gros8  muss  die  Länge  des  Körpers  sein,  der  unter  gegd>enen 
Verhaltnissen  eine  bestimmte  Durchbiegung  erßdu*t? 


1)T 


arccos 


b+r 

Für  die  Lage  der  Schicht,,  in  der  keine  Spannung  existirt,  erhält  man 

hier  nach  8. :  1  rp 

TcoslJ/^ 

z== 


eosx 


Kl 
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18.    Excentrischer  Zug.  ^ 

Der  Natur  der  dann  entstehenden  Biegung  zufolge  ist  hier  die  in  11. 
eingeführte  Grösse  b  von  f  abzuziehen,  so  dass  wir,  wenn  die  hn  obigen 
eingeführten  abgekürzten  Bezeichnungen  beibehalten  werden,  als  Gleichung 
erhalten: 

vg P(f-b-y). 

Deren  Integral  ist  nach  10. : 

y^f  —  b  +  Ae'^+Be"""*,    ö'  =  Y. 

dy 
Zur  Bestimmung  von  A,  B  und  f  haben  wir  yasO,  -pseOfÜrxBBO 


und  y  =«  f  für  X  =B  1,  also 

0-=f- 
Dies  giebt 


0-=f— b  +  A  +  B,  0  =  a(A  — B),    f  — f  —  b  + Ae'^+Be^"^. 


A  =  B  =  l(b  — 0,     f=b  ^^ 


«l  ,      — Ol  ' 
e   +e 


I 

e       '  +e 


13.  Excentrisch  schräg  wirkende  Kraft. 

1)  Die  Componente  in  der  Richtung  des  Balkens  ist  eine  Druckkraft. 
Mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnung  ist 

VjJ,  — PsinyO  — x)  +  Pcos()p(f  +  b  — y) 

und  nach  9. 

X  =  f  +  b  +  Ao  cos  /?x  +  Bo  sin  /^  —  tg  qp  (1  —  x). 

2)  Die  Componente  in  der  Richtung  des  Balkens  ist  eine  Zugkraft. 
Nach  10.  ist  dann 

V  j^  =  P  sin  9)  G  —  x)  —  P  cos  y  (f  —  b  —  y). 
y  =  f_b  +  Aoe"4.B,e~'^-tg9)a-x). 


14.  Berechnung  der  Trägheitsmomente. 

In  §  134  findet  sich  die  Berechnung  des  T  für  ein  Rechteck  =*  -- h'b. 

Da  dann  ist  Q  —  bh,  so  erhält  man  T  =  -^ .  Q  h^ 

14 
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1)  Kreuzförmiger  Querschnitt.  Fig.  9. 

Die  Dimensionen  des  Querschnittes  seien  so  wie  es  an  der  Figur  an- 
gedeutet ist  bezeichnet  und  die  Linie  T  bedeute  immer  die  Axe,  auf  die 
das  Trägheitsmoment  bezogen  wird. 


Fig.  9. 


^\^,^ig;s^i:iji;i:i^ 


4-^^ 


2)  Doppelt -T förmiger  und  hohler  rechteckiger  Querschnitt.  Fig.  10. 
T=^{bh»— b'h"|. 


3)  Doppelt-rechteckiger  (Idealer  Ifi>r- 
miger)  Querschnitt.  Fig.  11. 

Hierbei  hat  man  sich  natttrUch  beide 
Theile  durch  eine  Verstrebung  yerbuiiden 
zu  denken,  xlie  wegen  ihres  geringen  Ein- 
flusses «auf  das  Trägheitsmoment  vernach- 
lässigt  wird. 

r.  1 


12 


b(h»  — h'»), 


4)  Kreisförmiger  Querechnitt 
iT-/dx/y»dy  =  lr«., 

—  r       0 

T  — ir*/r=«|Qr*. 
4  4 

5)  Hohlkreisförmiger  Quer- 
schnitt. 

T=i7r(r*  — r'O. 

6)  Elliptischer  Querschnitt. 
Fig.  12. 

T  — 4/yx*dx. 

Klein,  Theorie  der  ElasticUät  etc. 


Fig.  II. 
^i 


fm 


t 


X-Jf 
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Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  ist 

ymmth  cos  qi,  x  =  asin^,  dx>ssa  cos  g)d^, 

Fig.  13.  also 


<-Ä?— ► 


n 

1 


Tbs4  la'b  sin 'gp  cos *flt)dgp  =  4a'b  —tc 


a'b/r. 


Ist  a  =  b  =s  r,  so  kommt 


4 


Qr»  (cf.  4.). 


7)  Einfach-T  förmiger  Quei-schnitt.  Fig.  13. 

T  =  i[a(h  — e)*  +  ae'  +  be*  — (b  — a)(e  — d)»]. 


.   Toriiont-Blaitioit&t.   (§68.) 

An  deih  einen  Ende  eines  cylinderfbrmigen  Körpers  von  der  Länge  U 
der  mit  dem  anderen  Ende  fest  eingefügt  ist,  denken  wir  uns  eine  Kraft  am 
Hebelarme  a  senkrecht  zur  Längsaxe  angebracht,  die  den  Körper  zu  drehen 
sucht.  Es  sollen  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  angebrachten  Kraft 
und  der  Torsionsspannung  aufgestellt  werden.  Durch  diese  Kraft  wird  der 
freie  Querschnitt  so  verdreht,  dass  nun  jede  vorher  gerade  Faser  die  Form 
einer  Schraubenlinie  hat.  Wir  können  uns  die  Elemente  dieser  Schrauben- 
linie wie  die  Stufen  einer  Wendeltreppe  vorstellen.  Jedes  Element  hat 
gegen  das  vorhergehende  eine  kleine  Seitenverscbiehung  erfahren,  deren 
Grösse  durch  den  Z.  tp  gemessen  wird,  wenn  wir  mit  tft  den  kleinen  Winkel 
bezeichnen,  um  den  die  vorher  gerade  Faser  sich  gedreht  hat.  Die  dadurch 
hervorgebrachte  Spannung  S  können  wir  diesem  Winkel  und  dem  Quer- 
schnitt der  Faser  dq  proportional  setzen,  also  S»:Gi/;dq,  wo  G  den  Schub- 
elasticitätsmodul  bezeichnet.  Der  Zusammenhang  dieser  Grösse  G  mit  E  ist 
§  73,  3.  erörtert. 

Wenn  nun  r  der  Halbmesser  des  verdrehten  Querschnittes  ist  und  ^ 

rD 


den  Torsionswinkel  bedeutet,  so  ist  tang  ip^ 


1 


-,  oder,  da  xp  immer  klein 


sein  wird,  selbst  wenn  X)  gross  ist,  denn  im  letzteren  Fall  wird  dann  1  gegen 
r  sehr  gross  sein , 

rD 


tfj: 


1 


Dadurch  geht  der  obige  Werth  S  über  in : 
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Alle  Fasern  des  letzten  Querschnittes,  an  dem  die  Kraft  P  angreift, 
streben  in  ihre  natürUche  Lage  zurück  mit  Kräften,  welche  durch  den  ge- 
fundenen Ausdruck  dargestellt  sind  und  dem  Querschnitt  parallel  und  gegen 
r  senkrecht  wirken.  Das  ganze  Drehungsmoment  dieser  Spannung  muss 
nun  im  Fall  des  Gleichgewichtes  dem  von  Aussen  wirkenden  Moment  gleich 
sein.   So  erhält  man 


Pa  = 


.-yr»dq=  — T. 


Obgleich  *diese  Formel  nur  streng  für  einen  kreisförmigen  Querschnitt 
gilt,  lässt  sich  dieselbe  doch  angenähert  auch  auf  andere  Querschnitte 
übertragen,  aber  nur  so  lange,  als  man  die  Verschiebung  innerhalb  der 
Querschnitte  Vernachlässigen  darf.    Genaueres  siehe  Anhang  A.  8.,  9. 

Die  Einführung  der  T  für  die  verschiedenen  Querschnitte  giebt  als^ 
näherungsweise,  wenn  derselbe  ist: 

1)  ein  Rechteck :    Pa  =  ^  G  (b«  +  h«)^, 

35        1 

2)  ein  Kreis:  Pa  =  -j-.G.— Trr', 

D        1 

3)  ein  Kreisring :  Pa  =  -p  .  G  -^  tt  (r*  —  r*). 


Zugfestigkeit.    (§70.) 

1.    Maximalbelastung,   wenn    ausser   einer   am  Ende   ange- 
brachten Kraft  eine  auf  das  Innere  wirkt. 

Nach  §  65  ist  die  Spannung  auf  die  Querschnittseinheit: 
^+-/ilqdx. 

Dieser  Ausdruck  ist  zur  Bestimmung  des  Maximums  der  Kraft,  die  dem 
Körper  zugemuthet  werden  darf,  gleichzusetzen  entweder  dem  Tragmodul  t 
oder  dem  Festigkeitscoefficienten  F. 

Erwähnt  muss  werden,  dass  diese  Formeln  nur  richtig  sind,  wenn  die 
Spannung  sich  gleichmässig  über  den  Querschnitt  verlheilt.  Dies  ist  um  so 
mehr  erreicht,  je  kleiner  die  Querschnitte  sind. 

a)  Ist  die  auf  das  Innere  wirkende  Kraft  das  Eigengewicht  des  Körpers, 
so  ist  die  Spannung: 

P     r 
-±yyqdx, 

X 

also  bei  unveränderUchem  Querschnitte: 

~+yq(l-x). 
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Diese  ist  also  am  grOssten, 

1)  weam  P  und  y  nach  derselben  Seke  wirken,  bei  x  ■»  0.  Die  Festig- 
keitsgleicfauDg  isl  dann : 

t[F]  =  ^  +  yl. 

Daraus  ergiebt  sich 

p  s.  (t  —  2^1)  q  als  das  Maximum  von  P. 

Ist  nun  t^yl  oder  1^-,  so  wird  der  Körper  durch  sein  eigenes 

Gewicht  zur  oder  über  die  ElasticiUUsgrenze  ausgedehnt 

2)  Wenn  P  und  y  nach  entgegengesetzten  Seiten  wirken,  ist  die 

am  grössten,  wenn  x  e=  1  ist,  es  muss  also 

P 

t  fF] ««  —  sein. 

b)  Die  auf  das  Innere  wirkende  Kraft  ist  eine  Centrifugalkraft,  dann 
ist  nach  §  65  die  Spannung 

q     g        2 

Das  Maximum  der  Spannung  tritt  hier  ein,  weil  P  dasselbe  Zeichen  hat 
wie  die  Centrifugalkraft,  am  festen  Ende  des  Stabes,  wo  x=0  ist;  dann  ist 

L    J       q       g    2 
Igt  p  =«3  0,  so  ist  demnach  das  Maximum  der  Winkelgeschwindigkeit 


-w 


2.  Maximalbelastung  bei  «xcentrischem  Zug. 

Nach  §  67, 12.  ist 

P      EO  — P  z„  T(EQ  — P) 

^-Q+-Q-7'*"* QT(f-b-y)- 

Das  Minimum  des  absoluten  Werthes  von  q  ist  demnach  da,  wo  y^sO 
ist,  also  an  der  Befestigung  und  ist  dieses 

T(EQ  — P) 

Also  ist 

P      P(f-b)c 

Q^        T       • 
Nach  Einführung  des  für  f  gefundenen  Werthes  ist  dann 


j^  P        P        2bc 


Ö        T,.!^, 


c  1/P 
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.    3.   Untersuchung  des  Drahtes. 

Einen  Draht  haben  wir  uns  zu  denken  als  einen  Kern,  der  umgeben 
ist  von  eüier  Kruste,  die  durch  da»  Zieheft  fester  geworden  ist.  Sei  d  der 
Gesanuntdurchmesser  und  d  die  Dicke  der  Kruste.  Bezeichnen  wir  nun  die 
Spannungen  der  Querschnittseinheit  des  Kernes  mit  S,  und  die  der  Kruste 
mit  S,,  ferner  die  entsprechenden  Elasticitätsmoduli  mit  E^  und  E,  und  mit 
P  die  angebrachte  Kraft,  dann  ist : 

P  =  S,7r(d(f  — <P)  +  S,7r^|-  — *y. 

Da  nun  die  Ausdehnungen  J\  von  Kern  und  Kruste  wegen  des  bleiben- 
den Zusammenhanges  dieselben  sind,  so  ist 

z/l  =  y^^-^,  alsoS,:S,=-E,:E,. 
Es  ist  demnach 

s.= 


S.  =  - 


Denken  wir  uns  den  IVagmodul  t  im  ganzen  Querschnitt  constant,  so 
muss  P  =  t^  (  ^  ]  sein,  setzen  wir  aber  den  Tragmodul  des  Kernes  allein 
t^,  so  muss  bei  der  MaximalbebsCung  Sj «:  t^  sein.   Es  ist  mithin 


t/c 


7t 


|E,(d(j-(j«)+E,(|-(jy|' 


:7rt^d 


also  näherungsweise,  wenn  cT  gegen  Ad  vernachlässigt  wird, 

P  ist  demnach  selbstverständlich  grösser,  als  wenn  wir  den  Gesammt- 
tragmodul  t^  nehmen. 

4.   Körper  von  gleichem  Widerstände.    Schachtgestänge. 

Wenn  wir  den  Querschnitt  des  Körpers  veränderlich  setzen,  so  werden 
die  in  §  65  gemachten  Voraussetzungen  noch  gelten,  wenn  wir  nur  die  Di- 
mendioften  des  Querschnittes  klein  nehmen.  Wir  behalten  also  die  Anaahme 
bei,  d«88  im  ganzen  Querschnitt  die  Spannung  überall  dieselbe  sei,  und 
stellen  uns  die  Aufgabe:    Nach  welchem  Gesetze  müssen  sic^  die  Quer- 
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schnitte  eines  Körpers  ändern,  wenn  alle  gleich  stark  in  Anspruch  genom- 
men werden  sollen.  Körper,  die  dieser  Bedingung  genügen,  nennen  wir 
Körper  von  gleichem  Widerstände. 

Nach  §  65  erhalten  wir,  da  die  Spannung  im  Querschnitte  q  sein  muss 
t(|,  die  Gleichung 

tq  =  P-f-/i7qdx, 

X 

wo  nun  q  veränderUch  ist. 

Aus  der  eben  aufgestellten  Gleichung  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

tdqas — ilq.dx,  oder  —  = dx. 

Deren  Integral  ist 

logq^-Jidx-i-c. 

X 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  bedenke  man,  dass,  wenn  Q  den 
letzten  Querschnitt,  wo  11=0  ist,  bezeichnet,  gelten  muss  tQ^^P.  Also  ist 

logQ  =  C=-log~. 

Das  gesuchte  Gesetz  ist  also  enthalten  in  der  Gleichung: 

1 


P      1  r 
log  q  —  'og  —  =  --  /  /Idx,  oder 


I  1 

p     -r  I  ndx  -r-/ildx 

q-jeV         -Q.eV         . 

Es  ist  demnach  die  Form  der  Querschnitte  gleichgültig,  wenn  nur  die 
Schwerpunkte  derselben  auf  der  Längsaxe  liegen, 
a)  JTs-sy,  so  ist 

_,(.+«>l(!^  +  |[«Hipil]'....). 

g 

_0(.  +  t«^(,.-.,+|[^0|„.-4....). 

Eine  leichte  Bechnung  giebt  den  genäherten  Werth  der  Material- 
erspamiss,  wenn  solche  Körper  von  gleichem  Widerstand  statt  prismatischer 
genommen  werden. 
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5«  Schachtgestänge. 

Wie  gross  sind  die  Querschnitte  der  n  Stücke  von  der  Länge  1  eines 
Gestänges  zu  verfertigen,  wenn  die  Beanspruchung  am  oberen  Ende  eines 
jeden  prismatischen  Stückes  dieselbe  sein  soll. 

Mit  Beibehaltung  der  oben  eingeführten  Bezeichnungen  ist,  wenn 
q,,  q,,  q, . . .  qn  die  Querschnitte  von  unten  nach  oben  sind, 

P 
P  +  qJy  =  tq,,  qi  =  {TZh;' 

P+qiiy  +  qiiy  =  tq„  q«=qi  (i  +  fZTi^)» 

P  +  q,iy4-qiiy4-q3iy— tqj.     q3  =  qi(^  +  tr^) ' 

u.  s.  w.,  also 

"-' '.('+>-Tr,r' 


=  q. 


6.   Kettenbrücke  und  Telegraphendrähte. 

Sei  bei  einer  Kettenbrücke  G  das  Gewicht  der  Längeneinheit  der 
Brückenbahn  sammt  deren  Maximalbelastung  mit  Einschluss  des  auf  die 
Längeneinheit  reducirten  Gewichtes  der  Tragstangen. 

Wir  beziehen  die  Bahncurve  auf  ein  Goordinatensystem,  dessen  An- 
fangspunkt im  tiefsten  Punkt  liegt  und  dessen  xAxe  horizontal  ist.  Mit 
Beibehaltung  der  oben  eingefülu'ten  Bezeichnungen  sind  demnach  die 
Gleichungen,  welche  die  Kettenlinie  bestimmen : 

"^(^"S)^^  ""''  d(s-g)=-yqds  +  Gdx. 
Die  Integration  der  ersten  Gleichung  liefert,  wenn  man  mit  Q  den 
Winkel  bezeichnet,  den  die  Tangente  mit  der  zAxe  bildet,  und  mit  S^  die 
Spannung  im  tiefsten  Punkte : 

Ssin©  — S^. 

Dies  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt  giebt,  da  sin  @  »»  -r-  ist, 

S,df$.Wyqds  +  Gdx. 


Die  Integration  dieser  Gleichung  führt  auf  transcendente  Ausdrücke. 

Wir  begnügen  uns  deshalb  mit  einer  Näherungsrechnung.  Wir  setzen  zu- 

dz 
nächst  -r-  =  z',  so  wird  die  Gleichung 

Sodz'  — (yq}/r+v5  +  G)dx, 
mithin  • 


S. 


/*            dz' 
L  / y  =«  X  +  Cohst. 
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Da  nun  im  AUgemeineii  bei  der  sefaarf  gesf^annten  Kette  die  Ketten- 
linie eine  flaclie  Cuire  sein  wird  und  der  Winkel  &  nur  wenig  Ton  90^ 
entfernt  ist,  mithin  auch  cot  6  =«=  z'  sehr  klein  gegen  1  ist^  so  können  wir 
z''  gegen  1  vernachlässigen  uftd  erhalten 

"      .-j-  =  x4-Ck)n8t. 


yq  +  G     dx 

Hier  ist  nun  zunäcttöt  Consta^  6,  denn  für  x  »«  0  muss  z'  s«  0  sein, 
woraus  folgt,  da  auch  für  x  s±=  0  z  »«  0  ist, 


:.,|AT[(^S^. 


Daraus  kann  nun  berechnet  werden  der  nOtbige  Querschnitt,  wenn  die 
Spannung  nicht  den  Tragmodul  überschi^eiteo  darf. 

Sei  die  Entfernung  der  beiden  durch  eine  Kettenbrücke  zu  verbinden- 
den Punkte  2  a,  ferner  die  grösste  Herabbiegung  b,  welche  in  der  Regel 
Vi  4  bis  Vi  2  der  Spannweite  beträgt,  so  ist 

mithin  die  grösste  Spafinung  im  AufhSngepunkt: 

also,  wenn  diese  grösste  Spannung  auf  die  Quersehnittseinheit  gleich  dem 

Tragmodul  gesetzt  wird,  

,      Sot/a*  +  4b' 

aq 

Hit  Hülfe  der  Gleichung  (*)  kann  dann  S^  entfernt  werden,  so  dass. 

man  erhält:  

.       (G  +  yq)]/a«+4b'a 

2bq  '^^ 

aG|/a^H-4y 

^      21b— ayj/a»  +  4b*' 

Für  Telegraphendrähte  ist  G  =  0  und,  da  für  diese  0  sehr  wenig  von 

9©*  entfernt  ist,  so  ist  S«  wenig  von  So  verschieden.    Für  <lieselben  folgt 

also  aus  (*) 

b— y^    odf^t  — ^ 
b—  2^  ,odert  — ^. 

Es  ist  klar,  dass  bei  der  obigen  Berechnung  der  Querschnitte  für  die 
Kettenbrücke,  wo  also  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Kette  tiberall  denselben 
Querschnitt  behalte,  erstens  zu  viel  Material  verwenctet  und  zweitens  auch 
dadurch  die  Sicherheit  vermindert  wird.    Es  mag  daher  im  Folgenden  ein 
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näberungsweises  Gesetz  gefunden  werden  für  die  Veränderung  der  Quer- 
schnitte, wenn  tiberall  die  Spannung  dieselbe  sein  soll. 
Die  zu  erfüllende  Bedingung  ist  also 

Daraus  ergiebt  sich  nach  den  obigen  Gleiebungen 


Sq,         Sq»     _    qo    _„  ds. 


a— :-^?  — — ^^!— =  — 22-  =  (i.— =  a  1/14-2'» 
*•       S,       Ssin©      sin©      ^di      ''•*^^  +  '  • 

Führt  man  diese  Werthe  in  die  zweite  Differentialgleichang  ein,  so 
erhalt  man 

S.dz'-.[;'q,(l+i«)4-fi]dx, 

C  dz' 

Vyq.(l  +  0+G  =  "  +  ^'*"*'-' 
S.  ^       t'Vj% 

Für  X 1—  0  ist  z'  ^  0,  also  ist  Const.  ^  0. 

Es  ist  mm  durch  Rednction  auf  z'  und  noehmaliger  Integration: 

.'«[/I^tag^-i^-^^^  n 
z-A,ogslc^»5i|Si). 

Y%>  S« 

Durch  Einführung  von  a  und  b  ist  darnach 

b«Aiog,ec^^l53±zl. 

yqo  s. 

Da  nun  t  =  — ^  sein  soll,  so  ist 

b=«llogsecil5S±I*>, 

r  tqo 

wo,  wenn  a  und  b  gegeben  sind,  q,  die  einzige  Unbekannte  ist,  die  man  wie 
folgt  berechnen  kann.  Man  setze 

aV'yq.(&+yq»)^^ 
tq.         -9'' 

WO  der  Httlfswinkel  im  Bogenmaass  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

log  sec  qp  «=  — ^. 
Dann  ist 


(^)-'' 


Diese  Werthe  in  {**)  eingesetzt  geben  z'  und  damit  endlich  nach  der 
oben  aufgestellten  Gleichung  fQr  q  dieselben  für  die  zugeh(frigen  x. 
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Bruchfestigkeit.    (§71.) 

1.    Bruchmoment.    Widerstandsmoment. 

Nach  §  67,  1.  ist  die  Spannung  in  der  Entfernung  Zq  von  der  neutralen 

Schicht  in  der  Querschnittseinheit  S .  Zq  =  -^-—  •  Daraus  geht  hervor,  dass 

diese  Spannung  am  grOssten  ist  in  der  von  der  neutralen  Schicht  am  meisten 

entfernten  Schicht.  Sei  diese  Entfernung  c,  so  ist  S.c  »s — .E. 

Q 
Diese  Spannung  darf  nun  entweder  den  Tragmodul  t  oder  den  Coeffi- 

cienten  der  absoluten  Festigkeit  F  multiplicirt  mit  dem  Sicherheitscoeffi- 

c 
cienten  n  nicht  tiberschreiten.  Es  ist  demnach  t  «s  —  .E. 

Q 

Im  Folgenden  ist  immer  t  gesetzt,  will  man  dann  F  und  n  einfuhren, 

so  hat  man  statt  dessen  nur  nF  in  die  Formeln  einzusetzen. 

Setzt  man  nun  diesen  Werth  E  =  -—  in  dem  §  67,  t. Biegungsmoment 

c 

genannten  Ausdruck  ein,  so  erhält  man  T— ,  d.  h.  das  Bruchmoment. 

c 

Aus  der  Gleichung 

^  I?     A  cE 

t  =  —  E,  oder  q  =  — — 

Q  *' 

ergiebt  sich  der  kleinstmögliche  Werth,  den  q  annehmen  kann.    Man  wird 

demnach,  wenn  die  Biegungslinie  bekannt  ist,  den  geföhrlichsten  Punkt, 

den  Bruchpunkt,  finden,  wenn  man  sucht,  wo  q  ein  Minimum  ist. 

c  ET 

Setzt  man  in  t  =  --  E  statt  g  den  Werth  aus  §  67,  1.  p  =«  -:=r— ,  so 
Q  ^  ^         ¥x 

t.T 

erhält  man  Px  = als  das  grösste  Moment,  welches  der  Körper  ertragen 

c 

kann.  Dieses  Moment  nennt  man  Widerstandsmoment. 

2.  Maximalbelastung. 

a)  Der  Balken  ist  an  einem  Ende  eingefügt. 

W 

Nach  den  Formeln  §67,  2.  ist  ^=  p-,  also  ist  der  Bruchpunkt  bei 

tT 

x  =  l,  d.  h.  am  Befestigungspunkt,  dann  ist  P  =  — j-. 

ci 

Dies  giebt,  wenn  die  T  aus  §  67,  14.  genommen  werden,  für  ver- 
schiedene Querschnitte: 


1)  rechteckförmig: 

*^       6     I     ' 

2)  kreisförmig: 

P  =  l£^'t 
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3)  hohlrechteckförroig :    P  =  g-  • T    '  '  t , 

4)  kreisringförmig :  ^  ^^  T  ^  *' 

Ist  ausser  P  eine  gleichförmig  yertheilte  Last  G  gegeben,  so  ist  der 
Bruchpunkt  auch  am  Befestigungspunkt  und  es  ist  nun  zu  setzen  -^  statt  P 

oder,  wenn  beides  wirkt,  P  4-  «-  statt  P. 

b)  Der  Balken  ist  an  beiden  Enden  unterstützt.  Nehmen  wir  zuerst 
an,  der  Balken  sei  durch  eine  einzige  Kraft  nicht  in  der  Mitte  belastet,  dann 
ist  nach  §  67,  3. 

W 

für  AD:  p  =  fr7Ti Trri t- 

^      P^(ll  — e)[il— e  — x] 

Dieser  Werth  wird  ein  Minimum,  wenn  x  »=  0  ist,  also  im  Punkte  D.  Dann  ist 

W 

^«=P(iP-e*)- 

^^^°P-^-p(H-e)S'l  +  e-xr 
Dieses  wird  auch  ein  Minimum  im  Punkte  D  und  zwar 

W 
?.~P(U»-e')' 
Der  Bruchpunkt  ist  also  im  AuflUingepunkt  des  Gewichtes  und  es  er- 
giebt  sich  als  Maximaibelastung: 

P  = W 

Ec(iP  — e«) 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  für  den  Fall,  dass  die  Last  P  beweg- 
lich ist;  dann  ist  aber  e  veränderlich  und  wir  erhalten  den  kleinstmOglichen 
Werth  von  P,  wenn  wir  nehmen  e  «=  0.  Trägt  also  der  Körper  für  e  s»  0 
die  Last  P,  so  wird  keine  Gefahr  des  Bruches  sein,  wenn  die  bewegliche 
Kraft  sich  an  irgend  einem  anderen  Punkt  befindet. 

Wenn  ausser  der  isolirten  Kraft  noch  eine  gleichmässig  verbreitete 
Last  wirkt,  so  ist  nach  §  67,  3. : 

W 

für  DA:  g,  —  .    ,,__^ pr j; , 

(P*-V^  +  Y)(U+e-x)-^ai  +  e-xr 

W 

für  DB:  g,  =  ,    . ,  , r^ p; . 

(p^V|)(U-e-,)-|j(U-e-x). 

Man  findet  dann,  dass  q^  ein  Minimum  wird,  wenn 

P(U-e) 
e ^^—^ — '  =  X  ist. 


Digitized  by 


Google 


60  L  EtesOdtR 


Dies  Minimum  kann  nw  existiren,  wenn 


e>~(il-e)ist, 


da  die  Cunre  nur  bis  zu  x  «=  0  geht.    Ist  dies  nicht  der  FaU,  so  erreicht  q^ 
sein  Minimum  bei  x  =»  0.  Die  sich  hieraus  ergebenden  Werlhe  von  q^  sind : 


.!■-  '■ 


Die  Rechnung  wttrde  fQr  das  Minimum  q^  geben 

X e-^dl  +  e). 

Diesen  Werth  kann  es  nicht  geben,  da  die  Curve  um-  bis  x  <-=  0  geht  Da 
aber  ^,  eine  mit  x  stetig  abnehmende  Grosse  ist,  so  wird  q^  zu  einem  Min., 
wenn  x  s—  0  ist  Dann  ist: 

W 


(p  +  ^joi^-e«)' 


Istnun  ,^P(i^),   ^,,  _e|_^p^ 

SO  ist  in  D,  dem  Angriffspunkt  der  Kraft,^der  Bruchpunkt  und  man  erhält 
zur  Berechnung  der  Maximalbelastung: 


Ec{H*  — e*)         ^2 

Ist  aber  P  <  r-. ,  so  ist  q[  vorhanden  und  man  findet  dann  leicht 

il — e  ^ 

^1  <1  ^9  9  so  dass  abo  q[  das  2ril>sohite  Minimum  ist«    Zur  Berechnung  der 

Maximalbelastuiig  dient  dann 

c)  Ist  der  Körper  auf  der  einen  Seite  fest  eingefügt,  auf  der  anderen 
nur  unterstützt,  so  müssen  wie  vorhin  dieCurvenstÜcke  besonders  betrachtet 
werden  und  zwar  ist  dann  der  Wendepunkt  ein  Grenzpunkt  eines  Curven- 
Stückes.  Zur  Berechnung  der  Maximalbelastung  ist  dann  das  absolute  Min. 
zu  nehmen. 

1)  Ist  nur  eine  gleichi^rmjg  vertheilte  Kraft  angebracht,  so  ist  das 

8  Wt 
kleinste  0  bei  x  =^  0  und  dann  erhält  man  G  =  tft—. 
^  lEc 

2)  Ist  nur  in  der  Mitte  eine  Kraft  angebracht,  so  erhält  man  das  kleinste 

ö  bei  X «=  0  und  dann :   P  =  ^,^    . 
^  21Ec 
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d)  Ist  der  Körper  beiderseits  fest  eingefügt,  so  werden  die  Rechnungen 
wegen  der  zwei  Wendepunkte  complicirter. 

1)  Ist  P  =  0,  so  ist  der  Bruchpunkt  an  den  Befestigungspunkten  und 

12  Wt 

die  Haxiraalbelastung  G  =  — p-j — . 

2)  Ist  G^iOf  so  ist  der  Brudipu^kt  an  dem  der  Last  zunächst  gelege- 

WPt  WPt 

nen  Ende  und  es  ist  P  =  rr-rrt r-  o^^^r  tr-n zr-  • 

Ee*  (1  —  e)  c  Ee  (1  —  e)*  c 


3*    Körper  von  gleichem  Widerstand. 

Das  Prisma  sei  mit  einem  Ende  befestigt.  Der  Körper  sei  symmetrisch 
gegen  die  Horizontalebene,  die  Schwerpunktsaxe  falle  mit  der  xAxe  zu- 
sammen, deren  Anfang  im  Befestigungspunkt  liege.  Wir  nehmen  femer  an, 
dass  die  Druckspannung  gleich  der  Zugspannung  ist.  Da  T  eine  veränder- 
liche Grösse  ist,  so  haben  wir  nach  §  67,  1.: 

P(l_x)  =  S.T,_xUndPl=«S.T, 
wo  Ti « X  abgekürzt  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  der  Ent- 
fernung 1  —  X  vom  Befestigungspunkt  bedeutet.    SoU  nun  die  Spannung 
überall  gleich  sein,  so  ist 

1-x        T|,x 
1      ~     T    • 

1)  Der  Körper  habe  zum  Querschnitt  ein  Rechteck  mit  überaU  gleicher 
Breite  b.  Dann  ist  also 

1  — X        h.f       f 
1      ~b.h*~h'»' 
d.  i.  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Scheitel  im  Endpunkte  liegt. 

2)  Die  QuerschniUsrechtecke  mögen  tiberall  dieselbe  Höhe  haben, 
dann  ist 

1  —  X zh* z 

~r"~bF~b' 
also  eine  gerade  Linie. 

Wirkt  eine  gleichmässig  verbreitete  Last  G,  dann  ist 

1)    ^-^^  =  Y'  2  Gerade, 

sr-,  Parabel, 
b 

Ist  der  Körper  anders  unterstützt,  so  wird  man  die  Rechnung  diesem 

analog  vornehmen  müssen. 
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BruckfeBtigkeit.  ZoiammengeMtita  Fettigkeit  Schnbftstigkeit  (§73.) 

1.   Druckfestigkeit 

Die  Erörterung  dieser  Festigkeit  scbliesst  sich  an  §  70,  1.  an,  indem 
in  den  dort  aufgesteUten  Formeln  dem  P  das  entgegengesetzte  Zeichen  zu 
geben  ist 

p         n 

a)  Die  Spannung  ist \-  1  yqdx. 

X 

Die  dort  gefundenen  Resultate  müssen  auch  hier  passen,  nur  bezieht 
sich  1.  hier  auf  eine  stehende  und  2.  auf  eine  hängende  Säule. 

b)  Die  Kraft  P  ist  jetzt  der  Centrifugalkrall  entgegengesetzt,  wir  haben 
die  zu  erfüUende  Gleichung 

p         V        F X* 


<i^''-¥-^} 


In  der  Praxis  wird  man  hier  nicht  ^das  Maximum  von  P  bestimmen 
wollen,  denn  es  bedeutet  unser  P  die  Festigkeit  des  Radkranzes.  Diese 
Gleichung  wird  vielmehr  dazu  dienen,  für  ein  gegebenes  P  das  Maximum 
der  Drehgeschwindigkeit  zu  berechnen. 

2.   Maximalbelastung  bei  excentrischem  Druck. 

Wir  müssen  hierzu  die  Gleichungen  von  §  67,  11.  benutzen.  Nach 
diesen  findet  man 

P       EQ  +  Pio  T(EQ  +  P) 

^      ■Q+       0       y  ^•P=QP(f+b-y)- 
Dieses  q  erreicht  sein  Minimum  für  y  <==  0,  also  am  Befestigungspunkt 
Es  ist  mithin  zur  Maximalbelastung 

P    .   P(fH-b)c 
^^Q"^         T 
oder  nach  Einführung  des  Werthes  f 

P    .  Pbc 


T  cos  1  l/y 


3.    Allgemeine  Beziehungen  zwischen  Zug  und 
Verschiebung. 

Nennen  wir  F  das  Maximum  der  ertragbaren  Verschiebung  eines  Ma- 
terials und  die  Kraft,  welche  diese  Maximalverschiebung  hervorbringt,  den 
Coefficienten  der  Schubfestigkeit,  T,  so  ist  T=  FG,  wo  G  nach 
§  68  den  Coefßcient  der  Schubelasticität  bezeichnet.    Es  ist  nun  ein  Zu- 
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.^1 


1 


,  zwischen  Q  und  E  und  damit 


Flg.  14. 


sammenhang  zu  finden  zwischen  F  und  • 

dann  endlich  zwischen  T  und  t. 

Suchen  wir  zunächst  irgend  eine  Verschiebung  y  eines  Körpers  in  der 
Entfernung  1  von  der  neutralen  Schicht  auszudrücken  durch  die  Verlänge- 
rung l  der  Länge  1. 

Sei  AB  (Fig.  14)  =  1  ein  Stück  eines 
einer  Verschiebung  unterworfenen  Körpers, 
dessen  Richtung  mit  der  z  Axe  einen  Winkel 
q)  macht  und  dessen  Projection  auf  die  neu- 
trale Schicht,  die  xy  Ebene,  mit  der  xAxe 
den  Winkel  xp  einschliesst.  Das  Coordina- 
tensystem  ist  so  gelegt,  dass  die  Verschie- 
bung BB,  des  Punktes  B  der  xAxe  parallel 

BB 
ist.   Es  ist  dann  y  =  -j-^ .  Aus  AB  ist  ge- 
worden AB, .  Die  Verlängerung  finden  wir, 

da  die  Gesanuntveränderung  wie  früher  klein  genommen  ist,  wenn  wir  BB^ 
auf  AB  projiciren.  Es  ist  also 

A  =  BC  =  BB,  cos  B,BC  «=  BB,  cos  xAB  =  BB,  sin  y  cos  xp,  also 

X       ydz  sin  w  co^xp       y    .    ^ 

-  =  ' ^ ^  =  ^  sm  2  y  cos  %p. 

Diese  Grösse  erhält  den  grössten  Werth,  wenn  9)9=45^  und  t/z^sO  ist. 
Es  ist  also,  wenn  Jl  das  Maximum  der  Verlängerung  bedeutet, 

1         2^' 


Nun  ist  aber  —  ==-=-,  mithin  ^r  ==  ^  ^' 


Da  ferner  ^=  tt-  gilt,  so 


ist  T« 


.4. 


Um  eine  Beziehung  zwischen  G  und  E  zu  finden,  gehen  wir  von  einem 
rechtwinkligen  Parallelepipedum  aus,  dessen  Kanten  a,  b,  c  sind,  und  unter- 
werfen dasselbe  Kräften,  welche  paraUel  den  Kanten  a  und  b  sind  und  auf 
die  Vier  zu  ab  senkrechten  Ebenen  wirken.  Die  hier  vorhandenen  Kräfte- 
paare verwandeln  das  Reckteck  ab  in  ein  ParaUelogramm,  dessen  Winkel 
90  +  V  werden.  Die  Grösse  dieses  Winkels  ist  von  der  Grösse  der  die  Ver- 
schiebung bewirkenden  Kraft  P  sowie  von  der  Natur  des  Körpers  abhängig, 
und  da  durch  eine  massig  grosse  Kraft  P  nur  ein  kleiner  Winkel  hervor- 
gebracht wird,  so  kann  man  P  mit  v  proportional  setzen,  also  P  =«  G.y. 

Denken  wir  uns  einen  Würfel,  dessen  Kante  a  ist  durch  eine  Kraft  p 
auf  die  Querschnittseinheit  ausgedehnt  und  dann  durch  eine  Diagonalebene 
ein  dreiseitiges  Prisma  abgeschnitten.  In  Fig.  15  steUe  ABCD  den  ursprüng- 
lichen Schnitt  unseres  Würfels  dar  und  AB'C'D'  den  des  ausgedehnten. 
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Die  Schnittebene  geht  durch  die  Linie  AC.  Damit  nun  das  abge- 
schnittene dreiseitige  Prisma  in  der  angenommenen  Gleichgewichtslage 
bleibe,  müssen  auf  die  Schnittebene  Kräfte  wirken,  die  Normal-  ujid  Tan- 
gentialcompooenten  haben.  DieTangentialcomponente 
auf  der  Einheit  des  Querschnittes  t  muss  der  nach 
derselben  Richtung  betrachteten  Componenie  von  p 
das  GleichgewicM  halten.  Die  Componente  von  p  ist 
p  cos  45  =  p  j/T.  Die  Schnittfläche  ist  a*  j/"2 ,  mit- 
hin ist 

T .  a*  j/ 2^«fa  p .  j/T.  a*  oder  T  —  |- . 

Eine  Gerade  DB,  welche  vor  der  Versehiebung 
senkrecht  auf  dem  Schnitte  AC  war,  d.  i.  die  Diagonale 
des  Quadrates,  wird  in  Folge  der  Zugkraft  verschobcD 
in  D'B',  so  dass  sie  nun  einen  Winkel  90  —  y  mit  der 
Schnittebene  bildet,  d.  i.  die  neue  Diagonale,  es  ist 
also  Z-  D'EC'säQO  —  y.  Zur  Berechnung  von  v  haben 
wir  nun  nach  dem  Näherungsgesetz  der  Schubelasticität,  wenn  statt  %  der 

erhaltene  Werth  ~  gesetzt  ist 


iE 

G 


Dieser  Winkel  v  soll  nun  bestimmt  werden  aus  p,  E,  und  /u,  dem  Contrac- 


tionscoefflcienten.  Die  Verlängerung  der  Seite  a  ist  -^  a ,  die  Contraction 


^a,  also  ist 


tgB'D'A-.tg^45-|-)- 


Das  ist  naherungsweise 


(-^)' 


'-T 


E 


'  +  r 


1  + 


/*? 


woraus  wiederum  durch  Vernachlässigung  von  kleinen  Grössen  höherer 
Ordnung  folgt 


mithin  ist 


^  — ^d  +  i"),    alsoG- 


2G 


d.i.fttr;u-|;|,G=-i-E;|E. 


2(1  +  //)' 


Wird  dieser  Werth  von  G  oben  eingesetzt,  so  erhalt  man 


l+/t' 


3'  4 
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4*    Bestimmung  der  TangentialspannungeD  in  einem 
horizontalen  und  verticalen  Querschnitt. 

Indem  wir  die  im  Früheren  gebrauchten  Bezeichnungen  beibehalten, 
beziehen  wir  den  stabförmigen  Körper  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen 
xAxe  mit  der  Längsaxe  zusammenf^t,  und  verlegen  den  Anfangspunkt  in 
den  Befestigungspunkt.  Die  y  Axe  soll  mit  der  Biegungsaxe  zusammenfallen. 
Nach  §  67, 1.  ist  die  Spannung,  welche  ein  Querschnittsstreifen  in  der  Ent- 
fernung z  von  der  xy  Ebene  und  der  Dicke  dz  erfahrt, 

Szydz  =  ^=li=illi^. 

Gehen  wir  nun  zum  nächsten  Querschnitt,  der  um  dx  von  diesem  ab- 
steht, so  erhalten  wir 

^,     ,        P(l  — X  — dx)yzdz 
S'zydz  =  --i^ ^ — '-^ . 

Diese  beiden  Spannungen  sind  selbstverständlich  einander  nicht  gleich, 
es  würde  also  der  zwischen  ihnen  liegende  Körper  durch  den  Ueberschuss 
beider  Spannungen  verschoben  auf  der  Ebene  parallel  der  xy  Ebene  in  der 
Entfernung  z,  wenn  der  Körper  nicht  in  Folge  der  Schubfestigkeit  Wider- 
stand leistete.  Bezeichnen  wir  dem  S  analog  mit  t  die  Tangentialspannung 
in  der  Entfernung  z  auf  die  Querschnittseinheit,  so  ist 
Tydx  =  Szydz  —  S'zy  dz, 
Pyzdxdz 


also 


Pyzdz 


/' 


Mithin  ist  die  Gesammttangentialspannung  im  Querschnitt  von  z  bis  c 

^Pyzdz 

oder,  wenn  P,  T,  y  constant  sind, 

C  0 

t         t 

Ebenso  lässt  sich  beweisen,  dass  auch  eine  Spannung  senkrecht  auf 
die  Länge  stattfinden  muss,  welche  also  die  benachbarten  Querschnitte 
gegen  einander  verschiebt.  Aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Elasticität 
folgt,  dass  diese  Spannung  der  vorhergehenden  absolut  genommen  gleich  ist. 


5.    Tangentialspannungen  fUr  verschiedene  Querschnitts- 
formen. 

1)  Der  Querschnitt  des  Körpers  sei  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  parallel 
den  Coordinalenaxen  sind,  b  die  Breite  und  h  die  ganze  Höhe. 

Kleio,  Theorie  der  Elasticitit  etc.  5 
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h  b 

5"  ..     « 


r 
Da  nun 


-fh/''^-f/^'^-Ä[©-^']- 


T-^bh«,  O-bh 

ist,  so  erhalt  man 

3    P  A       42^ 

Hier  ist  für  z  >—  0 

Max.T«=2  Q- 
Daraus  ergiebt  sich  für  einen  ringförmig  rechteckigen  Querschnitt: 

"«•'-l''(i-5')- 

2)  Der  Querschnitt  ist  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  r  ist  Dann  ist 

r  r 

fzdq  -=/*V^r»— z'z dz = -J- (r*  —  z')^ . 

Da  ferner  T  ■=  -j-  nr*,  Q  —» nt',  so  ist 
PKr*  — z*)* 

4     P 
also  für  z=«0  das  Max.  T-^^.Yr. 

3)  Der  Querschnitt  sei  ein  Quadrat,  dessen  Diagonale  2  c  die  Drehungs- 
axe  ist 

0  c 


y  zdq  =Jz  (2c  —  2z)  dz= i  c»  —  cz*  +  y  z». 


S 

T— i-c«,  Q— Je-. 

2(c-z)|-c«  ^ 

1  9    P 

Hier  istfttrz«=  — c  das  Max.  r  — tt.tt« 
4  ö    Q 

4)  Der  Querschnitt  ist  doppelt  T  förmig.  Wir  benutzen  die  in  Fig.  10 

angezeichneten  Buchstaben. 

h  tl  !i 

/zydz  =  (b  —  b')/zdz  +  b/zdz, 

b  — b'" 
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Da  nun  T  =  ^  (btf  —  b'h'"),  Q  =  bh  —  hV  ist,  so  ist  für  z  =  0 

3P(bh»  — yh^)(bh  — bV) 
Max.T--    2Q(b  — b')(bh»  — bV»)   • 

6.    Vergleich   der   Biegungsspannungen   und   horizontalen 
Schub.spannungen  in  einem  Normalqu^rschnitt 

Wenn  man  von  den  verschiedenen  iHmkten  eines  Querschnittes  die 
entsprechenden  Werthe  der  Novmalspannungen  und  Tangentialspannungen 
als  gerade  Linien  senkrecht  auf  die  z  Axe  aufträgt,  so  liegen  die  Endpunkte 
der  Linien,  welche  den  Normalspannungen  entsprechen,  auf  einer  Geraden, 
die  durch  den  0  Punkt  geht,  da  dieselben  proportional  der  Entfernung  von 
der  X  Axe  zunehmen.  Die  Endpunkte  der  Tangentialspannungen  liegen  auf 
einer  kruipmen  Linie,  die  nach  5.  für  einen  reehteckf(Hrmigen  oder  kreis- 
förmigen Querschnitt  z.  B.  eine  Parabel  ist,  deren  Hauptaxe  mit  der  xAxe 
zusammenfällt.  Die  Gesammtspannung  wird  sich  dann  ergeben,  wenn  beide 
addirt  werden.   Sie  ist  ganz  allgemein 

Sz  H- T  =  Y  (^^  +  t/*^*^)  ' 
d.  i.  für  ein  constantes  y,.  also  einen  rechteckförmigen  Querschnitt, 

also  ist  der  Einfluss  der  Tangentialspannung  um  so  unbedeutender,  je 
grösser  x  ist 

Es  kann  nun  gefragt  werden,  wie  gross  muss  das  1  wenigstens  sein,  da- 
mit man  bei  Berechnung  des  Bruches  die  Tangentialspannung  ganz  ver- 
nachlässigen kann.   Für  einen  rechteckförmigen  Querschnitt  ist 

Ph«  Pl-T 

max.  T  =  -^Y  ^"^  ^^-  Sz  =  — =— .   Nun  ist 

max.  T  =  T  und  max.  Sz  =«  t  und  T= 1  nach  3. 

Wenn  demnach 

8T  ^1+M*' 
80  kann  die  Tangentialspannung  TernadlUasigt  werden,  d.  fa.  wenn 

Ph'  1        ^'t  h 

Für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  giebt  die  analoge  Rechnung 
P.r*    .      1        Plr     -     ,.    ^.    ,     ,  r 

-T"<r+7i-^T"^^'''>^^+^^3- 

5* 
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Die  hier  erhallenen  Werthe  von  1  sind  sehr  klein,  so  dass  es  gerecht- 
fertigt ist,  bei  den  Untersuchungen  §  71,  3.  von  den  Schubspannungen 
ganz  abzusehen. 

7.  Zusammenstellung  der  Normal-  und  Tangential- 

Spannungen  auf  Querschnitte,  die  nicht  vertical  oder 

horizontal  sind. 

Sei  wiederum  die  yAxe  die  Biegungsaxe,  so  können  nur  Querschnitte, 
die  der  yAxe  parallel  sind,  hier  betrachtet  werden.  Der  Schnitt  sei  nun  so 
gelegt,  dass  er  mit  der  xy  Ebene  einen  Winkel  a  bildet  und  die  Grösse  eines 
Streifens  in  der  Entfernung  z  sei  yds,  also  seine  Projectionen  auf  die  yz- 
und  yxEbene  ydzaayds  sin  a,  ydx»:yd8  cos  a.  Wir  erhalten  dann 
die  Tangentialspannung  und  Normalq[>annung  auf  den  Elementarstreifen 
yds,  wenn  wir  die  gleichgenannten  Krflfte  auf  y dz  und  ydx  zerlegen  nach 
den  Richtungen,  welche  senkrecht  und  parallel  dem  Streifen  yds  sind.  Nach 
dem  Früheren  wirkt  nun  auf  y  dz  eine 

VZ   Px  YzPx 

Normalspannung       =  ^— ^^ —  dz  =  ^  ^    ds  sin  a  und 

Pdz   /* 
Tangentialspannung  «=  — »r-  /  yzdz, 

s 

Auf  ydx  wirkt  nur  eine 

Pdx  r 

Tangentialspannung  =  -7=—  J  jzdz. 

s 

Die  Normalspannung  ist  je  nach  der  verschiedenen  Lage  gegen  die 
neutrale  Schicht  positiv  oder  negativ. 

Bezeichnen  vnr  nun  die  Tangentialspannung  und  die  Normalspannung 
auf  die  Fltfcheneinheit  des  Elementarstreifens  mit  T  und  N,  so  ergiebt  sich 
durch  die  eben  genannte  Zerlegung : 

Tyds:==~^  ds  sina  cosa  —  -=-dssin'a  /  yzdz-f-=rdscos'a/ yzdz, 

S  I 

vzPx  P  /*  P  P 

ZV'ydssB^— dssinasina-f-7pdssinacosa/yzdz-f--d8cosasina/yzdz. 


Daraus  ergiebt  sich  durch  eine  einfache  Transformation 

2T 


r       .^      ,2  cos  2a/*      .1 
i   zxsm 2 aH ^1  yzdz    , 

^  r     /4      '       «    X   .    2sin2a/^     ^  1 
2~T   ^^(^"~  cos2a)H 7  yzdz    • 

Diese  Werthe  sind  Functionen  von  a,  z,  x  und  bei  veränderlichem 
Querschnitte  noch  von  y. 
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Betrachten  wir  zunächst  die  Abhängigkeit  von  dem  Z.  a.    Dann  er- 
halten wir  für 

tag2a' "^p—, 

2/yzdz 

also  für  zwei  Winkel  von  a,  die  sich  um  90®  unterscheiden, 

P/yzdz 


Max.  T 


r/yzaz  •  / 


s 

wo  die  beiden  Vorzeichen  dem  spitzen  und  stumpfen  Winkel  entsprechen. 
Ferner  verschwindet  T,  wenn 

2/yzdz 

tang2a,»=^ , 

xyz 

ako  für  ein  a,  welches  hegt  zwischen  45®  und  90®  und  zwischen  135®  und  180®. 

2/yzdz 
Für  tg  2  a"  = =  —  cot  2  a'  ist 

Setzen  vnr  femer  die  Spannung  abhängig  von  x,  indem  wir  y  und  z 
als  von  X  unabhängig  betrachten,  so  erhalten  wir  das  Max.  Tftlr  x  ■«  1  und 
Bim.  T  für  X  =  0. 

c 

p/yzdz  -  / z , 

y  \2fjz(izJ  2/yzdz 

c  z  s 

p/yzdz 

Min.  T=  + -^-= — -,  tag2a,  =  0,  d.  h.  a,  =  0,  90®. 


Tortionsfestigkeit.   (§74.) 

In  §  68  ist  die  Spannung  auf  die  Querschnittseinheit  in  Folge  der 
Torsion  gefunden  worden: 

Bezeichnen  wir  nun  das  Blax.  des  Winkels  S)  mit  9)  und  dem  ent- 
sprechend die  grösste  dazu  gehörige  Spannung  mit  T,  so  ist 
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Das  diesem  entsprechende  grösstmOglkhe  DrehungsmomeDt  ist  nach  $  68 : 


Pa_5^/r»dq  =  ^. 


1 
Setzen  wir  hier  statt  q>  den  eben  berechneten  Werth  ein,  so  ergiebt  sich 

D        ^T 
Pa= . 

r 
Dies  giebt  für  verschiedene  Querschnitte  natttrUch  nur  näherungsweise, 
wie  §  68  schon  angegeben  ist: 

1)  Kreisförmiger  Querschnitt  mit  dem  Radius  r. 

Tyrr» 

2)  Quadratischer  Querschnitt,  dessen  Seite  b  ist.  Ftlr  die  entfernteste 
Faser  ist  r  =  b  f/j,  mithin 

*^*~      12     • 
Die  gMianei«  üntenwcbnng  befindet  sich  im  Anhang  A,  11.  fttr  einen 
eUüptischen  und  rechteckigen  Querschnitt. 


Anhang  zu  §§  64—74 

X.  ABWtndvng  Ur  nllgnnafaitti  PomaliL  Atr  Htitieitit  uf  g«rad« 
ftabfSrmige  Körper. 

A,  Di$  Querdimensionen  sind  so  gross,  dass,  wenn  die  Verschiebungen  in 
den  Elementen  klein  sind,  auch  die  Versohi^ungen  des  Ganzen  kkin  bleiben. 

1.    Das  Saint-Venant'sche  Problem. 

Das  allgemeine  Problem  würde  heissen:  Welches  sind  die  Spannungen 
in  einem  stabförmigen  Körper  von  gegebenen  Dimensionen,  wenn  auf  dessen 
Oberfläche  und  Masse  bestimmte  iräfte  wirken  ?  Dieses  allgemeine  Problem 
zu  lösen  ist  bis  jetzt  noch  nicht  gelungen,  wir  vereinfachen  dasselbe  daher, 
indem  vrir  von  aUen  Kräften  abstrahiren,  welche  auf  die  Masse,  also  auch  von 
der  Schwere,  und  auf  die  Seitenflächen  wirken,  und  nur  die  Kräfte  beibe- 
halten, welche  am  freien  Ende  angreifen.  Selbst  fttr  diesen  Fall  ist  es  noch 
nicht  gelungen,  das  Problem  ganz  allgemein  zu  lösen;  wir  werden  deshalb 
den  sogenannten  halb  umgekehrten  Weg  einschlagen  nach  Anleitung  von 
Saint-Venant.  Statt  der  Kraft  auf  das  ireie  Ende  führen  wir  die  Bedingung 
ein,  dass  die  den  Körper  zusanunensetzenden  Fasern  keinerlei  Druck  auf- 
einander ausüben,  noch  eine  Verschiebung  der  Querschnitte  erfolgt.  Wir 
berechnen  dann  die  Grösse  und  Lage  der  Kraft,  welche  eine  solche  Wirkung 
hervorbringt,  und  setzen  diese  gefundenen  Ausdrücke  denen  der  gegebenen 
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Kräfte  gleich.  Dadurch  erhalten  wir  Gleichungen  %^f  BesümmuQg  der  var* 
kommenden  Constanten.  Im  Folgenden  soll  die  Betrachtung  sich  an- 
schUessen  an  die  Behandlung  des  Ss^int-Venant'schen  Problems  von  Clebsch. 

^•.  Aufstellung  der  Gleichungen. 

Der  fest  bleibende  Schwerpunkt  0  eines  ebenen  Querschnittes  de$  ge- 
gebenen Stabes  bildet  den  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems.  Die  z  Axe  falle  zusajnmen  mit  der  ursprünglich  geraden  MitteUinie 
und  die  xyflbene  mit  dem  Querschnitt.  Die  L^e  de9  gebogenen  Körpers 
gegen  das  Axensystem  sei  weiter  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt. 
Ein  Linienelement  bleibe  fest  und  zwar  foUe  dies  mit  der  xAxe  zusammen, 
femer  bleibe  das  dem  0  benachbarte  Element  des  Querschnittes  auch  nach 
der  Verschiebung  in  der  xy  Ebene. 

Nach  der  ersten  Bedingung  i8tu««v  =  w=«0  für  x«By«BZ«».0. 

Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz  ist  nun  bei  Vernachlässigung  höherer 
Potenzen  von  ilx,  dy,  da: 

u+du  =  u+^dx  +  ^dy  +  ^dz, 

fwW  fiW  fj^ff 

w+dw-=w  +  ^dx-|-^dy  +  -^dz. 

Gehen  wir  also  zu  einem-  den  0  bcBachbaiten  Punkt  <ter  Endflache 
über,  80  ist  de  «f^  0,  mitbin 

,        da  ,     ,  da  . 
dtt^^dj  +  ^dy, 

ow  dw 

dw^-gjdx  +  ^dy. 

Soll  dieser  Punkt  in  der  xy  Ebene  bleiben,  so  muss  dw^sQ  sein,  mithin  ist 

öw "    öw       _  ^^  ' 

^«^-Ofürx-y  =  z-0. 

Weil  femer  ein  dem  0  in  der  xAxe  benachbarter  Punkt,  für  den  also 
dy  =s  dz  =  0  ist,  keine  Verschiebung  nach  der  y  Axe  erleiden  soU,  so  muss 

üW  IdV 

ausser  -i=r—  =  0 auch  noch  sein  ^-  =  0fürx«=y  =  z=:0. 
dx  ax 

Es  ist  demnach  zusammen  für  x  »« y  >»  z  »^  0,  zugleich 

dv       öw      dw  p.. 

Die  Bedingung,  dass  kein  Dmck  auf  die  Seitenflächen  ausgeübt  wird, 
giebt  folgende  Gleichungen : 

Nj  =  N,  =  0. 
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Dass  keine  Verschiebung  stattfindet,  giebt : 

Der  betrachtete  Körper  wird  nach  der  Länge  gezogen.  Da  nun  kein 
seitlicher  Druck  Stattfinden  soll,  TT^  7!v^  -^  die  Ausdehnungen  der  Längen- 
einheiten in  der  Richtung  der  drei  Axen  bedeuten  und  ju  (§  65)  den  Quer- 
contractionscoefficienten  bezeichnet,  so  ist 

Dass  kein  seitlicher  Druck  stattfindet,  vereinfacht  die  Grenzbedingungen. 
Da  ausserdem  die  Nonnale  senkrecht  zur  Cylinderaxe  ist,  so  ist 

cos  q  OK  sin  p  und  cos  r  «=  0  (§64,  7.), 
und  damit  reduciren  sich  die  Gleichungen  (B.)  (§  64, 1.)  auf  eine,  nändich 
Tgx  cos  p  4-  Tsy  sin  p  ~  0. 
Die  Gleichungen  (A.)  (§  64,  1.)  gehen  in  die  folgenden  tlber: 

~8i — ^' 

aT„       dT^       ÖN. 

Werden  dann  mit  HOlfe  der  allgemeinen  Gleichungen  (H.)  (§  64)  statt 
der  Spannungen  die  Verschiebungen  eingeführt,  so  erhalt  man 

^+^-''  w 

Statt  der  obigen  Grenzbedingung 


0  — 


(ä  +  S)'="**J  +  (l+^)*^P-    f^J 


3*    Vereinfachung  der  Bedingungsgleichungen. 

Difi'erenziren  wir  [5]  nach  z  und  ziehen  davon  den  Differentialquotien- 
ten  von  [3]  nach  x  und  den  von  [4]  nach  y  ab,  so  bleibt  * 

5*w         ö*u  d'v    

Da  nun  nach  [1]^  und  75-  sich  von  3-  nur  durch  einen  Factor  unter- 
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scheiden,  so  unterscheiden  sich  ebenso  ^  ^a    und  k  ^a    von  ^rj,  und  die 

d'w 
abgeleitete  Gleichung  geht  über  in  -^  =  0. 

Differenzirt  man  [3]  nach  y,  [4]  nach  x,  so  giebt  die  Summe  dieser 
beiden  Gleichungen : 

ö*u  d^      ,  o      ^^         A 

Aber  die  Summe  der  ersten  beiden  GUeder  ist  0,  wie  man  erkennt,  wenn 
man  [2]  zweimal  nach  z  differenzirt  Es  bleibt  also 

öxöyöz 
Differenzirt  man  endlich  [5]  nach  z  und  berücksichtigt,  dass  -^  ver- 
schwindet, so  ist 

ö*w  9*w 

Wenn  man  aber  [3]  nach  x  und  [4]  nach  y  differenzirt,  so  werden  die 
ersten  Glieder  der  Gleichungen  [1]  wegen  einander  gleich;  setzt  man  daher 
auch  die  letzten  Glieder  einander  gleich,  so  kommt 

o'w  ö*w 

öx*öz        öy*dz 
Dies  ist  aber  mit  der  vorigen  Gleichung  nur  verträglich,  wenn 

5*w    ö*w 

öx*öz       "5y*5z" 
Fasst  man  Alles  zusammen,  so  ist  nun  bewiesen,  dass  folgende  Diffe- 
rentialquotienten von  -^  verschwinden  müssen : 

ö*  /aw\    e«  /ew\    e«  /aw\     0«  /aw\ 

.5?W'  5r«W'  S^^W'  Si^W* 

oW 

Wegen  der  ersten  drei  dieser  Gleichungen  darf  .<^  weder  von  x  noch 

von  y  oder  z  eine  höhere  Potenz  enthalten,  als  die  erste;  und  wegen  der 

letzten  Gleichung  darf  selbst  das  Product  xy  nicht  vorkommen.    Es  bleibt 

dw 
demnach  für  -^  nur  die  folgende  Form  übrig,  in  der  sämmtliche  Coeffi- 

cienten  willkürliche  Constante  bedeuten, 

dw 

•^  =  (a  +  a,x  +  a,y)  +  z(b-hb,x  +  b,y),  mithin 

5]^  =  ^  =  — ^{ö  +  a.y+a,y+z(b  +  b.x  +  b,y)}. 
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4«   Bestimiuung  der  u,  v,  w  durch  Iategr«itioD. 

w  — F(x,y)  +  az  +  a,x2  +  ajz  +  iz*(b  +  b,x  +  b,y), 

u  —  qp  (y,  z)  —  ^  ( ox+i  a,x*+a,xy +z  (bx+l  b,x'+b,xy)  |, 

V  =  X  (X,  z)  ~ iu { ay +a,xy+l aj»+z  (by+bjXy+i bj») ). 

Zur  Bestimmung  von  F,  9>,  x  haben  wir  Gleichungen  in  der  vorigen 
Nummer.  Setzen  wir  die  eben  erhaltenen  Werthe  in  [3]  und  [4]  ein,  so 
erhalten  wir 


.j^^_a,_b.z, 


Deren  zweimalige  Integration  liefert 

9>(y,z)  —  —  1  a,z*  —  i  b,z»  4-  ^z  +  ^, 
;t(x,z)  — —  la,z«  — ib,z»  +  ^'z  +  y, 
wo  Qj  &  noch  y  und  q\  &  noch  x  enthalten  können. 

Die  Gleichung  [2]  lehrt  nun  weiter,  dass  y  in  u  und  x  in  v  h(>chstens 
in  der  zweiten  Potenz  ▼orkommen  können,  ao  dass  wir  also  MlaeA,  da  nach 
[1]  keine  Copstante  Torkommen  darf, 

?-b/y+b,V+b/,        i^-a/y^-^y, 
p'_  b/'x+  b/'x«+  W,        y  =«a/'x+  a,'V. 
Werden  diese  Werthe  eingeführt  und  dann  die  Bedingung  [2]  noch 
berQcksichtigt,  so  arbllU  man  durch  Gleichaetzupg  der  (WOcienten  ent- 
sprechender Potenzen  und  durch  Elimination  von  b/^  b,',  a/',  a«',  a«'',  b/' 
u  — —  ^(ax+lajx*— y*]+a^y)— /iz(bx+4b.[x*— y«]+b^y) 

H-b/xz— ia,z»  — ibjz»+a/y+b/z, 
v«-_^(ay+a,xy+ia,[y'— x'])— /iz(by+b,xy+4b,[y*— X«]) 
— b/yz— 4a,z»— ib;i»— a/x+bj^'z. 
Zur  Bestimmung  des  Werthes  w  bleibt  noch  die  letzte  zu  erfüllende 
Bedingung,  welche  zu  folgender  Gleichung  führt: 

Die  Bedingung,  der  F(x,y)  unterworfen  ist,  wird  dadurch  vereinfacht, 
dass  man  setzt 

F(x,y)  ==  ß(x,y)  -  (b  ^±^  +  b.xy«  +  b.yi»)  -  b,'x  -  b,''x, 

wo  ß(x,y)kein  constaDtes  Glied  wegen  (I)  enthalten  kann.  Die  zu  erfüllende 
Bedingung  ist  dann 

Damit  erhalten  wir 

w  =  z(o  +  a,x+a,y)  — ib[x^+y»+z*]  — b,x[y»  — iz»]  — b,y[x»— iz,] 
+  ß(x,y)-b3'x-b,"y. 
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Diese  Werlhe  von  u,  ▼,  w  in  die  Spannuagea  eingeführt  geben 

N  =N  =T   =0 

N^  =  E[a  +  a,  x  +'»,  y  +  z  (b  +  b.  x  +  b,  y)] , 

b/y-b(l+^)x-b.if^±flff^'_(^+2)b.xy+g' 

_b/K-b(l+^)y-b,iiö|:Z^'_(^+2)b.xy+|j 

In  den  Werthen  Txf  und  Tys  konunt  z  nicht  vor,  mithin  sind  diese 
Spannungen,  welche  aus  der  seitlichen  Verschiebung  der  Fasern  entstehen, 
längs  der  Ausdehnung  jeder  Faser  constant. 

Ausserdem,  dass  wegen  der  Befestigungsbedingungen  (I)  alle  copstanten 

öv 
Glieder  veruhwindea»  ist  auch  noch,  weil  (ikrxtx^y^^z^mO  jr-  ^^  0  ist, 

Si/  zmmO  und  weil  dort  auch  ^p  c=  0,  3-  =«■  0, 

(^).-vJ(^)=.". 

wo  der  Index  0  bedeutet,  dass  x  ^^  0,  y  »=  0  ist 

Die  Oberfläcfaenbedingung  endlich  wird  folgende: 

0=cnBp(b/y-ba+M)x-l>.^^^^^^=^|=^*-(^-2)Vy+^ 

+sinp  (-b/x-b(14-iu)y-b/y'+^^-^^''-(M+2)b.xy+^). 

Die  Bestimmung  der  Function  ii  kann  man  sich  erleichtern,  wenn 
man  statt  derselben  eine  Form  bekommt,  in  der  die  willkürlichen  Constan- 
ten auf  Uneare  Art  verbunden  sind  mit  Bedingungen  des  Querschnittes. 
Wir  setzen  demnach    ß  =  b  B  +  b/  B'  +  b^  Bj  +  b,  B, 
und  erhalten  dann  ab  zu  erfüllende  Gleichungen : 

a*B'  ,  ö'B'      ^ 

a'B,  ,  a»B.     -      . 

^^+^•  =  0,  und 

^  COS  pH- -^  Sin  pi=  (1  + /<)  (x  COS  p  +  y  8in  p) , 

5B'  ,  5B'   . 

-TT—  COS  p+  -^  sin  p  =  X  sin  p  —  y  cos  p, 

^B,           ,  OB,  .           f4X*+(2—/Ä)f  ,  ,     ,  ox 

^cosp  +  -^sinp=='= 2  cosp  +  (iU+2)xysinp, 

dB,           ,  dB,  .           /uy'+(2— /<)x'  .       ,  ,     ,  o. 
-^'cosp  +  -^sin  p  =  ';^i ^ —  sin  p+(/u+2)xyco8p. 


(B.) 
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Da  sich  nuD  aber  beweisen  lässt,  dass  die  beiden  Gleichungen 
^+-5p=0und 

^  cos  p  +  ^  sin  p  =  (1  +  ^)  (X  COS  p  +  y  sin  p) 

sich  einander  widersprechen,  so  muss  b^O  sein.  Dieser  Beweis  ist  folgen- 
dennassen. Man  gehe  aus  von 


ffi^-^^h' 


dx. 


WO  die  Integration  über  den  ganzen  Querschnitt  ausgedehnt  werden  soU. 
Dieses  Integral  ist  nothwendig  wegen  der  einen  Bedingung,  der  B  unter- 
worfen ist,  »  0.  Wird  nun  dq  ^  dxdy  gesetzt  und  das  erste  Glied  flber 
einen  der  x  Axe  parallelen  Streifen  integrirt,  dessen  Endpunkte  durch  untere 
Indices  1  und  2  bezeichnet  sein  mögen,  das  zweite  aber  über  einen  der 
yAxe  parallelen  Streifen,  dessen  Endpunkte  durch  obere  Indices  bezeichnet 
seien,  so  hat  man 

«-/[(").-(t)j-'-/[®'"-(ir]' 

Wenn  nun  ds,,  ds^  die  Elemente  der  Peripherie  des  Querschnitts  be- 
deuten, wenn  femer  p,,  p^  die  Winkel  der  nach  aussen  gerichteten  Normale 
gegen  die  xAxe  angeben,  also 

ds,  cos  p,  =  dy,    dsj  cos  Pj  —  —  dy, 
so  ist 

und  dem  entsprechend 

/[(l)"'-(ü>-/(l)-'- 

Mithin  ist  unser  obiges  Integral 

Dies  ist  aber  nach  der  gegebenen  Grenzbedingung 
0  =y*(x  cos  p  -H-  y  sin  p)  ds. 
Behandelt  man  auf  dieselbe  Art  das  folgende  Integral 


#(13:%^). 


SO  erhält  man  auch 

y*(x  cos  p  -f-  y  sin  p)  ds. 
Man  findet  aber  durch  Ausführung  der  hier  angedeuteten  Differentiationen, 
dass  dieses  Integral  ist  =  2  j^dq  =^  dem  doppelten  Querschnitt,  also  nicht 
s=  0  sein  kann,  daher  ist  auch  B  unmöglich  und  es  muss  also  b  =  0  sein, 
um  diesen  Widerspruch  zu  entfernen. 
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Mit  Benutzung  der  sämmtlichen  in  dieser  Nummer  erörterten  Bestim- 
mung der  Constanten,  nach  denen  ist 

B_0,  „-0,  ,.-(^'^),  K-{^). 

erhalten  wir  also  die  folgenden  Werthe: 

u  ==  —  ^  (ox -h  i  a,  [x' —  y']  H- a^y)  —  fiz  (i  b,  [x»  —  y']  +  b,xy) 

.      +b,'yz-ia.««-ib.z»  +  z(i^l^)^, 

V  =  —  /u  (ay  +  a,xy  +  i  a,  [y*  —  »'])  —  ^^  (b.xy  +  i  b,  [y'  —  x*]) 

+b>-ia,z'-ib.z'+z(^^^)^, 

w  =  z  (a  +  a,x  +  a,y)  —  b.x  [f  —  i  z*]  —  bj  [x'  —  i  z«]  +  ii (xy) 

N,  =  E  (a  +  a,x  +  a  j  +  z  (b,x  +  b,y)], 
E      ~ 


Tx,= 


"      2(1 +A* 
E 


2(l+iu) 


Lv.-b/''-H^-f>''-(M-»V,+^|j 


>(c.) 


5«    Gleichung  der  Biegungscurve  und  des  gebogenen 
Querschnittes. 

1)  Gleichung  der  gebogenen  Faser. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes,  der  ursprüngUch  der  Faser  xy  ange- 
hörte, sind  nach  der  Verschiebung 

x'  =  x4-u,  y'=«y  +  v»  z'  =  z-l-w. 
In  diesen  drei  Gleichungen  sind  für  eine  Faser  x  und  y  cönstant,  z  hingegen 
veränderUch.  EUminirt  man  z  aus  den  obigen  Gleichungen,  so  erhält  man 
zwei  Gleichungen  zwischen  x',  y',  z'  als  Gleichungen  der  Curve.  Diese  EU- 
mination  lässt  sich  aber  leicht  bewerkstelligen,  wenn  man  sehr  kleine 
Grössen  Temachlässigt,  indem  man  in  u  und  v  statt  z  setzte  und  dann  die 
gefundenen  Werthe  von  u  und  v  mit  u'  und  v'  bezeichnet  Die  gesuchten 
Gleichungen  sind 

x'  =  X  -f-  u',     y'  =  y  4-  v'. 

2)  Gleichung  des  gebogenen  Querschnittes. 

Für  einen  ursprünglich  ebenen  Querschnitt  ist  in  den  drei  oberen 
Gleichungen  z  cönstant,  folglich  x  und  y  zu  eUminiren.  Dies  kann  ebenso 
wie  vorhin  näherungsweise  gemacht  werden,  so  dass  man  erhält 

z'  =  z  +  v'. 
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6«    Bestimmung  der  noch  Yorhandenen  willkQrlicheD 

Constanten  durch  die  gegebenen  Kräfte  und  die  gegebene 

Quer  sehn  ittsform. 

Die  auf  den  Endquerschnitt  wirkenden  gegebenen  äusseren  Kräfte 
zerlegen  wir  in  drei  Componenten  nach  den  Axen  und  in  die  Momente  um 
dieselben.  Diesen  gegebenen  äusseren  Kräften  und  Momenten  setzen  wir 
dann  die  gefundenen  Ausdrücke  der  Spannungen  und  deren  Momente  Ober- 
tragen  auf  den  letzten  Querschnitt,  also  für  z  =  1  gleich  und  erhalten  somit 
6  Gleichungen,  die  zur  Bestimmung  der  noch  willkürlichen  Constanten 
a,  dj,  b,,  a,,  bj,  b/  in  den  Ausdrücken  der  Spannungen  dienen.  Die 
Vorzeichen  der  Momente  und  Axen  seien  wie  folgt  bestinunt.  Wenn  von  der 
positiven  Goordinatenaxe  aus  gesehen  die  entsprechenden  Kräfte  so  drehen, 
wie  sich  der  Uhrzeiger  bewegt,  so  seien  die  Momente  positiv.  Das  Coordi- 
natensystem  liegt  so,  dass  von  der  positiven  xAxe  gesehen  der  Uhrzeiger 
sich  90°  drehen  muss,  um  von  der  -f-yAxe  zur  -f-zAxe  zu  kommen. 

Die  Componenten  und  Momente  der  äusseren  Kräfte  seien  bezeichnet 
-durch  X,  Y,  Z,  Mx,  My,  Mj,  so  dass  wir,  wenn  die  Integration  über  den 
ganzen  Querschnitt  geht,  folgende  6  Gleichungen  erhalten : 

/T„dq  =  X,     /Ty,dq  =  Y,     /N3dq  =  Z, 
/{N,y-Ty,l)dq=-Mx,  /(T,.l-N3X)dq=My,  /(Ty.x-T„y)dq=M.. 

Zur  Vereinfachung  legen  wir  den  Anfang  des  Coordinatensystems  in 
den  Schwerpunkt  und  in  die  Hauptaxen  des  Querschnittes,  so  dass 

/xdq  =  0,     /ydq  =  0,     /xydq  — 0, 
femer  seien  abgekürzt  die  Hauptträgheitsmomente  /'x'dq  und  y  y'dq  be- 
zeichnet durch  A'q,  x'q. 

Die  Einsetzung  der  Ausdrücke  für  die  Spannungen  (C.)  und  die  Aus- 
führung der  Integration  giebt  dann: 

-••• 2 +qy^    ^  E?~^' 

^  /«x'  +  (2-/4)A'   .    1  /'aa^„__2(l+A«)v 


qj   dx    ^  Eq 

X  ,  ,.         Mx  +  IY  ,  ,.        —  My  +  lX 

«=E^'    »'  +  '^'«=-E^-'    "•  +  *'»'  =  — E^' 


>(D.) 


^       h,r(2-t,)x'-(fi+4)xf         2{i+fi)  j^ 
qJ  2  ^  Eq         '* 

Die  Constanten  a,  a,,  a,  sind  demnach  unabhängig  von  Si.  Es  kann 
aber  nachgewiesen  werden,  dass  die  Integrale  in  den  beiden  ersten 
Gleichungen,  die  zur  Bestimmung  von  b,  und  b,  dienen,  nämlich 

./-5]r'"'""Vd7^^' 

unabhängig  von  der  Querschnittsform  bestimmt  werden  können. 
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iDtegriren  wir  nun  über  einen  Streifen  dy  parallel  der  xAxe  und 
deuten  die  Resultate  an  den  Enden  desselben  durch  0  und  1  an,  so  ist 

oder  nach  der  in  4.  angegebenen  Bedingung,  der  Si  unterworfen  ist, 

Integriren  wir  nun  das  zweite  Doppelintegral  Über  einen  Streifen 
parallel  der  yAie  von  der  Breite  dx  und  nehmen  dieselbe  Bezeichnung  für 
die  Grenzen,  so  erhalten  wir  dann 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  also  auszudehnen  über  alle  Streifen,  die 
sich  der  yAxe  parallel  legen  lassen,  oder  was  dasselbe  ist,  über  aUe  Paare 
von  Bogenelementen,  welche  durch  solche  Streifen  auf  der  Peripherie  der 
Curve  abgeschnitten  werden.  Ist  nun  ds  dieses  Bogenelement  und  p  der 
Winkel  der  nach  aussen  gerichteten  Normale  gegen  die  xAxe  und  sei  der- 
selbe Po  [p,]  im  Punkte  x^  [xj,  so  ist 

dy  «r  dSj  cos  p,  ai«  —  dSß  cos  p^,. 
Mitbin  ist  ^,p   g^.  /.'    ^^ 

oder  wenif  man  das  Integral  über  den  gaa^n  Bogen  ausdehnt 
=  /  X  -jj—  cos  p  ds. 
Auf  dieselbe  Art  erhalt  man : 

Es  is  demnach 

J  "ST  '**'==y''  [-Bl^f+SI  *■"  PJ  '*'' 
wo  das  Integral  rechts  über  den  ganzen  Querschnittsumfang  auszudehnen 
ist  Dies  giebt  dann  nadi  der  für  die  Oberfläche  geltenden  Gleichung  4.  (A.). 

/^^dq^/x{[-b/x  +  b/-^  +  ^^^+^)yV(^  +  2)b.xy]cosp 

+  [b/x+b,  A^Y'  +  (|-A^)^'  +  (^  +  2) b,xy]  sin  p| ds. 

Die  rechte  Seite  kann  abgekürzt  geschrieben  werden 

y  X  [S  cos  p  +  H  sin  p]  ds. 
Um  den  Werth  dieses  Interals  zu  bestimmen,  gehen  wir  den  oben  ein- 
geschlagenen Weg  rückwärts.  Es  ist  also  dieses  Integral 

/'[x5]dy4-/*[i»]dx, 
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oder  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  als  das  Resultat  der  Integration  nach 
einem  der  oben  betrachteten  Flächenstreifen  ansieht: 

Dieser  Gleichung  schliesst  sich  offenbar  die  ganz  ähnlich  gebildete  an: 

Man  erhält  nun,  wenn  man  für  B  und  H  ihre  Werthe  einführt  und 
berücksichtigt,  dass  wegen  der  angenommenen  Lage  des  Coordinatensystems 
einige  Integrale  verschwinden  und  andere  kurz  bezeichnet  werden  können, 

/gdq=M((5^  +  4)A'+(2-^)x«), 
Damit  reduciren  sich  die  ersten  fünf  Gleichungen  von-CD.)  auf  die  folgenden : 

,  X  -  1  Z  Mx  My 

»'"'Eqr'  »"^E^*'  ^""Eq'  ^»^Eqx«'  ""»"""EqX** 
Eine  wesentUche  Vereinfachung  der  letzten  Gleichung  von  (CL)  erhalten  wir, 
wenn  wir  einen  synunetrischen  Querschnitt  annehmen,  erstens  dadurch,  dass 
y^y*^9i  yxy*dp,  y*x*ydq,  yx'dq  verschwinden  und  zweitens  wegen  der 
Grenzbedingungen  (B).  An  diesen  können  wir  nämUch  erkennen ,  welche 
von  den  Functionen  B^  B,  und  B„  die  Si  zusammensetzen ,  gerade  oder 
ungerade  in  Bezug  auf  x  und  y  sind,  so  dass  wir  dann  vnssen,  welche  Inte- 
grale verschwinden  müssen.  Geht  man  nämlich  an  der  Peripherie  von  einem 
Punkte  X,  y  zu  einem  anderen,  der  dasselbe  x,  aber  entgegengesetztes  y  hat, 
so  bleibt  das  Vorzeichen  von  cos  p,  aber  das  von  sin  p  geht  in  das  ent- 
gegengesetzte über,  mithin  erhalten  wir  in  den  drei  von  (B.)  noch  übrigen 
Gleichungen  folgende  Beziehungen  für  die  rechten  Seiten  und  damit  auch 
für  die  Unken.  In  der  ersten  ändert  sich  das  Zeichen ,  wenn  x  und*  auch 
wenn  y  dasselbe  ändern ;  in  der  zweiten  ändert  sich  das  Zeichen,  wenn  es 
X  ändert,  aber  nicht,  wenn  es  y  ändert,  und  die  letzte  Gleichung  ändert  das 
Zeichen,  wenn  es  x,  aber  nicht,  wenn  es  y  ändert.  Berücksichtigen  wir  nun 
ei*stens  den  Satz :  wenn  eine  Function  von  x  ihr  Zeichen  ändert  [beibehält] 
bei  einer  Veränderung  deä  Zeichens  von  x,  so  wird  deren  Differentialquotient 
nach  X  das  Zeichen  beibehalten  [ändern]  bei  derselben  Veränderung  von  x, 
zweitens  die  oben  angegebenen  Veränderungen  der  Vorzeichen  von  sin  p 
und  cos  p,  so  finden  wir  Folgendes:  B'  ändert  sein  Zeichen,  wenn  es  x  und 
y  ändert,  ist  also  ungerade  für  x  und  y,  B,  [B^]  ändert  sein  Zeichen,  wenn 
es  X  [y]  ändert,  aber  nicht,  wenn  es  y  [x]  ändert,  also  ist  B,  [B,]  ungerade 
in  Bezug  auf  x  [y]  und  gerade  in  Bezug  auf  y  [x].   Es  müssen  demnach  für 

rf  da       da\ 

symmetrische  Querschnitte  bei  der  Zerlegung  von  /(x-^ y -3— I  dq 
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aUe  Integrale  verschwinden  ausser  K  f[^  3 y  7p)  dq.    Die  letzte 

Gleichung  von  (D)  wird  demnach 

Mit  Htllfe  der  hier  gefundenen  Werthe  von  a,,  a,,  h\,  \  gehen  die 
Gleichungen  in  4.  über  in 

Eqx»^-=Mx-Yz. 

Bedenkt  man  nun,  dassx'a^x  +  u,  y'^^y-f-r,  z'asz-f-w,  so  kann 
man  setzen 

du  Qy 

dx^      g»      d/      gj 

dz'  °" ,   ,  öw'    dz*  ~7~5w* 
*  +  ^  *  +  -^ 

Dt  ferner-^  wenig  von  1  verschieden  ist,  so  wird 

dx'      öu  dj*      9v 

dz'~öz*  d?"^' 

daher  auch  d  V      dhx  dy      3^r 

d?*~5P'  d?*™5? 
und  daher  näherungsweise 

1^      ahi_My  — Xz  1^       ÖV      M,  — Yz 

^,~S?  EqA»    '  ^,~öz«""     Eqx»    * 

Dadurch  verwandeln  sich  die  obigen  Gleichungen  in  die  §  67, 1. 

?•   Bestimmung  der  Function  Si, 

Vjon  dieser  Function  Si  gilt,  dass  sie  vollständig  bestimmt  ist  durch  die 
Gleichung  in  4.: 

und  durch  4.  (A.).  Dies  beweist  Qebsch  folgendermassen. 

Gäbe  es  zwei  verschiedene  Functionen  i2,  so  mtisste  deren  Differenz 
Q  folgenden  beiden  Gleichungen  genügen 

Betrachtet  man  nun  das  Integral 

■  -//[(f)'-(f)>"    ,^ 

und  behandelt  dasselbe  ähnlich  wie  in  der  vorigen  Nummer  I  ~Kr  ^^  be- 
handelt ist. 

Klein,  Theorie  der  ElasticiUt  etc.  6 
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if(^)'-'-/[«t]-'-//«^-'- 

Führt  man  dann  cos  p,  sin  p,  ds  ein,  so  erhält  man 

Nach  den  Bedingungen,  denen  6  unterworfen  sein  muss,  ergiebt  sich 
nun  J  =  0,  da  beide  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  verschwinden. 
In  dem  ersten  Ausdruck  von  J  steht  aber  die  Sunune  zweier  Quadrate,  mit- 
hin kann  dann  nur  0  herauskommen,  wenn  jedes  einzelne  Glied  verschwin- 
det, wenn  also  überall  75^"  =  0,  75;^  ■=  0  d.  h.  Q  constant  ist    Wenn  es 

also  auch  verschiedene  Lösungen  von  Q  giebt,  so  können  sich  diese  doch 
nur  durch  additive  Constante  unterscheiden.  Fügt  man  dann  noch  die 
Bedingung  hinzu,  dass  ß  an  einer  Stelle,  z.  B.  für  x»=0,  y  =  0,  ver- 
schwindet, so  ist  Si  völlig  bestimmt.  Kennt  man  demnach  eine  Form  von 
i2,  so  kann  man  diese  als  die  nothwendige  betrachten. 
Eine  solche  Form  ist 

wo  g>  und  x  beliebige  Functionen  sind.    Durch  Differenziren  erkennt  man 
nämlich  leicht,  dass 

—s^r--^—^* — *•**• 

Man  kann  nun  statt  q)  und  %  setzen  die  Summe  und  Differenz  gleich 
hoher  Potenzen  von  x  -f-  y|/ —  1  und  x  —  y  |/ —  1  multipUcirt  mit  be- 
lieUgen  Constanten,  also 

ß(x,y)-2a„  [{x+Y^r-iy+i^-j^—iyj 

Dies  giebt  entwickelt 

•=2öo  +  2flf.x  +  2/?j-f2flf,(x«-y«)-f-Axy  +  2a,(x»-3xy«) 

+  2ft(3x*y-y^  +  2flf,(x*-6xY  +  r)  +  8/?,(x»y-xy^ 

wo  zur  Bestunmung  der  darin  vorkommenden  Constanten  bestinmite  An- 
nahmen über  die  Form  des  Querschnittes  gemacht  werden  müssen. 

8.    Specialisirung  für  bestimmte  gegebene  Kräfte. 

1)  Es  existire  nur  eineKr^ft  in  der  Richtung  der  Längsaxe  des  Körpers. 
Ausser  Z  sind  also  alle  anderen  Kräfte  «=0,  und  verschwinden  auch  alle 

2 
Momente,  so  dass  nur  die  Constante  a^=^r-  übrig  bleibt.   Dann  ist 
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Zz  Z 

u  =  — /Mttx,  v  =  — |uay,  w  =  az  =  -^r-,  ^3=— ,  T„=Ty,  =  0. 

Ujq  q 

Dies  sind  die  Formeln  von  §  65.   Die  Form  des  Querschnittes  ist,  wie 
auch  dort  gefunden  ist,  gleichgtlltig. 

2)  Wenn  nur  eine  Kraft  X  und  ein  Moment  My  existirt,  so  wird  der 
Körper  gebogen.  Es  bleiben  demnach  nur  die  Constanten  a^  und  b^ .  Wenn 

dB 

wir  nun  Körper,  mit  symmetrischem  Querschnitt  betrachten,  so  muss  -^ 

öy 

ungerade  sein  in  Bezug  auf  y,  da  nach  6.  B^  gerade  ist  in  Bezug  auf  y.  Es 
verschwindet  demnach  ("^j ,  wie  jede  ungerade  Function,  deren  Veränder- 

Uche  verschwindet.  Die  aus  (C.)  folgenden  Gleichungen  sind  dann 

r    -.«,        Mäi^—fl+^^       irfz'    ,         X«  — y«         /ÖBA  "1 
EqA«u  =  My 2 X^^+^-^-z^^jJ, 

Ep  Pv  =  fixy  [M,  —  Xz] , 

Eq;i»w^ -Mjxz+xfxaz*  — y»)+B,-x(|5l\  1 

^x»+(2  — jtQy' 
2 


-(^  +  2)xy+^], 


2(1 +iu) 
q;i»N,  =  x[Xz  — M,]. 

Nach  unserer  Bezeichnung  §  67  ist  X  =  P  und  My  =  PI,  mithin 

Für  z  =  1  verschwindet  also  die  Längsspannung.  Femer  ist  N,  für  ent- 
gegengesetzte X  auch  entgegengesetzt.  Da  N,  ftlr  x  =^  0  verschwindet  und 
für  entgegengesetzte  x  die  entgegengesetzten  Werthe  annimmt,  so  muss  die 
neutrale  Schicht  durch  den  Schwerpunkt  gehen  und  auf  der  einen  Seite 
derselben  giebt  es  nur  Gontraction,  auf  der  anderen  nur  Ausdehnung.  An 
dem  freien  Querschnitt,  z^^sl,  ist  vs=0  und  u  hängt  nicht  von  x  und  y  ab, 
d.  h.  die  Punkte  dieses  Querschnittes  sind  zwar  gegen  die  Fläche  desselben 
rückwärts  und  vorwärts  verschoben,  aber  die  Fläche  selbst  bleibt  in  ihrer 
Form  unverändert 

Den  Pfeil  der  Biegung  finden  wir,  indem  wir  in  dem  Ausdruck  für  u 
setzen  z  :=  1.   Dies  giebt 


'r-[l"-'©.} 


EqA« 

Da  das  zweite  GUed  der  Parenthese  einen  nur  geringen  Einfluss  auf  das 
erste  haben  kann,  so-  können  wir  sagen,  dass  auf  den  Pfeil  der  Biegung  die 
Art  des  Querschnittes  nur  einen  geringen  Einfluss  hat 

Die  früher  ebenen  Querschnitte  hören  auf  eben  zu  sein,  ihre  Form  ist 
abhängig  vom  Querschnitt  und  ihre  Gleichungen  sind  nach  5. : 

6* 
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lx«'  +  x(iz^- 


'^H--'-'©.}- 


WO  B/  den  Werth  bezeichnet,  in  den  B,  tibergeht,  wenn  x'y'  an  die  Stelle 
von  xy  gesetzt  werden.  Die  Krümmung  ist  demnach  vom  Querschnitt  ab- 
hängig. 

Die  Gleichungen  einer  ursprunglich  geraden  Faser  sind  nach  5.': 


EqA«  2 


X 


Eqi' 


y'— y-h 


|^,,M,-x..,_,+-^-iia. 


[f+..i!=i-.(t)J, 


■z']. 


Letztare  Gleichung  bedeutet  eine  Ebene,  mithin  bildet  jede  gebogene 
Faser  eine  ebene  Curve,  deren  Ebene  parallel  der  x  Axe  ist.  Die  Curve  selbst 
ist  nach  der  ersten  Gleichung  eine  parabolische  Linie  des  dritten  Grades, 
die  fttrXs»0  in  eine  gewöhnliche  Parabel  oder  näherungsweise  für  schwache 
Biegung  in  einen  Kreis  übergeht 

Lassen  wir  nur  Y  und  Mx,  so  bleiben  nur  die  Constanten  a,  und  b, 
und  wir  würden  wie  oben  eine  Biegung  erhalten,  die  sich  Ton  der  obigen 
nur  durch  die  Lage  gegen  die  Axen  unterscheidet. 

3)  Ist  nur  Hi  vorhanden,  so  verschwinden  alle  Constanten  ausser  b/ 
und  wir  haben  es  mit  einer  Torsion  um  die  zAxe  zu  thun.  Die  hier  zu  er- 
örternden Gleichungen  sind  demnach: 

.,      -2(lH-iti)M,. 


(K»  +  , 


w= 


N,«0, 


,('+^. 


2(1  + 

Die  Gleichlingen  der  verschobenen  Fasern  sind: 

fdB' 


7)('~^} 


x'  =  x  +  b/z' 


y  + 


Von  diesen  ist  eine  in  ihrer  ursprünglichen  Form  gebUeben,  und  zwar  ist 
es  die,  deren  ursprüngUche  Coordinaten  sind 

und  im  festgelegenen  Querschnitt  verschwinden  mit  z  die  u  und  v. 

Zur  genaueren  Qiarakterisirung  der  Torsion  ist  zu  untersuchen  der 
Ort  aller  der  verschobenen  Fasern,  die  ursprünglich  einen  Kreiscylinder 
bildeten.   Sei  der  ursprüngUche  Cyhnder  gegeben  durch 
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Setzen  wir  nun  bei  Vernachlässigung  Glieder  höherer  Ordnung  in  den 
Parenthesen  der  Gleichungen  für  x'  und  y'  statt  der  x  und  y  die  wenig  da« 
von  verschiedenen  x'  und  y',  so  ergiebt  sich  aus  diesen 

Werden  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  ursprünglichen  Kreis- 
cyUnders  eingeführt,  so  erhalt  man  als  Gleichung  der  aus  demselben  ent- 
standenen Oberfläche 

r«-=(x'-  ay+(f-  ßf-2\'z'  ^ßx'-  ay'+(x'-  a)  {^"^ 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  hyperbolischen  (einschaligen)  Hyperboloids. 
Transformirt  man  diese  Gleichung  für  ein  anderes  Coordinatensystem,  so 
dass  die  laufenden  Coordinaten  g  und  ij  werden,  J=«x' — a  und  ija«y' — ß^ 
so  geht  die  Gleichung  über  in 

.-r.,.-.v.K.-H©.]-,[.-(|:)J|. 

Aus  dieser  Gleichung  sieht  man,  dass  der  Hittelpunkt  unserer  Ober- 
fläche in  dem  festen  Querschnitt  liegt  und  zwar  da,  wo  die  Cyhnderaxe 
denselben  schneidet. 

Ist  speciell  a  =  (75— )  ?  i*  =*  —  ( 3~ ) »  so  wird  die  Gleichung  wieder 

r'  =  (x'  —  af  4-  (y'  —  ß)\  also  wird  dann  die  Faser  nur  wenig  in  der 
Tangentialebene  des  Cylinders  verschoben.  Nach  der  oben  (*)  angegebenen 
Bedingung  ist  dies  also  der  Fall,  wenn  die  Axe  unseres  CyUnders  mit  der 
unveränderten  Faser  zusammenfitllt 

Die  Gleichung  der  früher  ebenen  Querschnitte  ist: 

also  sind  dieselben  im  Allgemeinen  gekrümmt  und  zwar  ist  wegen  B^  diese 
Krümmung  abhängig  vom  Querschnitt,  aber  sie  ist  für  alle  Querschnitte 
dieselbe,  denn  in  w  kommt  z  nicht  Vor. 

Von  Wichtigkeit  ist  endUch  noch  die  Bestimmung  des  Torsionswinkels 
Ü)  (§  68).  Wir  müssen  denselben  zunächst  ausdrücken  durch  u,  v,  w.  Wenn 
wir  Polarcoordinaten  einführen ,  ist  x  ==  r  cos  9),  y  =  r  sin  9)  nach  der 
Drehung. 

X  +  u  =  r  cos  (qp-f-!t)),  y-f- v  =r sin  (qp-fD)  und,  dal)  klein  ist, 

=  r  (cos  q)  —  !D  sin  qp),  =  r  (sin  qp  -f-  2)  cos  y),  also 

u  =  —  rD  sin  qp,  v  =  !Dr  cos  qp, 

=  — !Dy,  =Dx. 

Wir  beziehen  unser  J)  auf  die  unveränderliche  Axe,  setzen  also  nach 

(*)  statt  x  und  y  die  Grössen  x  —  (7^") »  Y  +  (■^) »  ^^^^  '^^ 
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u  — b/zy,    v  =  — b/zx, 
mithin 

b/z  — ©. 
Jeder  Querschnitt  erscheint  ateo  gedreht  um  einen  Winkel,  der  seiner 
Entfernung  z  von  dem  festen  Querschnitt  proportional  ist,  und  b/  selbst 
bezeichnet  den  Drehungswinkel  im  Abstände  1.  Wenn  1  die  ganze  Lainge 
ist,  so  bedeutet  b/1  die  Drehung  des  letzten  Querschnittes  gegen  den  ersten. 
4)  Ist  nur  X  vorhanden,  so  verschwinden  alle  Constanten  ausser  b, 
und  wir  haben  es  mit  einer  Verschiebung  zu  thun.   Dann  ist 

u  =  -b,[i^z(i«-y»)  +  j2'],      b..       ^ 


v^ b. 

w==  —  b, 


>»y2]. 


EqA" 


^<'-"^---©-(t).']- 


N-Ehxz    T    =-            Eb.       ^x'+(2-^)y*  ,   .   ae, 
N.-Eb.X2,  T„ 2(l+fi) 2  +''•■51' 

^-— 2|fer)<^+2)xy+b.|i. 

Sobald  wir  nur  den  Schub  berückächtigen,  so  haben  wir  nicht  N,  zu 
bedenken  imd  z  =s  0  zu  setzen,  denn  die  Schubkraft  greift  in  dem  zu  unter- 
suchenden Querschnitt  an,  es  ist  mithin  u  »»  0,  v  »a  0. 


w 


-^'b^-''H^)Mm- 


Die  Gleichung  des  nun  gekrümmten  Querschnittes  ist  demnach 

Für  einen  symmetrischen  Querschnitt  vereinfachen  sich  die  Betrach- 
tungen, da  l'^)  «:  0  ist,  aber  immer  ist  die  Krümmung  sowie  die  Grösse 

der  Spannung  noch  abhängig  von  der  Querschnittsform. 

Dasselbe  erhalten  wir  auch,  wenn  wir  Alles  ausser  T  verschwinden 


9*   Elliptisch  geformter  Querschnitt. 

Sei  gegeben  der  Querschnitt  durch  die  Gleichung 

x'        v' 

m«  ^  n«       ^' 

dann  ist  ^  1  y      x         . 

tgP  =  -^=^,:-,  =  smp:cosp. 

Unsere  Aufgabe  besteht  nim  darin,  die  Coefficienten  a,  /^  in  der  all- 
gemeinen Form  für  i2  in  7.  zu  bestimmen.  Die  zu  berücksichtigenden 
Glieder  in  dieser  Entwicklung  ergeben  sich  aus  den  Grenzbedingungen  (B.), 
die  nach  Einführung  von  m  und  n  folgende  Form  annehmen: 
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x_  aB'       2  OB»  _      M  _  i\ 

m»  "ST  "^  n»  "57  ~ '^y  l^n»      mV' 

X  OB,       y  aB.       fix*  +  (2-n)fx  xy* 

X   aB         y  aB  x»y       iiyMi^^l£m 

m»^  +  5"«ci7""^+2^^  + 2^? • 

Nach  6.  ist  B'  ungerade  für  x  und  y,  also  muss  B'  :=  ß^j  sein. 
Bj  ist  ungerade  in  Bezug  auf  x  und  gerade  auf  y  und  nach  den  Grenz- 
bedingungen ist  von  X  die  dritte  und  von  y  die  zweite  die  höchste  Potenz, 
mithin  ist 

B,  =  2ax  +  2a,(x*  — 3xy*). 
Diesem  analoge  Schlüsse  führen  zu 

B,  =  2/Jj-2A(y^-3x*y). 
Werden  dann  die  in  den  Grenzbedingungen  angedeuteten  DifTerentia- 
tionen  ausgefQhrt  und  die  erhaltenen  Werthe  eingesetzt,  so  erhält  man  aus 
der  ersten  Gleichung  nach  Division  mit  xy: 

Die  beiden  anderen  Gleichungen  geben,  wenn  man  die  Glieder  erster 

+(2-|u)y'x 


Dimension  mit  -^  4-  -^  »>  l  multiplicirt: 


^.['«(£+?)+««''"-'^]-"-S-^ 


2  m* 


+  (M  +  2)^\ 


ttf+{2  —  fi)x*Y 


+  (M  +  2)g 

und  hierin  dann  die  C!oefiBcienten  gleicher  Potenzen  auf  beiden  Seiten  ein- 
ander gleich  setzt 


m' 
2  a, 


--(^+1) 


iß. 


^a(p+Ä) 


m'n 
Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  giebt 


2  m»  ^ 

2  +  n 

2-M 
"    2n»    " 

,   2  +  /i 
'      m» 

,  m»[2m'(1+^)  +  n»]     ^^ m*(4  +  ^)+n»(2-^) 

''"'""  3m»  +  n»  '    ^"'  6(3m»H-ii») 

+  iu)+m»(2- 
6(3u»  +  m') 


-^         n»[2n'(l+/*)  +  ni*]      „/?    _    P'(4  +  iu)+m»(2 -^) 
^P'" 3n»  +  m»  '   ^^» 
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80  dass  endlich  die  Functionen  B',  B,,  B,  folgende  Wertbe  erhalten : 
,      m'  — n* 

R       m*[2m«(l+^)+n*]»-t[mM4+^)+n*(2-ft)(i*— 3y*x) 
"•""■  3m»+n»  ' 

„  _n«[2n'(l+^)+in']Y-nn«(4+iu)+m*(2-^)(y*-3i*y) 
*~  3n»+m» 

Diese  Formeln  vereinfachen  sich,  wenn  der  Querschnitt  ein  Kreis  ist, 
also  n  >B  m  BB  r,  in : 

B'— 0, 

(3+2M)r'i      x'-3y'x 

_  _(3+2/i)r*y      y*— 3x*y 
B,-. y-^. 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass  nach 
j  67,  14.  ist 

. m  n 

können  zunächst  die  von  dem  Querschnitt  abhängigen  Untersuchungen  von 
8.  vervollständigt  werden.  Für  eine  Biegung  erhalten  wir  demnach: 

EqAM-M, X^j+fiz-^ «_L____        j, 

Eqi*v-.|my(M,— Xz), 

nl«T    =-^_r     /^»'+(2-A«)y*  ■  m'[2m'(l+M)+n' 
'^^  *"      2(rML  2  "^         3ni«+n* 

K(44-m)+ n'(2  -|u)]  (x'-  y*)] 
2(3m»+n*)  J' 

„,.T ^      r     fu  I  21XV  I  K(4+i«)+n'(2-^)]xy-[ 

q;i»N,=-x(Xz— My). 

Die  Gleichung  der  ursprünglich  ehenen  Querschnitte  ist  nach  der 
Biegung  z'  =  z  +  w,  wenn  noch  M,  =  PI  und  X  =  P  gesetzt  wird, 

also  eine  Fläche  der  dritten  Ordnung,  welche  gegen  die  Biegungsebene 
symmetrisch  ist  und  von  den  Ebenen,  welche  der  Längsaxe  parallel  und  zur 
Biegungsd>ene  senkrecht  sind  (x'  constant)  in  Parabeln  geschnitten  wird. 
Setzt  man  My  =  P.l,  X  =  P,  so  erhält  man 

f L.  Fi  I»  -I-  »'»•[2m*(l  +  A^)  +  n'n 

Eq;i*L      "^  Sm'  +  n*  J 
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Hier  erkennt  man  leicht,  was  oben  schon  behauptet  Ist,  dass  das 
zweite  Glied  gegen  das  erste  verschwindet,  wenn  die  Querdimensionen  m 
und  n  klein  gegen  1  sind. 

Für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  erhalten  y/ir: 

Die  in  der  vorigen  Nummer  noch  unbestimmt  gebliebenen  Ausdrücke 

für  die  Torsion  lassen  sich  nun  auch  vervollständigen. 

m*  ^—  n* 
Da  B'«s— T— — ;  xy  ist,  so  erhalt  man 
m*  +  n*    '  ^ 

_  (m*  — p*)* 
4(in»+n»)*'' 
also  .,_       2(1  +iu)M.(iii*+n'') 

und  dann 

Eq  m»n*    ^'  ^»  =  "' 

2(1+^)M.  m«  +  B*_  „  2M,y 

Eq  m»n»    "'  ■» ^' 

2(1+^)M.  m«-n«  _2M.x 

Eq  m»-|-n«^y'  *^ Si^' 

Für  einen  kreMbnnigen  Querschnitt  vereinfachen  sich  diese  Fonnehi 
weiter,  weil  m  :=  n  =  r  ist,  in : 

Eqr»        ^'        "»=^^ 
4(1+^)  M.                                  2M.y 
EiP^^"'  T» JS^' 

w  =  0,  •  T„  =  l?i:^. 

r'q 
Der  Drehungswinkel  5)  =  b,'z  ist  dann 

j) 2(l+l<)M,(m'+n') 

Eqni»n'  ^' 

folglich,  wenn  M,  =  Pa  und  S>i  der  Drehungswinkel  am  Ende  des  Stabes  ist, 

Tu 2(l+^)P.a(ni«+n'). 

Eqm'n»  ' 

oder  mit  Berücksichtigung  von  §  73,  3.: 

Pa  =  Gq 


m*n*    I)| 


m*+n*    1 
und  für  den  Kreis      p,^^X.^  =.iG^^^ 
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Die  Gleichung  der  verschobeneii  Querschnitte  ist 

^  Eq  m*+n*     ^ 

und  für  den  Kreis  z'  »>  z, 

also  bleibt  für  kreisförmigen  Querschnitt  derselbe  eben.    Im  Allgemeinen 
wird  der  verschobene  Querschnitt  in  eine  Fläche  zweiter  Ordnung'  über- 
gehen und  zwar  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 
Für  den  Schub  erhalten  wir  demnach: 

j   r  m«[2mXl+iu)+n«]x-[m'(4+Ai)+n^2-/i)]5^=|^ 


T„  — 


X /ix'+(2— |u)y« 


2qXm+fi)  2 

j    m«[2mM-h/i)+n«]-[mM4+iu)+n«(2-iu)5^ 

"*"  E^  3m*  +  n*  ' 

T  X  (nl2)xTl      ^      [m'(4+iu)+PM2-M)]YX 

Die  Gleichung  des  gekrümmten  Querschnittes  ist  dann  vom  dritten 
Grade. 

10.   Rechteckförmiger  Querschnitt 

Der  Querschnitt  sei  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  2  b  parallel  der  y  Axe 
und  2  c  parallel  der  xAxe,  dann  ist  in  allen  Punkten  des  UmTangs  über 
2b:    C08p«=±l,    sinp-nO         x=«  +  c. 
2c:     cospa.0,         8inp-«  +  l     y— +  b. 

für  2b:  ^  — —  y,  für  2c:  ?^  — x, 

Zur  Bestimmung  der  a  und  ß  dient  wiederum  die  Untersuchung  Ober 
das  Gerade  und  Ungerade  der  Functionen  B  in  Bezug  auf  x  und  y.  Wir 
können  demnach  setzen: 

B'  -  2  o/x  +  2  /?/y  +  ftxy  +  8  Ax»y  -  8  ß,xf, 
B,  -=  2  o,x  +  2  o,x»  —  6  o,xy», 
B.-.2/?,y  +  6Ax'y-2/?,y». 
Die  Differentiation  mit  Berücksichtigung  der  Grenzbedingungen  giebt 
dann: 
für  x  =  +  c :   2  o,'  +  A»  +  24 /J,c»y  _  8  Ay»  =  —  y, 

2„.  +  6«,c«-6a,y«-^lH!±.^±^, 

.    12/9,cy  =  0"  +  2)cy, 
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fiiry=-  +  b:    2/!//  + Ax  +  S/J.i*— 24/?,b»x-=x, 
—  12c,bx-=(^  +  2)bx, 

Diesen  Gleichungen  kann  nicht  gleichzeitig  genügt  werden;  denn  setzt 
man  nach  der  ersten  /^4  «=  0,  so  würde  folgen  /?, »»  —  1,  aber  gleichzeitig 
aus  der  vierten  Gleichung  ß^^^+l.  Dieser  Widerspruch  würde  nicht  ge- 
hoben, wenn  man  bei  der  Entwickelung  von  i2(xy)  in  7.  noch  mehr  Glieder 
nähme.  Wir  entfmien  denselben,  indem  wir  den  Coefficienten  von  y'  in 
der  ersten  Gleichung  von  dem  von  x'  in  der  4.  Gleichung  von  ß^  verschieden 
gleich  y  setzen.  Das  dann  gewonnene  Resultat  ist  demnach  nach  der  allge- 

meinen  Bedingungsgleichung  — ß  t      H ^  \     «-  0  zu  prüfen.  Nun 

finden  wir 

»  12    '       '^'  12    ' 

P«  2        '  '^'  b»  +  c*'    '^»  12    '  '^*  I2(b»-|-c»), 

Man  erhalt  also  endlich : 

b*  +  c«    y       '(b*4.c*)^'b*  +  c«' 
B,-=c«(l+iu)x  — i(^+2)x»  +  i(^  +  2)xyS 
B,— b*(l+iu)y  +  i(/i+2)x«y-iOu  +  2)y', 
wobei  aber  nach  der  obigen  Bemerkung  zu  setzen  ist 

dW      c«  — b*         ^     x«y 

-5— =rr-; — «Y  —  2.,   /   ,  und 
dx       b*  +  c*^         b*+c* 

gB^      c'— b'         ^     y«x 

ST      b»  +  cV^  +  ^b*  +  c** 

Dass  die  obige  Berechnung  vorgenommen  werden  kann,  ergiebt  sich 

nun  durch  Ausführung  der  Differentiation. 

Diese  erhaltenen  Werthe  können,  wie  es  in  9.  geschehen  ist,  in  den 

verschiedenen  Fällen  eingesetzt  werden. 

11.   Maximalbelastung. 

Die  Gleichung  §  64,  10.,  welche  die  Hauptspannungen  giebl,  reducirt 
sich  für  unsere  Fälle,  da  N,  =  N,=  Txy  =  0  ist,  auf: 
p»  _  N,P«  —  (Th  +  TJ.)  P  —  0. 
Daraus  folgt,  dass  eine  der  Hauptspannungen  verschwindet,  wir  ako  mit 
unserer  Untersuchung  auf  §  64,  14.  3)  zurückkommen. 

Die  Grössen  der  beiden  anderen  Hauptspannungen  sind  gegeben  durch 

P«_N3P_(T«,  +  T?.)  =  0. 
Aus  der  Form  dieser  Gleichung  geht  hervor,  dass  die  Wurzeln  der- 
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selben  ako  die  Hauptspannungen  entgegengesetzte  Werthe  haben;  die  eine 
ist  demnach  ein  Druck,  die  andere  ein  Zug.  Sie  sind 


P,  =  y'  +  J/Th  +  TJ,  +  ^. 


Je  nachdem  N,  positiv  oder  negativ  ist,  also  je  nachdem  der  Körper  in 
der  Längsrichtung  gezogen  oder  gedrückt  wird,  ist  die  positive  oder  nega- 
tive Hauptspannung  die  grösste.  Die  Lage  der  Hauptspannnng  findet  man 
nach  S  64,  10.,  wenn  man  bedenkt,  dass  ist 

-||  =  3P'-2N,P-(Ti+T,%), 

_P«4.fpi_N,P-(TJ.  +  T?,)]  +  P*-N,P, 
=  P'  +  T|.  +  T?., 


cosp,  =  T„:f/PJ  +  T»,  +  T: 


cos  q,  —  Ty, :  f/Pf  +  T?«  +  T?, , 
cosr,  =  P,  :V^PJ4-Tj,  +  T*x. 

Ebenso  findet  man  p,,  q,,  r,. 

Vereinfachungen  treten  ein,  wenn  nur  eine  Normalkraft  vorhanden  ist; 
dann  ist  P*  —  N,P*  =  0  und  selbstverständlich  P  =  N,. 

Bei  der  Torsion  ist  N3  =  0,  mithin  P*  =  (Tfi  +  T',),  also  werden  wir 
dann  auf  den  Fall  §  64,  14.  4)  kommen. 

Erwähnenswerth  ist,  dass  auch  in  dem  allgemeinen  Fall  an  bestimmten 
Punkten  des  Körpers  N3  —  0  ist,  denn  nach  dem  Werth  von  N3  in  (C.)  ist 
N,  =  0 ,  wenn  0  =  a  +  a,x  +  e,y  +  z  (b,x  +  b,y)  ist.  Diese  Gleichung 
repräsentirt  eine  Fläche  zweiten  Grades  und  zwar  ein  hyperbohsches  Para- 
boloid,  denn  jede  Ebene  parallel  der  xy Ebene,  alsoz  =  Const.  schneidet 
die  Fläche  in  einer  Geraden. 

Da  also  die  grösste  Spannung  in  einem  Punkte  eintritt,  ftlr  den  die 

N         1/  '         N* 

absoluten  Grössen  y  und  1/  T|,  +  TJ,  +  -^  ihre  grösslen  Werthe  er- 
langen, so  sind  diese  Grössen  nun  zu  untersuchen.  In  den  hier  vorkommen- 
den Spannungen  ist  aber  nur  in  N,  die  Lftngendimension  z  enthalten,  und 
zwar  hat  N,  nach  (C.)  die  Form  A  +  Bz,  ako  erreicht  N,  jedenfalls  an  dem 
Endquerschnitte  sein  Maximum.  Wo  aber  in  diesem  Querschnitte  der  Punkt 
ist,  fttr  den  die  Spannung  am  grössten  ist,  hängt  voni  allen  Spannungen  ab 
und  damit  von  der  Querschnittsform.  Ist,  wie  bei  der  Torsioa,  N,  =  0,  so 
ist  die  Hauptspannung  ein  Max.  f(ir  bestimmte  x  und  y,  aber  beUebige  z,  es 
giebt  also  dann  keinen  geföhrUchen  Punkt,  sondern  eine  gefährliche  Faser. 
Dasselbe  tritt  ein,  wenn  b^  =  b,  =  0  ist,  denn  dann  ist  ebenfalls  N,  unab- 
hängig von  z,  dies  ist  aber  nach  6.  der  Fall,  wenn  X=Y=0  ist,  ako  wenn 
die  auf  den  letzten  Querschnitt  resultirende  äussere  Kraft  senkrecht  auf  den 
Querschnitt  wirkt 
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1)  Ist  nur  Z  vorhanden,  also  giebt  es  nur  Zug  und  Druck  am  End- 
querschnitt, so  ist  N3  constant.  Man  hat  also  keinen  besonders  gefährlichen 
Punkt. 

2)  Biegung.  Auch  hier  ist  nur  N,  besonders  zu  berücksichtigen,  denn 
in  den  anderen  Spannungen  sind  die  Querdimensionen  des  Stabes  enthalten, 
welche  gegen  die  Länge  verschwinden.  Es  ist  aber  nach  8. : 

N,  =  jJ.[X.z-M,]  oder  ^,(1-2), 

folglich  erreicht  N,  sein  Maximum  bei  z  »=  0  und  x  »s  c.  Der  vom  Schwer^ 
punkt  am  weitesten  entfernte  Punkt  des  Endquerschnittes  ist  also  der  ge- 
fährliche Punkt  

8)  Torsion.  Nach  8.  ist  hier,  weil  N, ««  0,  zu  untersuchen  f/TJj  -j-TJ,, 
das  ist  E b/     1  //     .   öB'\«      /       'W\^ 

a)  Der  Querschnitt  sei  eine  Ellipse,  dann  ist  nach  9.: 


.  2M,l/f       x^ 

K  1 X,  +  1  yx  —  —  p/  -4  +  ^ » 


q 

also  ist  das  Maximum  zu  suchen  von 

y*m^  +  x*n*. 
Da  dieser  Werth  für  zunehmende  x  und  y  grösser  wird,  so  liegt  unser  Max. 
jedenfalls  am  Umfang.  Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  ist 
X  =  m  cos  9),  y  »s  D  sin  9?  (§  67,  14.  6)),  so  dass  unser  Ausdruck  sich 
umformt  in  m*  sin^qp  +  ^*  cos'qp.  Dieser  aber  wird  zum  Maximum,  wenn 
cos  9)  sin  9  =  i  sin  2  9) :»  0,  also  wenn  9)  =  0  und  9)  »=  90®  ist,  d.  h.  an 

den  Enden  der  Axen.     Die  Einsetzung  der  Werthe  giebt  für  9) »»      , 
X  =       y  =    ,  die  ganze  Spannung  |/TJg+Ty„ '     ,  da  nun  ist 

—  <<  — ,  so  findet  die  grösste  Spannung  am  Ende  der  kleinen  Axe  statt. 

Ist  der  Querschnitt  ein  Kreis,  so  ergiebt  diese  Rechnung,  dass  alle 
Punkte  des  Umfangs  gleich  gefähiüch  sind. 

b)  Ist  der  Querschnitt  ein  Rechteck,  so  ist  der  gefährliche  Punkt  jeden- 

falls  am  Umfang.   Setzen  vnr  die  in  10.  angegebenen  Werthe  von  -^  und 

^ßf  /         e* b*  x*y   \* 

-yr-  ein,  so  ist  der  Punkt  zu  suchen,  für  den  ( y  +  tt-; — :  y  —  2  ,^  .    , ) 
dy  V    '    b*+c*''         b*+C7 

/        c*— b*  Y*x   \2 

+ 1  X  —  rri — i  X  —  2  r— — z )    zu  einem  Maximum  wird.    Statt  dieses 
'   \        b*  +  c*  b*+c7 

Ausdruckes  bleibt  nach  einer  einfachen  Transformation  die  Formel: 

y*(c*  — x»)«+x*(b*  — y*)*. 

Man  findet  dann,  dass  das  für  y  »=  b  ein  Max.  ist,  wenn  x  «:  0, 

.x  =  c-      -      -        -y  =  0. 

Es  befindeh  sich  also  die  gefährlichen  Punkte  in  den  Mitten  der  Seiten. 
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B.    Die  QuertUmensionen  des  Stabes  seien  so  gering,  dass  es  nickt  mehr 

erlaubt  ist,  die  Verschiebung  des  Ganzen  für  klein  zu  halten,  wenn  auch 

die  der  Elemente  in  sich  klein  sind. 

!•     Verschiebungen   und  Spannungen  des  Längselementes 
eines  dünnen  Stabes. 

Bei  Lösung  unserer  Aufgabe  ist  vor  Allem  zu  bedenken,  dass,  wenn 
auch  die  Veränderungen  a,  ß,  y^  q>^%^\pxa  dem  unendlich  kleinen  Parallel- 
epipedum  sehr  klein  bleiben,  doch  die  Verschiebungen  des  ganzen  Stabes,  die 
aus  der  Addition  der  kleinen  Verschiebungen  entstehen,  gross  werden  können. 
Dann  dürfen  also  die  im  Früheren  entwickelten  Gleichungen  nicht  unbe- 
dingt angewendet  werden,  da  dort  Produkte  und  Quadrate  von  u,  v,  w  ver- 
nachlässigt worden  sind.  Die  vorhin  aufgestellten  Gleichungen  bleiben  nur 
anwendbar  auf  die  Verschiebungen  innerhalb  der  Elemente,  in  die  man  sich 
den  ganzen  Stab  zerlegt  denken  kann.  Diese  inneren  Verschiebungen  eines 
kleinen  Körpers  sind  nach  Kirchhoif  nur  abhängig  von  den  Kräften,  welche 
auf  seine  Oberfläche  vnrken,  nicht  aber  von  denen,  welche  auf  das  Innere 
wirken,  vorausgesetzt,  dass  die  letzteren  nicht  gegen  die  ersteren  ausser- 
ordentlich gross  sind.  Dies  ist  die  Uebertragung  der  Vernachlässigung  von 
$  64,  1.;  denn  auch  hier  ist  das  Körperelement  unendlich  klein  gegen  das 
Oberflächenelement  und  es  unterscheiden  sich  die  im  obigen  Satz  enthalte- 
nen Kräfte  durch  Factoren  derselben  Beschaffienheit.  Hiermit  ist  auch  zu- 
gleich die  im  Satz  berührte  Ausnahme  begreiflich.  Die  äusseren  Kräfte 
hängen  ab,  wenn  wir  von  den  Kräften  auf  die  freie  Oberfläche  absehen,  von 
den  Spannungen,  die  von  dem  benachbarten  Stück  herrühren,  und  können 
somit  auch  durch  die  Kräfte  auf  das  Innere  des  ganzen  Körpers  beeinflusst 
werden.  Wir  behandeln  nun  zunächst  einen  geradlinigen  Stab,  der  überall 
gleichen  Querschnitt  hat,  und  denken  uns  denselben  aus  Längselementen 
zusammengesetzt.  Diese  Elementencylinder  werden  nach  dem  Obigen  nur 
angegriffen  von  Kräften  auf  die  ebenen  Endquerschnitte,  welche  von  den 
benachbarten  Theilchen  herrühren,  während  auf  die  krumme  Cylinderober- 
fläche  wie  auf  das  Innere  des  Elementes  keine  Kräfte  wirken.  Die  Aufgabe 
für  das  Element  fällt  nun  ganz  zusammen  mit  der  des  Problems  Anhang  1, 4., 
denn  die  dort  angenommene  Vertheilung  der  äusseren  Kräfte  ist  hier  erftlDt, 
da  die  Querschnitte  sehr  klein  sind.  Es  gelten  demnach  für  ein  Längs- 
element die  Gleichungen  in  4.  In  Bezug  auf  die  Lage  des  Coordinaten- 
systems,  auf  welches  jedes  Element  bezogen  wird,  ist  noch  Folgendes  zu 
bemerken.  Der  Anfangspunkt  liege  im  Schwerpunkte  des  Querschnittes, 
durch  den  das  verschobene  Element  mit' dem  Früheren  zusammenhängt,  die 
positive  z  Axe  sei  die  Tangente  der  Curve,  welche  die  Schwerpunktslinie  des 
Elementes  bildet.  Da  ferner  der  nächste  Punkt  der  zAxe  in  dieser  bleiben 
soll,  so  muss  daftlr  u  und  v  verschwinden,  es  ist  mithin  für  x  =y  ==  z  =  0 
auch  u  =  v==w=0  und  für  x  =  0,  y  =  0,  z  =  dz'ist  u  =  v  =  0. 
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Berücksichtigen  wir  diese  Bedingungen  und  bedenken,  dassdz\  dz^..  gegen 
dz  verschwinden,  so  werden  von  den  Constanten  in  4.,  S.  74  verschwinden 
bj'  und  \''.  Die  Lage  der  xAxe  werde  so  bestimmt,  dass  sie  die  Curve  in 
ihrem  Anfangspunkt  berührt,  welche  man  erhält,  indem  man  die  eine  ge- 
bogene Hauptaxe  projieirt  auf  die  zur  zAxe  senkrechte  Ebene.  Dann  ist 
selbstverständlich  die  yAxe  die  Tangente  an  die  Projection  der  gebogenen 
anderen  Hauptaxe.  Um  zu  6nden,  welche  von  den  Ck)nstanten  in  4.,  S.  74 
ausser  b,^  und  b,^'  verschwinden,  gehen  wir  vom  Anfangspunkt  zum  benach- 
barten der  xAxe,  dann  zum  benachbarten  der  yAxe,  also  zu  den  Punkten 
dx,  0,  0  und  0,  dy,  0.  Dann  ist  nach  4.,  S.  74. 

u  =  —  ^(adx  +  iajdx*),        v  =  —  a/dx  und 
u  =  a/dy,  V  =  —  /i  (adx  +  i  a^dy*). 

Da  hierin  die  GUeder  mit  dx'  und  dy'  von  selbst  verschwinden  sollen ,  so 
wird  durch  die  festgesetzte  Lage  des  Coordinatensystems  bestimmt,  dass 
a/  =  0  ist. 

Für  die  hier  zu  untersuchenden  Werthe  der  u,  v,  w  und  der  Spannun- 
gen bleiben  also  nach  (C)  die  Ausdrücke: 
u  =  -iu(ax  +  ia,[x*  — y«]  +  apLy)  — |uz(ib,[x«-y«]  +  bp[y) 

H-b/yz  — ia.z*  — ib,z», 
V  =  —  ju  (ay  +  a,xy  + 1  a,  [y*—  x*]  —  /iz  (b,xy  + 1  b,  [y«  —  x*]) 

—  b/xz  —  i  a^*  —  i  bjZ*, 
w=  z  (a  +  a,x  +  a,y)  —  b,x  [f—  i  z*]  —  b,y  [x«  — i  z«]-hß(x,y), 
N.  =  N,  =  T,,=  0, 
N3  =  E  [a-f  a,x  -h  aj  +  z  (b,x  +  bj)], 


T„  = 


2(l+iu)L 
E 


-b^x-b^y'+^^-^^^ 

JJ|  A         Ji, 


-(iu+2)b.xy+^' 


(E.) 


'''»■^="2(1  +  ^) 

Diese  Werthe  gelten  aber  nur  für  kleine  Werthe  von  x  und  y,  da  die 
Querdimensionen  des  Stabes  klein  sein  sollen ,  und  auch  nur  für  kleine  z, 
da  es  sich  nur  um  ein  Längselement  handelt. 

Betrachten  wir  einen  Querschnitt,  der  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen 
symmetrisch  ist,  und  bezeichnen  die  auf  den  Endquerschnitt  des  Elementes 
wirkenden  Kräfte  mit  X,  Y,  Z  und  die  Momente  mit  Hx,  My,  M,,  welche 
Werthe  für  rerschiedene  Querschnitte  im  Allgemeinen  verschieden  sind,  so 
ist  nach  6.: 


X  Y 


Eq' 


M, 


3»  =  i 


M. 


v= 


M. 


,  wo^*==- 


"■       Eq;i"     "»~Eqx" 


E^V"^'-        2(l+/i)| 
Um  die  Dimensionen  dieser  Constanten  zu  beurtheilen,  kommt  es  be- 
sonders auf  deren  Nenner  an ,  da  die  Zähler  im  Allgemeinen  von  derselben 
Ordnung  sind.  Die  Nenner  von  b,,  b,.  a,,  a^  sind  von  derselben  Ordnung, 
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der  von  a  ist  aber  um  zwei  Dimensionen  grösser,  mithin  ist  a  gegen  b^ ,  b, , 
a^,  a,  sehr  klein,  wenn  nicht  Z  sehr  gross  ist.  Die  Grösse  ^*  im  Nenner 
▼on  b/  enthtit  zunächst  x'  und  il',  aber  ist  ausserdem  noch  von  B'  abhängig. 
Diese  Funktion  ist  zwei  Bedingungen  unterworfen.  FOr  den  ganzen  Quer- 
schnitt ö»B'  ,  d^W      ^ 

und  an  der  Peripherie 

8B'*  ,  dV   . 

•jj--  cos  p  +  3-  sm  p  ==  X  sm  p  —  y  cos  p. 

Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen  x««  6X^  y»'<y^  wo  $  eine  Zahl  bedeutet, 
die  voii  der  Dimension  x,  y  ist,  während  demnach  x^  f  endliche  Grössen 
sind,  so  wird  die  Umfangsbedingung 

^-f  cos  p  +  ^  sm  p  ==  «  (x'  sm  p  —  y'  cos  p). 

Aus  dieser  und  auch  aus  der  ersten  Gleichung  für  B'  verschwindet  aber  «, 
wenn  man  setzt  B'  -=»  €*(B/,  man  darf  daher  (B/  ak  überall  endlich  be- 
trachten. Es  ist  demnach  B'  von  der  Ordnung  a*,  die  Differentialquotienten 
auch,  mithin  ist  ^'  von  derselben  Ordnung  wie  X*  und  x^  also  b/  von  der- 
selben als  b,,  b„  a^,  a,. 

Setzen  wir  nun  in  die  Ausdrücke  der  Verschiebungen  u,  v,  w  aus  Glei- 
chung (E)  die  eben  gefundenen  Werthe  der  Constanten  ein,  so  eiiiält  man: 

_i_M  ^(^'— y*>+'*  .  M  y^ 


Eqy-[-i«Zy]-|^zXg+/izYl^  +  i2Yj|+/iM,H 


fl{X*—f)  —  Z*  xz 


MF-) 


—  ™y  ^  i-  "i  ^  -"  "«  ^• 

Wenn  nun  die  Componente  Z  nicht  vorwiegend  gross  ist,  verschwinden 
die  Grössen  in  [],  und  wenn  die  X,  T  nicht  vorwiegend  gross  sind,  ver- 
schwinden die  Grössen  in  { },  weil  dann  die  in  den  Parenthesen  enthaltenen 
Grössen  gegen  die  Glieder,  welche  nur  die  Momente  enthalten,  ak  ver- 
schwindend klein  zu  betrachten  sind. 

2.   Bedingungen  für  die  Continuität  des  Körpers. 

In  1.  ist  jedes  Element  des  Stabes  auf  ein  besonderes  Coordinaten- 
system  bezogen  worden.  Es  soll  nun  allen  diesen  einzelnen  Syst^nen  ein 
im  Raum  festes  zu  Gninde  gelegt  werden  und  zwar  das  durch  das  erste 
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Element  des  Körpers  gelegte  System.  Dann  soll  untersucht  werden,  ob  die 
gefundenen  Verschiebungen  yereinbar  sind  mit  der  Bedingung,  dass  die 
einzeben  Elemente  einen  ganzen  Stab  bilden.  Seien  §,  i},  ^  die  Coordinaten 
des  jedesmaligen  Anfangspunktes  des  Elementencoordinatensystems  bezogen 
auf  das  feste  System,  %'fz'  die  Coordinaten  eines  Punktes,  dessen  Elemen- 
tencoordinaten  x,  y,  z  sind,  in  Bezug  auf  das  feste  Raumsystem.  Dann  ist, 
wenn  die  Winkel  der  Coordinatenaxen  gegen  einander  bezeichnet  sind  mit 
xx%  yx',  etc. : 

^^  ^^  x*v 

x'  =  5  -j-  X  cos  xx'  +  y  cos  yx'  +  z  cos  zx', 

y^  y^  y^ 

y'  =  ij  -|-  X  cos  xy'  "t-  y  COS  yy'  +  z  cos  zy',  (a.) 

y^  <y>K  y^ 

Z'  «B  ^  +  X  COS  XZ'  +  y  <^0S  y*'  +  Z  COS  zz'. 

Nach  der  Verschiebung  geht  x,  y,  z  über  in  x  +  u,  y  +  v,  z  +  w,  also 
sind  die  Coordinaten  des  verschobenen  Punktes  in  Bezug  auf  das  feste 
System. 

x*v  X\  XS. 

x'  =*:  I  +  (x  +  u)  COS  xx'  +  (y  +  ^)  <5ö8  y^'  +  (2  +  w)  cos  zx', 

y^  y^  y\, 

y'  s«:  ij  +  (x  +  u)  COS  xy'  +  (y  +  v)  cos  yy'  +  (z  +  w)  cos  zy%  (b.) 

x\  y^  ^y\. 

z'  —  ^  +  (x  +  u)  cos  xz'  +  (y  +  v)  cos  yz'  +  (z  +  w)  cos  zz'. 
Bezeichnen  wir  mit  s  die  Länge  des  Stabes,  so  müssen  $,  17,  ^  und 
auch  cos  xx',  cos  xy' . . .,  die  von  einem  Element  zum  anderen  veränderlich 
sind,  Functionen  von  s  sein.  Wir  können  nun  auf  zwei  verschiedene  Arten 
von  einem  Punkte  des  Stabes  zum  nächstfolgenden  konunen,  einmal  näm- 
lich, indem  wir  in  den  Coordinaten  eines  Punktes  z  in  z  +  dz  verwandeb, 
dann  auch,  indem  wir  den  Punkt  auf  das  Raumcoordinatensystem  beziehen 
und  also  z  ungeändert  lassen,  aber  von  s  zu  s  +  ds  übergehen. 

Je  nach  diesen  beiden  Arten  des  Fortgangs  sind  die  Coordinaten  des 
Punktes,  welcher  dem  Punkte  x\  y',  z'  benachbart  ist,  entweder 

x'  +  ^'dz,       y'  +  ^di,       z'  +  ^dzodw 

x'  +  ^'dS,  y'  +  ^ds,  2'  +  |Jd8, 

wo  dz  und  ds  die  Entfernung  der  betrachteten  Punkte  in  ihrer  natürlichen 
Lage  ausdrücken,  also  dz  =s  ds  ist. 

Die  Continuität  des  Stabes  ist  nun  offenbar  gewahrt,  wenn  die  obigen 
beiden  Fortschreitungsarten  auf  denselben  Punkt  führen.  Es  muss  also  sein 
öx'^öx'     öy'^öy'     öz[^az' 
^        oi^'    ^       ^'     dz       ^' 
Die  Ausführung  der  angedeuteten  DifiTerentiation  giebt  also  die  ge- 
suchten Bedingimgsgleichungen  für  die  Continuität 

^,dvL  ,        -^.öv  ,        ^/A   .  öyf\     d§  ,   .    ,    .dcosxx' 


^.dn  ,  ,    ,    .dcosyx'  ,        -^,d\  ,  ,    ,     .dcoszx'  ,       -^,öw 
+co8xx'^+(y+v)-5^+co8yx'^+(z+w)-^^+coszx'^ 


(c.) 


Klelo,  Theorie  der  ElasUcItftt  etc. 
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und  zwei  andere  Glekhangen,  die  aus  dieser  barvorgehen ,  wenn  wir  ver- 
Uuschen:  x',  §  mit  /,  iy  und  -d  f. 

Diese  Gleichungen  schreiben  sich  einfacher ,  wenn  wir  folgende  Be- 
zeichnung einführen : 

^  y-^  y^  "^ 

cosxx'a«a,,    co8yx'=«a,,    coszx'  — a, 
co8xy'-=/J,,    cosyy'-^A»    coszy'  — /?, 

y^  •"^  ^^ 

cos  xz' »«  y, ,    cos  yz'  ^  y„    cos  zz'  ■«»  y. 
Die  drei  Gleichungen  (c.)  vereinfachen  sich  zunächst  dadurch,  dass  die 
neun  cos  von  einander  abhängig  sind,  denn  es  gih  bekanntlich: 
a?  +  /»J  +  y?— 1,       0,0 +/»^.+  y,y  —  0, 
o?  +  /j;  +  ^— 1,        o«.  +/?/?,  +yy, —0, 

Diese  Gleichungen  geben  dann  durch  Differentiation: 


da,  d/J, 


<»y. 


''•■d^  +  '*'^"^^'ds 
"»ds^'^^ds^^* 


ds 
dy 


-0, 
■0, 
■0, 


>(d.) 


d«.  .   ö  «J/*.  ,       dy,  /    da  ,   -  d/J   ,       dy\ 

wo  r, ,  r,,  r  als  neue  Bezeichnungen  eingeführt  sind. 

Eine  weitere  Vereinfachung  erhalten  die  Gleichungen  (c),  wenn  man 
mit  a  die  Verlängerung  oder  Verkürzung  der  Längeneinheit  des  Elementes 
bezeichnet,  so  dass  also  ds  übergeht  in  ds  (1  +  o).  Die  Projectionen  des 
yeränderten  Elementes  der  Schwerpunktslinie  auf  die  Raumcoordinaten 
sind  d|,  dl},  d^  und  die  ursprünghche  Länge  ds.  Diese  Länge  ds  ist  ge- 
worden ds  (1  -|-  o\  mithin  deren  Projectionen  auf  die  Raumcoordinaten : 

ds(l +  (j)a,    ds(l+(j)/y,    ds(l  +  a)y, 
mithin  ist  unter  Vernachlässigung  der  kleinen  Grösse  a: 

Die  drei  Gleichungen  unter  (c.)  können  wir  nun  so  transformiren,  dass 

wir  jp,  3-,^  ^  allein  erhalten.  Wir  erreichen  dies  zunächst  für  ^5-,  wenn 

wir  dieselben  respective  multipliciren  mit  a,  /?,  /,  dann  addiren  und  be- 
rücksichtigen die  Bedingungen  (d.).    Die  entsprechenden  Multiplicationen 

und  Additionen  geben  dann  die  Werthe  -k-  und  tt* 

^  dz         dz 
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Das  Resultat  dieser  Vereinfachung  ist : 

di  """5^+^  (y  +  v)  — r.(z  +  w), 

Air  Ä 

^  =^  +r,(z  +  w)  — r  (x  +  u),  (e.) 

^  =-^ +>•«  (X +  u)  —  r,  (y  +  V)  +  a. 
Da  nun  u,  v,  w  ganze  algebraische  Functionen  von  z  sind,  so  müssen 
sich  die^,  ^,  -jj-  um  eine  Ordnung  kleiner  Grössen  gegen  die  u,  v,  w 

erniedrigen.    Dies  mrd  aber  im  Allgemeinen  von  3-,  tt  ?  ~7-  ^^^^  gelten, 

CS      CS      CS 

es  können  demnach  in  ui^eren  Gleichungen  die  letzteren  Grössen  gegen 
die  ersten  wegfaUen.  Auch  können  die  u,  v,  w  gegen  x,  y,  z  vernachlässigt 
werden.  -Es  bleiben  demnach  als  Continuitätsbedingimgen  statt  der  Glei- 
chungen (c.)  folgende  einfachere : 

dn  öv  d\v  .  ,^x 

g^  =  ry-r,z,    .^^v,z-rx,   ^  =  r,x-r,y  +  a.  (f.) 

Führt  man  hier  die  Werthe  von  u,  v,  w  aus  1.  (F.)  ein,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wii*  zunächst  die  in  Parenthesen  stehenden  Werthe  vernachlässigen, 
nach  Gleichsetzung  der  CoefBcienten : 

**'         r__^_      r— —  i  (G) 


Berücksichtigt  man  die  Parenthesen  [  J,  so  erhält  man  noch  a^^ «-,  (G.) 

wo  also  Z  gross  gegen  Mx,  My  und  Ms  ist. 

Diese  Ausdrücke  zusammen  gehalten  mit  denen  von  Anhang  1, 6.  sagen, 
da  wir  durch  Vernachlässigung  der  Parenthesen  {}  annehmen,  dass  die  X, 
Y,  Z  klein  sind  gegen  die  Momente,  dass  abgesehen  vom  Vorzeichen  r^  und 
r,  die  reciproken  Werthe  der  Krümmungshalbmesser  derjenigen  Curven  be- 
deuten, die  wir  aus  der  Projection  der  SchwerpunktsUnie  auf  die  durch 
die  Axe  des  Elementes  und  je  eine  Hauptaxe  des  Querschnittes  gelegte 
Ebene  erhalten. 

Um  die  Bedeutung  von  r  zu  finden,  müssen  wir  zu  Anh.  I,  8.  zurück. 
Es  ist  dort  der  Torsionswinkel  eines  Stabes  von  der  Länge  1  ausgedrückt 
durch  b/1.  Wir  haben*  hier  ein  Element  von  der  Länge  ds,  mithin  ist  die 
Torsion  des  Elementes  b/ds  d.  i.  rds,  also  ist  r  der  Torsionswinkel  des  Ele- 
mentes ds. 

Es  muss  noch  untersucht  werden,  wie  sich  die  Gleichungen  gestalten, 
wenn  die  {}  in  (F.)  nicht  vernachlässigt  werden  dürfen.  Sollen  diese  Gheder 
Berücksichtigung  finden,  so  müssen  wir  die  oben  gemachte  Voraussetzung 

aufgeben,  dass  t^,  a  ,  -3-  von  derselben  Ordnung  bleiben  als  u,  v,  w  und 

viehnehr  annehmen,  dass  in   diesen   Differentialquotienten   die  Glieder 

7* 
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•T^,  -.-  sehr  gross  werden  gegen  r,  und  r,.    Man  erhalt  dann,  indem  man 
ds     ds 

in  den  Gleichungen  (e.)  die  betreffenden  Glieder  Ton  7^"^  ^^  Tf  zurOck- 

behäh:  Ar,      ^_     dr,      __¥_ 

ds'^Eqi«'    ds^Eqi** 
Dies  würde  demnach  heissen,  wenn  wir  die  oben  angegebene  Bedeutung 

X 
Ton  r,  und  r,  bedenken  und  uns  erinnern,  dass  nun  die  Werthe  „   ,,  und 

Y 

=— i  verhältnissmässig  gross  sind,  dass  in  der  Nähe  der  Punkte,  wo  diese 

Yemachttssigung  nicht  erlaubt  ist,  sich  einer  der  KrOmmungshalbmesser 

sehr  rasch  ändert 

■ 

3«    Gleichgewichtsgleichungen  fflr  den  ganzen  Stab  und 
Bestimmung  der  Gestalt  desselben. 

Indem  wir  zunächst  die  äusseren  Gleichgewichtsgleichungen  eines  Ele- 
mentes suchen,  haben  wir  die  auf  das  Element  wirkenden  Kräfte  zu  berQck- 
sichtigen,  welche  aus  den  benachbarten  Elementen  entspringen,  und  die 
auf  das  Ganze  wirkenden  äusseren  Kräfte.  Damit  finden  wir  dann  zugleich 
die  Gleichgewichtsgleichungen  fOr  den  ganzen  Stab. 

Beziehen  wir  zunächst  die  Kräfte  und  Momente,  die  von  den  benach- 
barten Elementen  wirken  auf  die  Raumcoordinaten.  Diese  Zerlegung  giebt 
die  Componenten  der  Kräfte  nach  den  Axen  x',  y',  z': 

Xa,  +  Ya,  +  Za, 

Xy,  +  Yy,  +  Zy. 
Die  Drehungsmomente  um  die  Raumcoordinaten  sind: 
Mxa,  -|-  MyO,  -|-  Mga, 
Mx/^,  +  Vljßf  +  M,/?, 
Miyi  +  M,y,-t-M,y. 
Wenn  wir  diese  Kräfte  und  Momente  mit  dem  negativen  Zeichen  auf 
die  eine  Endfläche  des  Elementes  wirkend  denken,  so  erhalten  wir  die  auf 
das  andere  Ende  wirkenden  Kräfte,  wenn  wir  in  den  obigen  Ausdrücken 
von  s  zu  s  -f-  ds  übergehen  und  das  Vorzeichen  lassen. 

Seien  die  von  aussen  wirkenden  Componenten  nach  dem  festen  Co- 
ordinatensystem,  welche  auf  das  Element  dx  dy  ds  wirken,  Px'ds,  Py'ds, 
Pt'  ds.  Hierbei  ist  zu  bedenken ,  dass  die  Px' ,  Py' ,  Pt'  sind  die  Integrale 
von  den  einzelnen  Kräften  auf  jede  Einheit  des  ganzen  Querschnittes,  so 
dass  also,  wenn  (PxO»  (P/),  (PtO  die  auf  die  Einheit  wirkenden  Kräfto  be- 
deuten, ist 

Px'=>7(Px')dxdy,     Py'=>Qr(PyOdxdy,     Px'  =  >7(P.0dxdy. 
Es  sind  somit  die  ersten  drei  Gleichgewichtsbedingungen  nach  Division 
mit  ds: 
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(H.) 


ds 


Zur  Aufstellung  der  drei  MomentengleickungeD  bedenken  wir,  dass 
ausser  den  oben  schon  genannten  Momenten  noch  welche  aus  den  Kräften 
X  und  T  hervorgehen,  die  um  unendlich  kleine  Grössen  verschieden  zu 
beiden  Seiten  des  Elementes  wirken.  Z  kann  kein  Moment  geben,  da  diese 
Kraft  bis  auf  unendlich  Kleines  höherer  Ordnung  in  der  Axe  liegt.   Die  hier 
erhaltenen  Momente  sind  Xds,  Yds.  Werden  diese  wieder  transformirt  für 
die  Coordinaten  x'y'z'  und  zur  Beurtheilung  der  Vorzeichen  berücksichtigt, 
dass  die  Kräftepaare  positiv  sein  sollen,  wenn  sie  von  der  Axe  gesehen 
drehen  wie  der  Uhrzeiger,  so  ergeben  sich  folgende  Momente : 
um  die  x'Axe  Xdsa,,     —  Ydsa,, 
.    .    y'   -    Xds/9,,     —  Yds/9i, 
-     -    z'    -    Xds/j,     — Ydsy,. 
Die  Momente  dieser  sämmtlichen  Kräfte  sind  demnach: 


^  (Mxa,  +  My#r2+  Mx«)  4-Xa2  —  Ya^ 
^  (M,y,  +  Myy,  +  M,y)  +  Xy,  -  Yy, 


ds. 


ds. 


(ij 


Zu  diesen  kommen  noch  Kräftepaare  von  den  von  aussen  wirkenden 
Kräften,  d.  h.  die  Momente  der  Kräfte  P,',  Py',  P,'  bezogen  auf  die  den  festen 
Axen  durch  |,  rj^  ^  parallel  gezogenen  Drehaxen.  Die  AngrifiTspunkte  dieser 
Kräfte,  soweit  sie  auf  jenes  Element  wirken,  hegen  im  Querschnitt,  folglich 
ist  für  dieselben  z  =  0.   Die  gedachten  Drehungsmomente  sind  also : 
<isff  [(?.')  (y'  -t])^  (Py.)  (z'  -  DJ  dxdy, 
dsyy  [(Pj')  (z'  -  0  -  (P.')  (X'  -  DJ  dxdy , 
isff[(?x')  (X' -Q-  (PxO (y' - 1?)] dxdy, 
wo  die  Integrale  über  den  ganzen  Querschnitt  auszudehnen  sind.    Diese 
Momente  transformiren  sich  nach  2.  (b.)  in : 

ds/Z-KP.')  (/?,x  +  /J.y)  -  (PjO  {y.x  +  M)]  dxdy, 
dsyy [(PxO  (y.x  +  y,y)  -  (P.-)  («,x  +  a,y)j  dxdy, 
^i\s//[(Pf)  (O.X  +  a,y)  -  (P,.)  (/9.x  +  ß,y)]  dxdy. 
Schreiben  wir  endlich  abgekürzt: 

//*(P,.)xdxdy  =  M.,  yy(P,.)ydxdy  =  M„ 

>7(P,0xdxdy  =  M.',  77(P^)ydxdy  =  M' 

yy(P..)xdxdy  =  M.",         y/'(P.')ydxdy  =  M,", 
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so  erhalten  diese  Momente  folgende  einfache  Form : 

ds  (M/'/9,  +  M,"  ß,  -  M/  y,  -  W  yj , 
ds(M,   y.  +  M.  y,  — M/'a.-M/'a^,  (^ 

ds(M/a.4-M,'a,  — M,  ß^  —  ^  ß^). 
Wenn  dann  die  drei  Momente  (I,)  addirt  werden  zu  den  drei  Momenten 

(I,),  so  erhalten  wir,  wenn  diese  Summen  ^^  0  gesetzt  werden,  zu  den  (H.) 

die  drei  anderen  Gleichgewichtsgleichungen,  die  mit  (I)  bezeichnet  werden 

mögen. 

4.  Vereinfachung  der  Gleichungen  für  specielle  Annahmen 
der  Vertheilung  der  äusseren  Krflfte. 

1)  Nur  das  Ende  des  Stabes  ist  durch  Kräfte  und  Kräflepaare  ange- 
griffen. Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  wir  Px' ,  Py' ,  Pi'  =  0  setzen. 
Dann  aber  lassen  sich  die  Gleichungen  (H)  integriren  und  man  erhält,  wenn 
A,  B,  G  Gonstanten  bezeichnen, 

Xa,  +  Ya2  +  Za  =  A, 

X/?,+Y/^,+  Z/?  =  B, 

^/i  +  Yy^  +  Zy  — C. 
Nach  3.  bedeuten  die  Unken  Seiten  die  Gomponenten  der  Kräfte  auf 
einen  Querschnitt  paraUel  den  festen  Coordinaten.  Diese  Gleichungen  sagen 
also,  dass  die  Resultirende,  welche  in  den  einzelnen  Querschnitten  als  Zug- 
kraft auftritt,  überall  dieselbe  Grösse  und  Richtung  hat,  wie  diese  Quer- 
schnitte auch  in  dem  gebogenen  Stab  gerichtet  sein  mögen.  Eine  einfache 
Transformation  giebt  die  Grösse  dieser  Zugkräfte  in  Richtung  der  Elemen- 
tencoordinaten,  also  in  Richtung  der  Hauptaxen  des  Querschnittes  und  in 
Richtung  der  Länge  des  Elementes. 

X  =  Aa,+B/5?,4-Cy„ 

Y=Aof,-hB^,-hCy„ 

Z  =  Aa  +Bß  -f  Cy. 
Diese  Werthe  müssen  dann  in  die  Momentengleichungen,  die  sich  jetzt 
auf  (IJ  =  0  reduciren,  eingesetzt  werden.  Bevor  dies  geschieht,  können 
dieselben  erst  noch  vereinfacht  werden.  Man  führe  die  angedeutete  Diffe- 
rentiation aus,  multipUcire  dann  die  Gleichungen  respective  mit  «1 ,  /^^ ,  y^ , 
dann  mit  a^,  /?j,  y^,  dann  mit  a,  /?,  y,  und  addire  die  so  erhaltenen  Pro- 
dukte, so  erhält  man : 

^  +  Myr-M,r,-Y  =  0, 

9My 

^  +  M,r,-Myr,  =0. 

Durch  Einführung  der  Werthe  M  aus  2.  (G.)  und  der  eben  gefundenen 
X  und  Y  in  diese  Gleichungen  erhält  man  dann : 


JL+M,r,-M,r+X  =  0, 
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X«^»  +  (y_x«)rr.-^(Aa.+B/J.  +  Cy.)-0, 

WO  nach  1.  die  x^  y^,  &*  kleine  Grössen  der  zweiten  Ordnung  sind.  Diese 
letzte  Bemerkung  giebt  einen  Aufschluss  über  die  Componenten  nach  den 
Hauptaxen  des  Querschnittes, 

Aa,  +  B/9,+  Cy,  und  Aa.  + B/9,+ Cy,. 
Diese  Grössen  müssen  nämlich  auch  klein  der  zweiten  Ordnung  sein. 
Also  sind  1),  während  A,  B,  C  massig  gross  bleiben,  die  cos  sehr  kleine 
Werthe,  d.  h.  es  müssen  die  Querschnitte  nahezu  senkrecht  auf  der  am 
Ende  wirkenden  Kraft  bleiben,  der  Stab  ist  demnach  nahezu  gerade  und 
zwar  parallel  dieser  Kraft.  Wenn  aber  das  Letztere  nicht  wegen  vorhande- 
ner äusserer  Bedingungen  an  einigen  Punkten  erfüllt  ist,  so  müssen  an 
diesen  Punkten  auch  die  r  sehr  gross  sein,  d.  h.  es  muss  dann  Punkte  geben, 
an  denen  nach  der  Bedeutung  von  r  die  Krümmung  sehr  gross  ist.  Wenn 
2)  aber  die  A,  B,  C  klein  sind,  dann  ist  den  Gleichungen  ohne  Ausnahme- 
punkte genügt.  Sind  3)  endlich  die  Kräfte  A,  B,  C  =:  0,  d.  h.  fehlen  die 
Zugkräfte  am  Ende  des  Stabes  und  wirken  nur  Momente,  so  reduciren  sich 
diese  Gleichungen  und  die  X,  Y,  Z  verschwinden.  Die  zu  erfüllenden  Glei- 
chungen sind  dann : 

,^|.  +  (,._^»)r.,_0,      oder    ,s  =  ^^S^^^ 
r^^+(*»-x^)rr,  =  0,     (K.)       ds=  ^,.!l%^.    (KO 
^»^  +  (,»_r)r,r,  =  0,  -  ^''' 


ds^'  '''        '  (A*  — x»)r,r/ 

Es  sollen  nun  zunächst  unter  a)  die  Werthe  der  verschiedenen  r  ge- 
funden werden,  dann  unter  b)  die  Winkel  der  Elementencoordinaten  gegen 
die  Baumcoordinaten. 

a)  Die  Bedingungsgleichungen  verwandeln  sich  in  integrirbare  Glei- 
chungen,- wenn  sie  erstens  respective  mit  r, ,  r,,  r  multiplicirt,  dann  addirt 
werden,  zweitens  mit  x'r^,  it'r,,  ^'r  multiplicirt  und  dann  addirt  werden, 
nänüich  in 

Deren  Integrale  sind,  wenn  mit  h*  und  m*  Ck>nstante  bezeichnet  werden, 
x»r;+i*rj  +  ^r*  =  h», 
x<rf  +  y'r|  +  ^V»  =  m''. 


x'r;+i*rj  +  ^r*  =  h»,  j^ 
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Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  kann  man  nun  zwei  der  r  durch  das 
dritte  ausdrücken.  Thut  man  diess  und  setzt  den  betreffenden  Werth  in  eine 
der  Gleichungen  (K^)^  so  erhält  man  zunächst  durch  Integration  s  ausgedrückt 
durch  das  beibehaltene  r  und  umgekehrt,  dann  wiederum  durch  (L.)  die 
anderen  Werthe  r. 

b)  Zur  Bestimmung  der  Winkel  haben  wir  zunächst  die  sänuntUchen 
Gleichungen  (d).   Es  gelten  also  unter  anderen  die  Gleichungen : 
ia  .   ^dß  dy 

^ds+^d^+yi=^' 

da   ,    ^  d/?  ,       dy 

ia  .    .Aß  .       dy 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  respective  mit  a,  a,,  a,  oder 
ß-<  ß\i  ßi  "d^"'  y-i  y\i  7t  "1*1  addirt,  so  erhalt  man 
da 

dy 

Durch  Combination  anderer  drei  Gleichungen  aus  (d)  erhalten  wir 
ähnUche  Resultate,  in  denen  auch  die  Winkel  der  Elementencoordinaten 
mit  den  Raumcoordinaten  getrennt  sind,  nämlich 
da,  da, 

Is" 

f-r,^-r/J.  ^^^rß,-rj.       (N.) 

dy,  dy. 

Den  dritten  Gleichungen  dieser  Systeme  ist  genügt  durch 

yi=   n,  '        ^»~   m  '  ^~   m  * 

Diese  Werthe  genügen  auch  wegen  (L.)  der  Bedingung  y*  +  yj4-y*ts«l. 
Es  ist  aber  hier  wegen  des  m  eine  Richtung  der  z'Axe  voi^eschrieben. 

Mit  diesen  Werthen  y  können  dann  mit  Hülfe  der  bekannten  Winkel- 
gleichungen die  anderen  berechnet  werden,  wie  es  unten  für  den  speciellen 
FaU  %=^X  ausgeführt  wird. 

Da  nun  bekannt  sind  die  r  nach  a)  als  Functionen  von  s,  ferner  die 
a^  a^^  a^.  .  .  etc.,  so  kann  durch  Integration  gefunden  werden  ^,  ly,  ^, 

da  nach  2.  —  =  0,-^=/?,  ^  =^y  ist,  und  damit  also  die  Gleichuqg  der 

gekrünunten  Axe  des  Stabes. 


:r,a  — ra„  -|-?  =  ra,  —  r,a. 
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Diese  hier  angedeuteten  Rechnungen  vereinfachen  sich  wesentlich, 
wenn  wir  einen  Stab  annehmen,  dessen  Hauptträgheitsradien  x  und  X  ein- 
ander gleich  (=  x)  sind.    Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  r  werden : 
dr,        ^*  — x'  dr,       x*  —  ^*  dr      ^ 

ds  X»        »  '      ds  x>  >'     ds      "• 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  r,  die  Torsion,  in  allen  Elementen  constant 

ist  und  die  Integration  der  anderen  giebt,  wenn  6  = , —  r%esetzt  ist, 

wo  e  also  auch  constant  ist, 

rj  =  a  sin  «s  +  b  cos  6S, 

r^ssa  cosäs — b  sin  «s, 

wo  a  und  b  die  zur  Allgemeinheit  der  Integrale  nöthigen  willkürlichen  Con- 

stanteq  bedeuten.  Daraus  findet  man  nach  (L.) : 

h»==xMa'  +  b*)  +  **r*, 

m»=xMa*  +  b*)  +  ^V, 

mithin  .  a  sin  € s  +  b  cos  68 

y'^""  iS— ' 

.  a  cos  es  —  b  sin  es 

n  =  x' , 

'-  m 

^  '^   m  ' 
Fahrt  man  nun  ein : 

tgw  =  -^,    tgWj  =  §i,    tgw,  =  ^'. 

Daraus  berechnet  man : 
.^^cidß-ßda  a,iß,-ß,da,  a,Aß,-ß,Aa, 

Benutzt  man  dann  die  Gleichungen  (M)  und  (N),  um  die  dß  und  da  zu 
entfernen  und  die  Gleichungen  für  die  cos  der  Winkel  zwischen  den  Coor- 
dinatenaxen : 

^^ßxy^  —  ß^Yx-^    ^x^ß^Y  —  ßY^^    ^2=ßYx—ßiY^ 
ß  =  ^2«!  —  Yx^%y     ßi  =  72«  —  y«2'  '  ß^  ==  y«!  —  Yi^y 

y  =  «l/*2  —  «2/^11        Yx^^lß  —  <^ßv       Y2  =  ^ßx—^xß^ 

so  erhält  man 

r,y,+r,y,  ^72  +  **/ 1      a  ^Y  +  ^xYxa 

dw  = 4^-^ — T-ds»  dw,*= ^y  '    /  ds,  dw,=x ^-^ — ^  ds. 

1  —  y'  '  1  —  y'  *  1  —  y* 

Diese  Grössen  geben,  wenn  die  bekannten  Werthe  von  y,,  y«,  y  ein- 
gesetzt werden,  durch  Integration  die  w,  w,,  w,.  Wenn  die  bei  dieser  In- 
tegration eintretende  Constante  mit  c  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  endUch : 


=s 1 

m 

cosfc  — 
sin  fe- 

rn 
m 

')■ 

^xVa*+b^ 
m 
^*r 
~  m  ' 

\ 

s  , 
/ 
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und  dann  durch  Integration 


.       .       X*  ]/a'+b»    .    /         m    \ 
§-§0 '— sin(^c--8J, 


?-Co- 


j/a*+b^ 
n 
;^'rs 


J9  =  l7o COS 


•  '       ^         m 

Dies  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  Gleichung 
einer  Schraubenlinie,  deren  Axe  die  z'Axe  ist. 

2)  Biegung  eines  Stabes  in  einer  Ebene,  welche  eine  Hauptaxe  eines 
Querschnittes  enthftlt.  Am  Ende  des  Stabes  wirke  nur  eine  Zugkraft. 

Wenn  die  Richtung  der  biegenden  Kraft  parallel  der  z'Axe  ist  und  die 
Biegung  in  der  x'z' Ebene  stattfindet,  so  ist  y'  ||  y,  mithin 

und  wenn  a,  >«=  cos  q)  ist,  so  ist 

a  SB  sin  ^ ,    y,  =  —  sin  qr> ,    y  =  cos  (p , 

also  nach  (d.)  r  =  r,  =  0 ,  rj= -p. 

Da  ferner  A  =  B  =  0  ist,  so  ist 

X  =  —  C  sin  ()p,     Z  =  C  cos  qp. 
Selbstverständlich  giebt  es  auch  nur  ein  Drehungsmoment  und  man 

findet  aus  (G.)  My  =  —  Eqil'rj  =  EqA'  -^  und  die  Momentengleichungen 

sind  ^^y -|-X=0,  d.  i-Eqil*  -^  =  C  sin  9)  als  Gleichung  für  die  Krüm- 
mung des  Stabes,  deren  Integration  q)  giebt  und  dann  ^  und  ^. 

5.    Kleine  Verschiebungen. 

Die  Gleichgewichtsgleichungen  vereinfachen  sich,  wenn  wir  nur  kleine 

Verschiebungen  betrachten ;  denn  es  sind  dann  die  Coordinatensysteme  x, 

y,  z  und  x^  y^  z'  nur  wenig  von  einander  verschieden  und  in  Folge  dessen 

annäherungsweise  a,  =  /^^  =  y  =  1  und  alle  anderen  cos  verschwinden 

nahezu,  und  die  zweite  Gruppe  der  Gleichungen  (d.)  giebt:  ß  +  y^  =  0. 

y^  4- a  =  0,  a^+ß^  =  0.   Schreiben  wir  dann  nach  2.,  wenn  mit  q^  und 

^,  die  Krümmungshalbmesser  und  mit  q  die  Torsion  bezeichnet  werden, 

111 
rj«=— ,  r=— ,  r  =  — ,  so  werden  die  Gleichgewichtsgleichungen  (H.) 

und  die  Momentengleichungen  (I.): 

dX p,      dY dZ 

dl  dA  dl 


ds  ^         XH,-H-     jg-r-      ».,  ,  a^M-     jg 
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wo  nun  in  X,  Y,  Z  die  verschobenen  Coordinaten  statt  der  ursprünglichen 
eingeseUt  Morden  können,  so  dass  diese  Grössen  nur  noch  von  s  abhängen. 
Diese  Gleichungen  geben  integerirt,  wenn  1  die  Länge  des  Stabes  ist 
und  durch  die  Index  1  bezeichnet  wird,  dass  sich  die  betreffende  Kraft  auf 
dem  Endquerschnitt  bezieht, 

X  — Px',+/Px'ds, 

8 

Y=P,'i+/P,'d8, 

t 

Z  =  P.'i-|-/P.,ds, 

S 

Eq  X«  -^  4-  Prt  +fPf  ds  =  +  M,", 

EqA«  -^-  P,',+/Px'ds M.", 

di 

Statt  der  Grossen  q  können  wir  ftir  unsere  Annahme  kleiner  Ver- 
schiebungen die  u,  V  und  die  Torsion  (p  einführen. 
Nach  2.  ist  nähenmgsweise 

"-'dl'    '*-■ ¥• 

Dann  kann  man  näheningsweise  für  s  setzen  z  und  statt  |  und  t]  die  Ver- 
schiebungen eines  Punktes  der  Schwerpunktslinie  u  und  t  und  statt  ^  dem 
entsprechend  z  -|-  w.  Also 

du 
«  =  -y'=d^' 

Wenn  ferner  ß^  =  —  a^  mit  q)  bezeichnet  wird,  so  erhalten  wir  aus  (d): 

^^       Q^       ds  dz*' 

1  dofj dgp 

Q        ds  dz ' 

Es  bedeutet  demnach  q)  den  Winkel,  um  den  die  Drehung  eines  Quer- 
schnittes aus  seiner  ursprünglichen  Lage  stattfindet.  Diese  Gleichungen 
stimmen  überein  mit  §  67. 

Die  einfachen  Ausdrücke  der  Kiilmmungshalbmesser  sagen  aber,  dass 
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bei  kleinen  Verschiebungen  die  Krümmungen  der  El^nente  nicht  bezogen 
zu  werden  brauchen  auf  besondere  Elementencoordinaten,  solidem  auf  das 
feste  System,  dessen  xyAxen  mit  den  Hauptaxen  des  Querschnittes  und 
dessen  zAxe  mit  der  Schwerpunktsaxe  zusammenßdlt. 

Die  Gleichungen  (0.)  enthalten  die  Biegung  und  Torsion  getrennt.  Es 
sollen  nun  zuerst  unter  a)  die  Biegung,  dann  unter  b)  die  Torsion  behandelt 
werden: 

a)  Die  Einführung  der  Krümmungshalbmesser  giebt,  wenn  nach  s  oder 
z  differenzirt  worden  ist, 


(P-) 


nebst  den  für  z  =  s  =  1  zu  erfüllenden  Grenzbedingungen 
Eq>c*(^)  =  -Px'i  +  (M,")., 

^••^'(S) PxM  +  (M.")i. 

Dazu  kommen  noch  die  Grenzbedingungen  aus  2.,  wenn  mit  Myi,  Mxi  die 
Momente  am  Ende  des  Querschnittes  bezeichnet  werden, 

Es  kann  endlich  noch  der  Fall  eintreten,  dass  die  die  Längsänderungen 
hervorbringenden  Kräfte  so  gross  sind,  dass  das  Produkt  derselben  in  einen 
kleinen  cosWerth  doch  nicht  vernachlässigt  werden  darf,  so  dass  noch  bei- 
behalten werden  müssen  Za^Zß.  Dann  werden  die  Gleichungen 

I 
X  +  Za  =  A+/Px'd8, 

8 

Y  +  Z/?  =  B+/P,'tls, 

S  ^ 

Z  =C4-/P.'tls, 

8 

WO  A,  B,  C  die  auf  das  Ende  wirkenden  Componenten  bedeuten.  Da  hier  C 
sehr  gross  ist,  so  können  wir  überall  statt  Z  setzen  C,  ferner  ist 

du  dv 

Es  kommen  mithin  statt  (P.)  folgende  Gleichungen : 
„     ,d*v       pd»v  ,   „   ^   dM," 

^1^  d?=^d?+P^'+-dr 
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und  am  Ende  z  «« l 

^'*S B+C(J)  +  M."„ 

Die  hierbei  stattfindende  Längsändening  a  berechnet  man  nach  2. : 

Z  dw  dw 

a  =  ^-.  Da  nun  <y  =  -r-  "st,  so  ist  Z  =  Eq  -p.  Dies  oben  eingesetzt  giebt 

dw  I  d'w 

Eq^=C+/P,'d8  oder  Eq^  =  — P,- 

nebst  der  Grenzbedingung  für  z  » I 

b)  Die  Einführung  des  für  den  Torsionswinkel  gefundenen  Ausdrucks 
«**'=  Eq*«^  =  M.'-M, 

mit  der  Grenzbedingung  für  z  =:  1 


n,    Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  der  Blastieit&t  anf 
plattenfönnige  Körper. 

A.   Die  Dickt  der  Platte  ist  noch  so  gross,  dass,  wenn  die  Verschiebungen 
in  den  Ele$nenten  klein  $ind^  die  des  Ganxen  klein  bleiben. 

!•    Aufstellung  des  Problems  und  der  zu  erfüllenden 
Gleichungen. 

Die  Untersuchung  plattenförmiger  Körper  kann  wie  die  der  stab- 
fSrmigen  Körper  nicht  allgemein  Torgenommen  werden,  d.  h.  es  ist  zur  Zeit 
unmöglich,  folgendes  allgemeine  Problem  zu  lösen:  Es  sollen  bestimmt 
werden  die  inneren  Spannungen  und  Verschiebungen  einer  Platte,  wenn 
dieselbe  gegebenen  Kräften  unterworfen  ist.  Wir  gehen  deshalb  auch  für 
diesen  Fall  den  halbumgekehrten  Weg,  wie  er  von  Saint-Venant  für  stab- 
förmige  Körper  angebahnt  ist.  Wir  stellen  uns  demnach  folgendes  Problem : 
Welches  sind  die  elastischen  Zustände  eines  cylindrischen  Körpers  mit  vor- 
waltenden Querdimensionen,  bei  dem  es  keine  Spannung  giebt,  zu  der  auf 
der  Platte  senkrechten  Richtung,  und  von  welcher  Art  sind  die  Kräfte, 
welche  auf  die  Oberfläche  wirken,  um  diesen  Zustand  hervorzubringen? 
Von  jeder  Kraft  auf  die  Masse,  also  auch  der  Schwere  wird  hier  wie  oben 
abgesehen.  Die  im  Folgenden  dargestellte  Lösung  dieses  Problemes  ist  so, 
wie  sie  von  Clebsch  gegeben  ist.  Wir  nehmen  eine  cylindrische  Platte, 
deren  Dicke  nicht  sehr  klein  ist,  und  bedenken,  dass  der  eben  genannte 


Digitized  by 


Google 


110  *  I.  ElasUdtat 

Umstand  eintreten  kann ,  wenn  die  von  aussen  wirkenden  KrSfte  nur  die 
Cylinderfläche  angreifen. 

Die  PbUe  werde  auf  ein  Coordinatensystem  bezogen ,  dessen  zAxe 
senkrecht  zu  derselben  ist  und  dessen  xy  Ebene  die  Platte  in  zwei  con- 
gruente  Hfilften  theilt.  Die  Normale  der  beiden  ebenen  Grenzflächen  der 
Platte  ist  also  die  zAxe  selbst,  daher  ist  an  diesem  Tbeil  der  Oberfläche 
cos  p  OB  cos  q  »s  0.  Femer  muss,  da  wir  annehmen,  dass  es  im  ganzen 
Körper  keine  Spannung  giebt,  die  senkrecht  zur  Platte  ist,  in  der  ganzen 
Platte  sein  Txi=0,  Ty,=  0,  N3  =  0.  Diese  Gleichungen  aber  können 
nur  dam  erfüllt  sein^  wenn  die  Componenten  der  auf  die  Cylinderfläche 
wirkenden  Kräfte  nach  der  zAxe  verschwinden. 

Da  die  Spannungen  Txz,  Tyg,  N,  gleich  Null  sind,  so  muss  nach  §  64, 
6.  (H.)sein: 

3w         3u  .  ÖW    ^V         rt  ÖW  fi 

,,       öu  ,  ^  ,  öw 

Da  ferner  die  äusseren  Kräfte  auf  das  Innere  verschwinden,  so  ist  nach 
§64,  7.  (A'.): 

dhi  ,  a*u  ,  a'u  ,     1     dy    ^ 

ö'v    av    ö*v    _j_öv_ 

5?  +5?  +öz^  + 1  - 2^  57  ~^'  ^'^ 

ö*w  j^ö*w      ö*w      _^J__  ÖV 

5?'^^"'"'5?"'"l— 2/i^~^' 
Von  diesen  ist  die  letzte  Gleichung  wegen  (a.)  an  sich  erfüllt. 


2*    Bestimmung  der  Verschiebungen  und  Spannungen. 

Wenn  wir  die  erste  und  zweite  Gleichung  von  (ß.)  nach  z  diflerenziren 
und  dann  durch  die  Gleichungen  (a.)  u  und  v  entfernen,  erhalten  wir  zwei 
Gleichungen,  welche  mit  Hülfe  der  dritten  von  (/^.),  wenn  dieselbe  einmal 
nach  X,  das  andere  Mal  nach  z  difl'erenzirt  wird,  sich  reduciren  auf 

ö'V ^         Ö»V   _^ 

d\dz         '      dydi 
Darnach  muss  V  folgende  Form  haben:   V  =«  V(x,y)  +  S(2);  denn 

d\       5V 
sowohl  -3-  als  p    darf  z  nicht  enthalten.  Eine  zweite  Bedingung  für  V  er- 
halten wir  durch  Verbindung  der  drei  Gleichungen  in  (ß.).  Werden  nämUch 
diese  drei  Gleichungen  respective  nach  x,  y,  z  difl'erenzirt  und  dann  addirt, 
so  folgt,  wenn  man  den  Werth  von  V  bedenkt: 

a«v  ,  ö»v  ,  ö'v     . 
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Das  giebt  nach  dem  Obigen: 

d'W(x,  y)      a!^(x,_y)   .   d^H(z)  _ 

Diese  Gleichung  kann  aber  nur  erfüllt  sein,  wenn  c  eine  Constante 
bedeutet  und  (1  —  2  ^)  der  Bequemlichkeit  halber  ausgezogen  ist,  durch 
folgende  Bedingungen  für  W  und  S: 

Daraus  ergiebt  sich 

V/(x, y)  =  (1  -  2  ^)  F(x, y)  +  c(l  —  2  fi)  ^-^  +  Const., 

5{z)=-  — c(l  — 2/i)~  +  c'(l  — 2/<)z  +  Const., 

d*F(x  y)       ö*F(x  y) 
wo  F(x,y)  der  Bedingung  — if^  H *s  ^      =  0  zu  genügen  hat  und 

die  gewählte  Form  zur  Vereinfachung  späterer  Untersuchungen  genommen 
ist.  Wenn  wir  nun  die  Constante  mit  in  F(x,y)  hereinnehmen,  erhalten 
wir  endhch: 

V- j- c  ^ +c'z +  F(x,y)  +  c5^±^|  (1  -  2^). 

Nun  können  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (or.)  die  Verschiebungen  ge- 
funden werden.  Es  ist  nänüich 

w-^cJ-^c'^-^4F(x,y)-iUCZ^^^+f(x,y)-c'(l-^^^ 

wo  im  Letzten  ausgehoben  ist  ein  Glied,  um  eine  einfache  Bedingung  für 
f(x,y),  was  als  Integrationsconstante  hinzugefügt  ist,  zu  erhalten.  Diese 
Bedingung,  welche  die  dritte  Gleichung  von  (ß.)  giebt,  lautet: 


»+^'  +  ^-0 


oder 

Somit  erhalt  man  dann 

z*    aF(xy)  /öf(xy)       ,,         ,c'y\  ,     ,,     , 

Diese  Werthe  von  u,  v,  w  gentigen  zunächst  den  Gleichungen  (a).  Zur 
Bestinunung  der  darin  noch  vorkommenden  willkürlichen  Functionen  er- 
hält man  noch  Bedingungen  dadurch,  dass  erstens  diese  Werthe  dem  ge- 
fundenen Werth  von  V  entsprechen  und  dann  auch  den  Gleichungen  {ß.) 
genügen  müssen.  Es  gilt  also : 
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— 5][i-+ — 5^  +  (l +/^)-g^-0. 

Diese  drei  Gleichungen  enthalten  in  sich,  wie  man  sich  durch  DifTe- 
renzirung  und  Addition  tiberzeugen  kann,  die  zu  erfüllende  Bedingung  für 
F,  sonach  kann  man  die  erste  dieser  Gleichungen  benutzen  zur  Elimination 
Yon  F,  wodurch  man  ertiält: 

Wird  dann  der  gefundene  Werth  von  F(xy)  in  die  u,  v,  w  eingesetzt, 
so  wird  endMch: 

WO  noch  >.-  -f-  >^  -  =  0  sem  muss. 
ox*    \  dy 

Diese  Werthe  können  dann  eingesetzt  werden  in  die  Ausdrücke,  welche 
die  vorhandenen  Spannungen  N,,  N,  und  Tzj  durch  die  Verschiebungen 
geben.  Mit  Hülfe  der  damit  gewonnenen  Werthe  müssen  die  an  der  Ober- 
fläche zu  erfüllenden  Bedingungen  aufgestellt  werden.    Die  nach  Aussen 
gerichtete  Normale  eines  Punktes  der  Cylinderwand  bilde  den  Winkel  p  mit 
der  X  Axe,  dann  ist  cos  q  =»  sin  p  und  cos  r  =  0.    Sind  nun  X,  Y,  Z  die 
Componenten  der  äusseren  Kräfte,  die  auf  diesen  Punkt  wirken,  so  ist 
X  =  Nj  cos  p  +  Txy  sin  p , 
Y  =  TxyCosp  +  N,  sin  p, 
Z  =  0. 
Die  Einsetzung  der  gewonnenen  Werthe  von  Nj,  N,,  Txy  in  diese 
Grenzbedingungen  giebt  Gleichungen,  welche  zeigen,  dass  die  von  Aussen 
wirkenden  Kräfte  bestimmten  Bedingungen  unterworfen  sein  müssen,  wenn 
die  untersuchten  Zustände  eintreten  können.    Vor  Allem  sieht  man,  dass 
die  Ausdrücke  der  Componenten  der  äusseren  Kräfte  höchstens  die  zweite 
Potenz  von  z  enthalten  können,  d.  h.  sie  müssen  die  Form 

X  =  Xo  +  X,z  +  X^*,    Y  =  Y„  +  Y,z  +  Y,z» 
annehmen,  wo  die  CoefQcienten  X^,  .  .  .  Y^,  .  .  .  von  z  unabhängig  sein 
müssen.    Bestimmt  man  dann  durch  Einführung  der  Ausdrücke  in  die  der 
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Spannungen  mit  Hülfe  der  Methode  der  unbestimmten  CoefBcienten  die 
Werthe  X^,  Y©  etc.,  so  findet  man,  dass  die  X^,,  Y^,  X,,  Y,  nur  von  tp  und  i// 
und  die  X, ,  Y,  nur  von  f  und  c'  abhängen. 


3*  Trennung  der  beiden  Fälle,  welche  in  den  allgemeinen 
Formeln  enthalten  sind. 

1)  Untersuchung  des  Falles,  der  nur  von  (p  und  t/;  abhängig  ist. 
Dann  ist: 

wo  die  Uo,  v^,,  u,,  V,,  w,  nur  von  x  und  y  abhängen. 

Die  Componenten  der  äusseren  Kräfte  sind: 

X  =  Xo  +  X/%    Y  =  Y,  +  Y,z«. 

Der  zu  untersuchende  Zustand  wird  also  hervorgebracht  diu*ch  äussere 
Kräfte,  welche  mit  z  ihr  Zeichen  nicht  ändern,  also  symmetrisch  zur  Mittel- 
fläche vertheilt  sind.  Solche  Kräfte  können  nur  eine  Ausdehnung  hervor- 
bringen. Aus  den  Verschiebungen  geht  hervor,  dass  die  Punkte  der  Mittel- 
fläche z=0,  da  für  sie  w=0  ist,  in  derselben  bleiben,  dass  aber  die  Fasern 
senkrecht  zur  Mittelfläche  gebogen  werden.  Die  Gleichungen  der  gebogenen 
Fasern  sind  nach  S.  77 : 

x'  =  x  +  u/*+Uo,     y'  =  y  +  v/»  +  Vot 
in  denen  x,  y  als  constant  anzusehen  sind.    Diese  Gleichungen  bedeuten 
zunächst  eine  ebene  Curve  in  einer  ziu*  Mittelfläche  senkrechten  Ebene; 
denn  eliminirt  man  z',  so  erhält  man 

v,x'  — uy  =  v,(x  +  Uo)  — u,(y-f-v,), 
d.  i.  die  Gleichung  einer  Geraden.  Die  ProjecUon  der  Ciure  auf  die  xz  und 
yz  Ebene  sind  Parabeln,  deren  Scheitel  in  der  Mittelfläche  liegen,  mithin  ist 
die  Curve  selbst  eine  Parabel. 

2)  Untersuchung  des  Falles,  der  nur  von  f  und  c'  abhängt.    Dann  ist 


" — '(s-"~'''t)' 


mit  der  Bedingung  ^  +  jfi  =  0. 

Klein,  Theorie  der  EhtiicUlt  etc. 


Digitized  by 


Google 


114  L  ElasUciat. 

Die  Torfaandenen  Spannungen  werden 

-,         Ez  /a»f    ,,     .c'\ 
Ez  /  a»f 


T„= 


t_/a«f\ 


Die  Componenten  der  Äusseren  Kräfte  sind : 
X  =  X,z,     Y  =  V 

Die  Spannungen,  die  Componenten  der  von  aussen  wirkenden  Kräfte 
und  die  Verschiebungen  u ,  v  ändern  mit  z  das  Vorzeichen ,  behalten  aber 
denselben  absoluten  Werth.  Die  von  aussen  wirkenden  Kräfte  üben  also 
weder  Zug  noch  Druck  aus,  sondern  wirken  als  Kräftepaare.  Es  ist  demnach 
dieser  Zustand  charakterisirt  als  Biegung  durch  blosse  Kräftepaare. 

Die  Mittelfläche  z  =  0  erföhrt  keine  Spannungen,  aber,  da  w  nicht  ftlr 
z  =  0  verschwindet,  eine  Gestaltsveränderung,  so  dass  ihre  Punkte  normal 
verschoben  werden.  Fasern,  welche  zu  Anfang  senkrecht  zur  Mittelfläche 
waren,  bleiben  senkrecht,  denn  nach  S.  77  wird  deren  Gleichung 

d.  i.  eine  Gerade. 

Dieser  Fall  vereinfacht  sich  noch,  wenn  f»:0  ist,  denn  dann  wird 

Ezc'fl ut 

Nj  =  N,  =    2(14-    )   '  "^^^  *^  ^'  ^^^  ^^^  ^^^  ^^^^  parallel  der  Mittel- 
fläche überall  gleiche  Spannung  und  diese  bewirkt,  da  u»:  — ^—  c'xz, 

V  =  — ^-^  c'yz,  nach  allen  Seiten  gleiche  Ausdehnungen  und,  da  Txy=»  0» 
nirgends  Verschiebungen. 

B.   Die  Dicke  der  Platte  sei  so  gering,  dass  es  nicht  mehr  erlaubt  ist, 

die  Verschiebungen  des  Ganzen  für  klein  zu  halten,  wenn  auch  die  der 

Elemente  in  sich  klein  sind. 

1.   Bedingungen  für  die  Continuität  der  Platte. 

Wir  beziehen ,  wie  bei  der  analogen  Untersuchung  dünner  Stäbe  das 
Element  auf  zweierlei  Coordinaten,  erstens  auf  ein  festes  Raumcoordinaten- 
system  x',  y'  z^  so  dass  die  Mittelfläche  der  ursprünglichen  dünnen  Platte 
mit  der  x'y' Ebene  zusammenftlllt  Für  dieses  System  seien  a,  b  die  Coor- 
dinaten eines  Punktes.    Dieser  Punkt  ist  zugleich  der  Coordinatenanfong 
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des  mit  dem  Element  sich  bewegenden  Systems  x,  y,  z,  und  zwar  sei  die 
X  Axe  mit  einem  durch  a,  b  der  x'Axe  parallel  gezogenen  Linienelement  so 
fest  verbunden,  dass  sie  nach  jeder  beliebigen  Verfoiegung  an  demselben 
haftet,  ebenso  sei  die  xy Ebene  mit  dem  Flächenelement  der  Mittelfläche 
fest  verbunden,  so  dass  sie  zwar  über  demselben  hingleiten,  nie  aber  die 
Ebene  desselben  verlassen  kann.  Ziehen  wir  also  in  der  ursprünglichen 
Lage  der  Mittelfläche  durch  a ,  b  zwei  den  Axen  x^  y'  parallele  Elemente 
da,  db,  so  soll  auch  nach  jeder  Verbiegung  das  Coordinatensystem  der  x,  y,  z 
so  mitbewegt  erscheinen,  dass  die  xAxe  desselben  fortwährend  mit  da  zu- 
sammenMt  und  die  z  Axe  auf  da,  db  senkrecht  steht. 

Sind  nun  x,  y,  z  die  Elementencoordinaten  eines  Punktes,  so  sind 
dessen  Raumcoordinaten  x  +  a»  y  H-b,  z.  Nach  der  Verbiegung  soll  der 
Punkt  a,  b  die  Coordinaten  ^,  17,  ^  haben,  und  jeder  Punkt  x,  y,  z  des  Ele- 
mentes hat  dann  die  Coordinaten  x  -|-  u,  y  -f-  ^^  z  +  w. 

Es  gelten  dann  die  Gleichungen  S.  97  (a.)  (b.). 

Die  Grössen  $,  17,  ^  und  die  cos.  sind  als  Functionen  von  a  und  b  zu 
betrachten.  Da  die  Elemente  verlängert  werden,  so  setzen  wir,  dass  da  über- 
geht in  da(l  +  a,)  und  db  in  db(l  +aj),  wo  a,  und  a,  sehr  kleine  Grössen 
sind.  Ausserdem  erfahren  diese  Elemente  eine  Verschiebung,  so  dass,  wäh- 
rend sie  ursprüngUch  zu  einander  senkrecht  stehen,  sie  es  nun  nicht  mehr 
thun,  sondern  einen  Winkel  90  —  t,  wo  t  sehr  klein  ist,  mit  einander 
bilden. 

Wir  können  nun  die  Endpunkte  der  verschobenen  Elemente  auf  ver- 
schiedene Art  auffassen. 

Das  erste  ist  nach  der  Verschiebung  in  Folge  der  Annahme  über  das 
beweghche  Coordinatensystem  noch  immer  der  x  Axe  angehörig,  seine  Pro- 
jectionen  auf  die  Raumaxen  sind  dann : 

a.da(l  +  aj,    /?,da(l  +  a.),    y.da(l+aj. 

Die  Projectionen  des  anderen  bilden  wir,  indem  wir  von  seinem  End- 
punkte aus  auf  die  yAxe  ein  Loth  Men;  die  Katheten  des  entstehenden 
rechtwinkligen  Dreiecks  sind  dann,'  mit  Rücksicht  darauf,  dass  t  sehr  klein 
ist,  also  cos  T  =  1,  sinT  =  T:  db(l-J-(Tj)  und  Tdb(l +  ^s)»  Projiciren 
wir  nun  statt  der  Hypotenuse  beide  Katheten  und  addiren  beide  Projec- 
tionen, so  erhalten  wir,  da  die  eine  Kathete  der  x Axe,  die  andere  der  yAxe 
parallel  ist, 
K  +  «,T)db(H-aJ,    (ß^  +  ß^r)db(l+a,),   (y^  +  y,T)  db(l +  a,). 

Wir  können  zweitens  den  verschobenen  Punkt  auch  auffassen  als  den 
neuen  Coordinatenanfang  eines  Elementencoordinatensystems.  Wir  bezeich- 
neten oben  mit  $,  1;,  ^  die  Coordinaten  des  Punktes,  der  ursprünglich  die 
Coordinaten  a,  b  hatte,  wenn  nun  der  Punkt  jetzt  die  Coordinaten  a  -f-  da,  b 
hat,  so  sind  die  neuen  Coordinaten: 


§  +  5,da,     ij  +  5^da,     ?  +  g^, 


8* 


Digitized  by 


Google 


116  L  EUstidUt 

yfeun  die  Coordinaten  a,  b  +  db  sind,  so  sind  die  neuen  Coordinaten 

f+idb,  ,+|db,  j+idi,. 


Die  Projectionen  der  verschobenen  Elemente  da,  db  sind  demnach  auch 
gleich  den  folgenden  Ausdrücken : 


•    IS. 
■    1* 

Durch  Vergleichung  der  beiden  Ausdrucke  der  Verschiebungen  folgt : 

5i" 

-«.(i+ff.). 

56"" 

(a.  +  TcJdH-ff,), 

5?- 

=  /»,(!  + ff.), 

5b  "■ 

OJ.  +  TA)(H-a,), 

(c.) 

5S" 

=y.(i  +  ff.), 

56  = 

0'.+*y.)(l  +  ff.)- 

Dadurch  ist  es  nun  möglich  die  cos.  a,  /?,  ^^ . . .  auszudrücken  durch  die 
Differentialquotienten  von  §,  17,  ^,  denn  die  a^,  a,  findet  man,  indem  man 
die  Quadrate  von  (b.)  addirt  und  dabei  t^  vernachbssigt,  und  t,  indem  man 
die  entsprechenden  Gleichungen  (e.)  mit  einander  multipliciit  und  dann 
addirt.  Man  erhält  durch  diese  Rechnung: 


1  + 


•-|/(S)+(S)V(S)'. 


.Mj-«wia.„^    5ia5.s,,5,?    ßcac 

Die  Continuitätsbedingung  heisst:  Die  Coordinaten  x',  /,  z'  eines  ver- 
schobenen Punktes,  nach  a,  b  difierenzirt,  müssen  dasselbe  Resultat  geben 
wie  nach  x,  y  differenzirt  Oder:  in  der  natttrUchen  Lage  hat  ein  Punkt 
des  Körpers  die  Coordinaten  x  +  a,  y  -f-  b,  z;  es  können  also  auch  x^  y',  if 
nur  Functionen  dieser  drei  Grössen  sein,  und  es  muss  daher  gleichgültig 
veerden,  ob  man  x',y'z'  nach  x  oder  nach  a,  nach  y  oder  nach  b  differenzirt 
Wir  erhalten  nun  den  Formeln  (d.)  S.  98  analoge,  indem  veir  hier  einmal 
die  Differentiation  nach  a,  dann  nach  b,  statt  der  dort  nach  s  ausgeführten, 
anstellen  müssen.  Wir  schreiben  dann  in  den  so  erhaltenen  Formeln  nach 
a  die  Abkürzungen  r,,  r,,  r^  und  in  denen  nach  b  die  s,,  s,,  s^. 

Führt  man  dann  die  in  der  Continuitätsbedingnng  angegebenen  Diffe- 
rentiationen aus ,  setzt  die  erhaltenen  Wcrthe  einander  gleich  und  verf^ihrt 
wie  B.  2.,  S.  98,  so  erhält  man  die  den  (e.)  analogen  Gleichungen : 
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^  =  -^  +  r„(y  +  v)  —  r,(z  +  w)  +  <;, , 

dv        dv 

^  = -5^  +  r.(z  + w)  — rjx  4-u), 

äi^  =  :^  +  r.(x+u)-r.(y  +  v), 

^y  =  |^  +  s.(y  +  v)-&.(z  +  w)+T(H-aJ,  ^^'^ 

V  = -^H- S,(Z  +  W)— So(X  +  U)  +  ÖTj, 

Diese  Gleichungen  (^.)  vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn  wir,  wie  bei 
den  stabförmigen  Körpern,  ausschliessen  plötzliche,  grosse  Aenderungen  der 
Krümmung  der  Platte.  Dann  nämlich  sind  die  u,  v,  w  klein  gegen  x,  y,  z, 
und  während  die  DifTerentation  von  u,  v,  w  nach  x,  y  im  Allgemeinen  die 
Ordnung  der  sehr  kleinen  Grössen  erniedrigt,  indem  sie  jedesmal  einen 
sehr  kleinen  Factor  beseitigt,  findet  dies  bei  der  püTerentiation  nach  a,  b, 
welche  endliche  Grössen  sind,  nicht  statt,  es  sind  also  die  Differential- 
quotienten nach  a,  b  gegen  die  nach  x,  y  im  Allgemeinen  klein.  Vernach- 
lässigt man  noch  das  Produkt  ras,  so  erhält  man: 

5u  .  öu 

•55^  =  roy  — rjz  +  (y„  -^  =Soy  —  s,z  +  t, 

?^^^*^""'"^^'  ^=^S|Z  — 8toX-f-a„         (ij.) 

^j:—  =  r-x  —  r,  y ,  -k—  =  SoX  —  s.  y. 

c^x  *^  ^y 

Eine  weitere  Vereinfachung  erhält  man  durch  (e.),  denn  aus  diesen 

ergiebt  sich  mit  Vernachlässigung  der  sehi*  kleinen  Grössen  a,,  a,,  t: 

0*5         ^a^ da^ 

/aaSb  """Sb  ""'^' 

däSb       "Sb"      "^' 

dadh       ^       ^' 

Werden  nun  diese  Werthe  in  die  den  (d.)  analogen  Gleichungen  für  die 

r  und  s  eingesetzt  und  dabei  berücksichtigt,  dass  gilt:  aj  -f./JJ  4-  yf  =  1 , 

ol  +  ßl  +  yi=ii  so  erhält  man  ro  =  0,  So=0,  Sj=  —  r,  und  damit 

öu  .  öu  , 

^x=~''*^+^^'  ^  =  ^2  +  ^' 

8v  öv  , 

^  =  r,z,  ^  =  s.z  +  a„ 

dvf  öw 

-g^  =  r.x-r.y,  -^ r.i-s.y, 

wobei  nur  Grössen  zweiter  Ordnung  vernachlässigt  sind. 


Digitized  by 


Google 


118  L  Elastidtit 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  liefert: 

u  =  —  r,zx  +  r,zy  +  a.y  +  Ty  +  u. 

V  =r,zx  +  8,zy  +  a,y  +  Vo,       '  W 

w=r,-  — r,xy  — s,^  +  Wo, 

wo  Uo,  Vo,  Wq  nicht  x,  y,  aber  z,  a,  b  enthalten  können. 

Wegen  der  Wahl  des  Coordinatensystems  muss  ferner  für 

x  =  0,    y  =  0,    z  =  0,        u  =  v»=w«=0, 

i  =  dx,  y  =  0,    z  =  0,  v  =  w  =  0, 

x  =  0,    y  =  dy,  z  =  0,  w  =  0 

sein,  oder  es  mtissen  für  x  =  0,  y  =«  0,  z  =  0  folgende  Grössen  Null  sein 

d\      8w     3w 
"'  ''  ""'  ^'    ^'    ^• 
Dies  in  {&.)  eingesetzt  zeigt,  dass  mit  z  die  Grössen  u^,  v^,  w^  verschwinden 
müssen. 

2.    Gleichgewichtsgleichungen  an  den  Elementen. 

Wir  können  hier  ebenso  wie  bei  den  stabförmigen  Körpern  mit 
kleinem  Querschnitt  von  äusseren  Kräften  absehen ,  deshalb  in  den  Glei- 
chungen S.  3  (A.)  X=Y»>Z=-=0  setzen.  Für  die  Spannungen  S.  13  (H.) 
erhalten  wir,  nachdem  in  denselben  die  oben  berechneten  Werthe  für  u,  v,  w 
eingeführt  sind,  die  folgenden  Ausdrücke : 

T    __I_^^o    T    _        E        au,  E 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  Gleichgewichtsgleichungen  (A.) 
S.  3  giebt: 

Daraus  folgt,  dass  -^  und  -^  und  demnach  Ty,  und  T„  constant  sein 

müssen.  Da  nun  aber  an  der  freien  Oberfläche  parallel  der  xy  Ebene  keine 
äussere  Spannung  vorhanden  sein  kann,  da  ferner  vorausgesetzt  ist,  dass 
darauf  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  so  ist  Tx£==Tyi==N3  =  0,  also 
können  die  durch  Integration  der  obigen  Gleichungen  erhaltenen  Constanten 
nur  =s  0  sein.  Es  ist  also 


Digitized  by 


Google 


Anhang  zu  §§  64—74.  119 

t=«'     l^*  =  «'     ^"  +  i4^K+<^,4-(s.-r.)z]=0. 

Da  ferner  %  und  t,  nach  1.  fttr  z  «:  0  auch  Terachwinden,  so  können 
u,  und  Tg  selbst  nur  =^  0  sein.  Dasselbe  gilt  fUr  w„  mithin  ist  bei  der  In- 
tegration der  letzten  Gleichung  keine  Constante  zuzufügen,  es  ist  alsp 

w. i3:^{(ff.  +  <T,)z  +  Ks.-r,)z»j. 

Dies  Alles  benutzt  giebt  endlich : 
u  =  —  r,zx  +  r.zy  +  ff,x  +  ry , 
v=r,zx  +  s,zy  +  <r,y, 

w=  i  r,x»  —  r.xy  —  4 s,y' —  j-^  {(<r,— ff,)z+i(8,— r,)z» ), 

E 

^'  =  (i_^t)  R<^.  +  fod  —  z  (r.  —  /«8,)], 

E 

^«  =  (l_^»)  [(<^«  +  f^t^  +  2  (S,  —  /"•»)]  » 

^-  =  2(rHÖ^2r.z  +  .), 

Diese  Wertbe  entsprechen  den  Ausdrucken  S.  112  (d.),  wenn  wir 
setzen  9){x,y)==<;,x  +  Ty,  V'(x,y)  =  ff,y, 

f(x.y)==^^Ux'-y')-r.xy,      c'  =  ^^'. 

Es  müssen  demnach  die  hier  betrachteten  Zustände  hervorgebracht 
werden  dorcb  Kräfte  von  derselben  Art  wie  oben,  d.  h.  das  Element  ist  nur 
durch  Spannungskräfle  ergriffen,  welche  der  Ebene  seiner  Mittelfläche  pa- 
rallel sind  und  durch  Kräftepaare,  deren  Axen  in  jener  Ebene  liegen.  Gäbe 
es  auf  den  Rand  Kräfte,  welche  eine  andere  Richtung  hätten,  so  konnten 
die  durch  sie  verursachten  Verschiebungen  nur  von  einer  höheren  Ordnung 
sein  gegen  die  oben  gefundenen. 

»  ♦  . 

3.    Aeusseres  Gleichgewicht  an  den  Elementen  und 

dadurch  an  der  ganzen  Platte. 

Auf  jedes  Elementarparallelepipedum,  welches  senkreckt  zur  Platte  aus 
derselben  geschnitten  wird,  wirken  ausser  den  Spannungen,  die  in  2.  be- 
trachtet worden  sind,  Componenten  und  Kräftepaare,  die  von  äusseren 
Kräften  herrühren. 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  werden  nach  dem  Princip  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  abgeleitet.  Wir  geben  sämmtUchen  Elementen 
eine  Verschiebung  dx',  dy',  dz'.  Diese  Grössen ,  welche  nicht  beliebig  ge- 
nommen werd^  können ,  bestinunen  sich  aus  den  Gleichungen  S.  97  (b.), 
aber  man  erhält  schon  alle  Punkte,  wenn  man  x  =  y  =»  0  setzt  und  den 
a,  b,  z  alle  möglichen  Werthe  beilegt ;  mithin  ist  bis  auf  Grössen  höherer 
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Ordnung  x'  =  §  +  az ,  y'  =  ij  +  ^z ,  z'  =  t + yz.  Sollen  alle  Elemente 
ein  wenig  verschoben  werden,  so  heisst  dies,  dass  die  GiHtosen  §,  ly,  C,  «,  ßi  y 
kleine  Veränderungen  erfahren.   Es  ist  mi^in : 

jx'sK^^  +  zda, 

df^dri  +  zdß,  (1.) 

dz'  =  d^  +  zdy. 
Diese  sechs  Grössen  ^,  17,  ^,  a,  ß,  y  hängen  von  a  und  b  ab  und  müssen 
ausserdem  noch  folgenden  Gleichungen  genügen,  von  denen  die  beiden 
etzte  n  aus  S.  98  (d.)  und  (6.)  sich  ergeben. 

Werden  diese  Gleichungen  variirt,  so  erhall  man  Bedingungen,  denen 
die  ii,  etc.  unterworfen  sind.   Diese  sind : 
ada  + /?d/*  +  ydy  =  0, 

Die  im  Ganzen  geleistete  Arbeit  setzt  sich  aus  zwei  Theilen  zusammen, 
indem  wir  erst  die  Arbeit  der  Kräfte  in  der  ganzen  Platte  nehmen  dann  die 
am  Rand.  Beaeidinen  nun  Xdadbdz,  Ydadbdz,  Zdadbdz  die  Componen- 
ten  auf  ein  Elanent  dadbdz,  so  ist  die  ganze  Arbek  dieser  Kräfte: 

dü^/f/iXdx'  +  Yöy'  +  Zdif)  dadbdz, 
wo  das  Integral  über  das  ganze  Volumen  auszudehnen  ist. 

la  diesem  dreifachen  Integrale  sind  nun  Arbeiten  von  Spannungen 
auf  den  Rand  mit  eingerechnet,  die  aber  nicht  existiren.  Bezeichnen  wir 
demnach  die  Differenzen  zwischen  den  Kräften ,  die  wirklich  auf  den  Rand 
wirken  und  den  oben  fölschlich  binzugenommenen  Spannungen  auf  ein 
Randelement  ds  dz  mit  Hds  dz,  jFfds  dz,  Zds  dz,  so  ist  die  Gesammtarbeit 
am  Rand  ^  öiT  -=Jf(Böii/  +  Höf  +  Z  dz')  ds  dz , 
wo  das  Integral  sich  über  die  ganze  Randfläche  erstreckt. 

Damit  nun  die  Platte  im  Gleichgewichte  sei,  muss  sein 

wo  die  Variationen  der  Bedingungen  (x.)  unterworfen  sind.  In  diese  Glei- 
chung sind  einzuführen  die  berechneten  Werthe  der  Spannungen.  Um  das 
thun  zu  können,  soll  zunächst  die  Gleichung  vereinfacht  werden  und  dann 
sollen  mit  Hülfe  der  Multiplicatoren  von  Lagrange  die  Bedingungen *(x.) 
eingesetzt  werden. 

Da  die  Variationen  d^....  von  z  unabhängig  sind,  so  können  mehrere 
Integrationen  ausgeführt  werden,  nachdem  man  statt  öx\  <Jy',  dz'  ihre 
Werthe  aus  (t.)  eingesetzt  hat. 
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Schreibt  man 

/Xdz==X',   /Xzdz  =  X",    fSAz  =  S,   fSzAz  =  S' 
und  dem  entsprechend  Y',  ¥". . . ,  so  ergiebt  sich 

(Jß  =y/(X'(J|  +  Y'(Jij  +  VÖ^  +  X"<Ja  +  V'dß  +  Z"öy)  da  db, 

<Jß'  =y  (S'ö^+H'öri+  Z'df  +  Ä"<Ja+H"d/?+  Z"<Jy)  ds, 
wo  das  erste  Integral  über  die  ganze  Hittelfläche,  das  zweite  Ober  die  Peri- 
pherie derselben  auszudehnen  ist. 

Werden  nun  die  Bedingungen  (x.),  denen  die  Variationen  unterworfen 
sind,  mit  Httlfe  der  Methode  von  Lagrange  eingeführt,  so  erhalt  man,  wenn 
man  die  Multipiicatoren  mit  A,  k, ,  A,  bezeichnet, 

<Jß==/^|(X'a§+Y'<Ji?+ZMD+(X''(Jo+Y''<J^+Z''Jy)-|-A(a<5fc+/J<J/J-4-y<Jy) 

WO  d^  etc.  als  vollkommen  unabhängig  von  einander  zu  betrachten  sind. 

In  diesen  Gleichungen  kommen  ausser  den  Variationen  noch  vor  deren 
Differentialquotienten,  die  durch  theilweise  Integration  nach  der  Methode 
S.  76  entfernt  werden  sollen ,  wenn  p  den  Winkel  der  Normale  der  Rand- 
curve  gegen  die  xAxe  bedeutet.   Es  ist  nämlich: 

^Ji(a6i+ßdr)+röOoospAs-ff(^di^^+dri^f-\-ö^^fyUdb, 

und  ganz  ebenso  zerlegt  sich  das  Integral  mit  A,. 

Vereinigen  wir  nun  die  einfachen  Integrale  mit  dii'^  so  enthält  der 
Ausdruck  unter  dem  DoppeHntegral  nur  noch  die  Variationen  <J^,  drj,  dC 
Die  Nullsetzung  deren  Coefficienten  geben  dann  ein  Gleichungssystem, 
welches  in  Jedem  Punkte  der  Mittelfläche  zu  erfüllen  ist : 

öa         ^r       ^'     *    ^^P^^'d^^^'dh~^'     ^^'^ 

x--^^j — ab  -^'  ^  +'^^/+^'ä;+^-^äb    ^• 

Es  bleibt  also  noch  übrig  von  der  Gleichung  des  Princips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten : 

0  =  dQ'  +f(l^  cos  p  H-  ^  sin  p)  {ad^  +  ßdri  +  yd^  <ls.     (j4.) 

Hier  kommen  nur  Functionen  von  s  vor.  Um  daher  nicht  wieder 
sämmtHche  Gleichungen  aus  (x.)  durch  Multipiicatoren  einzusetzen,  fuhren 
wir  statt  der  beiden  letzten  Bedingungsgleichungen  (x.)  eine  Gombination 
ein,  in  der  nach  s  statt  nach  a  oder  b  differenzirt  ist.  Um  die  Differentiation 
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auszuführen,  nehmen  wir  die  positive  Richtving  von  s  von  der  +xAxe  zu 
+yAxe.  Gehen  wir  dann  in  der  Richtung  des  positiven  s  um  eine  kleine 
Strecke  €  vorwärts,  so  vermindert  sich  a  um  e  sin  p,  und  y  wächst  um 
e  cos  p.  Eine  Function  von  a  und  b  kurz  f  (a,  b)  geht  dadurch  tlber  in 

(Pf  r)f  \ 

Tjr-  cosp  —  ^  sin  pj  +  -«- 

.,, .   . , ,,  . , .        öf     er  öf  . 

mithin  ist  für  kleine  e:  3~  "^  Sü  ^^^  p  —  tt-  sm  p. 

So  ergiebt  sich  aus  den  beiden  Gleichungen  (x.)i  wenn  man  die  zweite 
derselben  mit  —  sin  p,  die  dritte  mit  cos  p  multipUcirt  und  dann  addirt: 

«-5r  +  ^-9r  +  ^-5r+ys^^+S^'*+^^y=«- 

Wird  diese  Gleichung  und  die  erste  von  (x.)  mit  k/  und  k'  midtiplicirt 
und  zu  {fi.)  hinzugesetzt,  so  erhält  man : 
0^f{S'd^+H'öi]-\-ZrdZ+S"da-tH"dß+Z"dy+k'(ada-\-ß6ß+ydy) 

+  (i,  cos  p  +  Aj  sin  p)  {aö^  +  ßdt]  +  yöu)}  ds. 
Durch  partielle  Integration  können  wir  hieraus  wieder  die  Differential- 
quotienten  der  Variationen  entfernen.    Dabei  werden  die  Ausdrücke  ohne 
Integral  verschwinden,  denn  es  ist  über  den  ganzen  Rand  zu  integriren,  so 
dass  also  die  Grenzen  zusammenfallen.   Es  flndet  sich: 

Fuhrt  man  dies  ein  in  (i>.),  so  erhalt  man  durch  Nullsetzung  der  be- 
treffenden Coefflcienten: 

£'  +  a  (i.  cos  p  +  A,  sin  p)  -  ^  =  0,   S"  +k'a-\-k,'  |i=0, 
H'+  ß  (K  cos  p  +  A,  sin  p)  -  ^  =  0,    H"+  k'ß+k,'  ^  =  0,    {q.) 

Z'  +  y(A,cosp  +  A,sinp) g^  =  0,    Z" +k'y+k,' ^  =  0. 

Die  Gleichungen  {k.)  und  (q.),  welche  die  gewünschten  Gleichgewichts- 
bedingungen enthalten,  rereinfachen  sich  noch,  wenn  man  je  drei  ent- 
sprechende Gleichungen  mit  o,  ß,  y,  oder  a,  /9, y,  oder  aßy  multiplicirt 
und  jedesmal  addirL  Man  erhalt  dann  mit  Berücksichtigung  der  Winkel- 
gleichungen und  Beibehaltung  der  Grossen  niedrigster  Ordnung  für  jeden 
Punkt  der  Mittelflache: 

X'a.  +  \'ß,  +  Z'y.  +  k,r,  -f-  A^  =  0, 
X'«,  +  Tß,  +  Z'y,  —  A,r,  -  A^,  =  0, 

•  x'a  +  Vß  +  ZV  -  ^  - 1^  =  0,  (a.) 

X"a,  +  Y"/!f,  +  Z"y..|-A,  =  0, 
\"a,  +  \'%  +  Z"y,  +  k,  =  0. 
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Für  jeden  Punkt  der  Randcurve: 

H'aj+lT/I^j+Z'yj  +  VCsiCosp  — fjsinp)  =0, 
Fa, + ITßi + Z>2 + A/  (s,  cos  p  —  r,  sin  p)  =  0, 

ffa  +irß  4-27/  +A.cosp+A,sinp  — -^^'  =  0,        (a.) 

S'a,  +  W'ß,  4-  Z'V.  —  ^/  si"  P  =  0, 
S^'a,  4-  Ä''^,  4-  Z"y,  4-  >li'  cos  p  =  0. 
In  diesen  Gleichungen  sind  dann  noch  statt  der  Grössen  X'  etc.  die 
Yon  aussen  wirkenden  Kräfte  und  die  Spannungen  einzuführen. 

1)  Die  Theile  der  X'  etc.,  welche  von  den  äusseren  Kräften  herrOhren. 
Es  seien  die  Componenten  der  auf  das  Element  da  db  dz  des  Inneren  wir- 
kenden Kräfte 

Adadbdz,     Bdadbdz,     Cdadbdz, 

dann  sind  die  betreffenden  Theile  von  X',  Y',  Z',  X",  Y",  Z": 

A'=/Adz,  A"=/Azdz, 

B'=/Bdz,  B"=/Bzdz, 

C'=/Cdz,  C"=/Czdz, 

ausgedehnt,  wenn  h  die  Dicke  d^r  Platte  bedeutet,  über  alle  Werthe  von  z 

zwischen  —  ~  und  4"  -k* 

2)  Die  Theile  der  X'  etc.,  welche  von  Spannungen  herrühren.  Die 
Spannungen  auf  die  den  negativen  x,  y,  z  Axen  zugekehrten  Seiten  des  Ele- 
mentarparalleleplpedums  sind  nach  x,  y,  z : 

—  Ni  dbdz,         — Txydbdz,         0, 

—  Txydadz,         —  Nj  dadz,         0, 

0         ,  0,0. 

Zerlegen  wir  diese  nach  den  x',  y',z'Axen,  so  Ist: 
parallel  der  x'Axe  —  (N,  «j  4-  Txy  «0  db  ^z »    —  (Txy  a,  +  NjOi)  da  dz , 

-  -   y'Axe  —  (N,/?,4-Txyi?Jdbdz,    —  (T,y/?,4-N,/J0dadz, 

-  -   z'Axe  —  (N,y,4-Txyy,)dbdz,    —  (T,yy,4-N,y,)dadz. 
Die  auf  die  entgegenstehenden  Flächen  wirkenden  Componenten  er- 
hält man ,  wenn  man  die  Vorzeichen  entgegengesetzt  nimmt  und  zugleich 
in  den  Componenten  der  ersten  Reihe  a  in  a  4-  da,  in  denen  der  zweiten 
b  in  b  4-  db  verwandelt. 

Addirt  man,  so  erhält  man  die  Spannungskraft  parallel  der  x'Axe: 
^a(N.a.+T.,a,)  ^  8(T.,a.+N.a.)>^  ^^^  ^ 

Von  dieser  Spannung  entspringt  also  in  X'  und  in  X'': 

J   L  5ä  c)b  J 
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Setzt  man  nun  die  Werthe  der  Spannungen  von  S.  119  ein  und  zu- 
gleich Fo  =  0,  s„  =  0,  Sj  =  —  r,  (S.  117),  so  ist 

/hE  r  h^E 

Dies  benatzt  erhält  man  endlich  mit  Hinzufttgung  der  obigen  Werthe: 


hE 


a [(a.+^ffs) o.H — ^2 '^ ^« J     8 1  "2^ *■«'+ (<^»+  '"<'i) «^ 


A'  +-r. 3^  ^. -t 


W 


(1  —  fi')    \  da  ^  5b" 

T»     .»  ■         h'E         /a[— (r,— ^s,)c,+(l— /<)r.«,]  ,  8[(1— /i)r,cf,4-(8,— ^r,)c]\ 

^  ~^  '^I2(i-fi^\  5i  ^  5b r 

Dem  entsprechend  findet  man  Y',  Y",  1',  Z".  Wodurch  die  fünf  ersten 
Gleichungen  von  (a.)  übergehen  in: 

A  a.  +  B  /?.  +  C  y.  +  i.r,  +  A,s,  +  ^  — -.,] ^jj ^-y-  5^}  =  »' 

-A'a  +B'/J  +C'y  -  ?^-^^+  _Ai_j(^,+/,a,)r,.-(l-;u)xr. 

—  (<T.  +  ;<(T,)S,|  =  0, 

*"«■+»""■+'-■■>•+ '•+-II^{"-'4+'-v^j-'>- 

Ebenso  bestehen  die  S'  etc.  aus  zwei  Theilen  von  den  äusseren  Kreiden, 
weniger  den  Spannungen. 

1)  Der  von  den  äusseren  Kräften  herrührende  Theil. 
Seien  Udzds,  Vdzds,  Wdzds  die  auf  ein  Randelement  dzds  wirken- 
den äusseren  Kräfte,  dann  sind  die  von  diesen  Kräften  herrührenden  Theile : 

Ü'=/Udz,  U"=/Uzdz, 

V'=/  Vdz,  V"=/Vzdz, 

AV'=/\Vdz,  W"=/Wzdz. 

2)  Die  abzuziehenden  Grössen  von  den  ßflschUch  oben  hinzugenomme- 
nen Spannungen  herrührend. 

Die  Nonnale  des  Elementes  bildet  gegen  die  Axen  x,  y,  z  die  Winkel  p, 
90** — p,  90^  folglich  sind  die  Componenten  der  Spannungen: 
N,  cos  p  +  Txy  sin  p ,     T^y  cos  p  +  N2  sin  p ,     0, 
und  dies  sind  sofort  die  Grössen,  welche  nicht  bei  S,  H,  Z,  sondern  bei 
den  nach  den  x,  y,  zAxen  zerlegten  Kräften  Sa^  +  fl/Jj  +  Zy,  etc.  zur 
Anwendung  kommen. 
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Integrirt  man  also  nach  z,  um  die  mit  einem  und  zwei  Strichen  ver- 
sehenen Grossen  zu  bilden,  so  erhält  man  die  Ausdrücke: 

Sa,  +  H%  +  Z'y.  =  U'a,  +  \%  +  Wy, 

~12(1— V)i~^'^'~^^'^^^^^"^^^~^^'^'^'"^)' 
Ebenso  erhält  man  zwei  andere  Paare. 

Die  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  in  die  fünf  letzten  Gleichungen  von 
(a.)  gicbt  dann: 

U'«.  +  y'ßi  +  W'y.  + 1/  (s,  cos  p  —  r,  sin  p) 

—  (f— 17) I  («^t  +  A^aJ cos  pH ^T  sin  pj  =  0, 

L'ajH-  V'/i?a4-  W'y,— ^'  (s,  cos  p  —  r,  sin  p) 

—  (YZT^)  I  ~2      ^  ^^s  p  +  (0^  +  ^a,)  sm  p  I  =  0, 

U'a  +  V'^  +  W'/— ^  +  itcosp+i,sinp  =  0,         {%') 

ü"a,  +  Wß,  +  W'V,  —  A/  sin  p 

li^E 

-  [—  (ra  —  /IS,)  cos  p  +  (1  —  /u)  Ti  sin  p]  =  0, 


12(1 -/i-^) 

U"a,  +  V  ^2  +  W"y2  +  i.'  cos  p 

—  12(1  — u^)  f^^  ~  ^^  ^'  ^^^  P  +  (s.  —  iurj)  sin  p]  =  0 

4.    Endliche  Biegung. 

Das  Problem  der  Auffindung  endlicher  Biegung,  welche  zuerst  von 
Qebsch  untersucht  ist,  theilt  sich  derselbe  in  drei  einzelne  Aufgaben : 

1)  GestaltTerSnderung  ohne  Berücksichtigung  der  Ausdehnungen  und 
Verschiebungen  (j,,  aj,T. 

2)  Aufsuchung  der  Dilatationen  a,,  g^^t, 

3)  Bestimmung  der  Abweichungen  der  wirkUchen  Gestalt  von  der  in 
1)  gefundenen. 

1)  Da  die  a,,  (Jj,  t  verschwinden  sollen,  so  müssen  bei  der  Verbiegung 
alle  Elemente  unverändert  bleiben.  Eine  solche  Biegung  ist  nur  mögUch, 
wenn  die  Fläche  nach  gewissen  Geraden  gebrochen  wird,  welche  ihrerseits 
völlig  so  bleiben,  wie  sie  ursprünghch  gewesen  sind,  und  welche,  damit 
keine  Faltungen  eintreten,  sich  nicht  innerhalb  der  Platte  durchschneiden. 
Die  gebogene  Fläche  hat  demnach  die  Form  einer  abwickelbaren  und  je 
zwei  auf  einander  folgende  Gerade  schUessen  ein  unendlich  schmales  Trapez 
ein.  Zur  Bestimmung  dieser  Fläche  gehen  wir  aus  von  der  Gratlinie,  d.  h. 
der  Curve,  in  der  Je  zwei  auf  einander  folgende  Gerade  des  erwähnten 
Systems  einander  schneiden.  Da  nun  auf  jeder  Geraden  zwei  nähcste  Punkte 
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der  Cturve  liegen,  so  sind  diese  selbst  die  Tangenten.  Die  Gratlinie  liegt 
vor  der  Biegung  in  der  Ebene  und  geht  dann  in  eine  Gurve  doppelter 
Krttmmung  tlber,  die  mit  der  ursprünglichen  Gurve  wie  folgt  zusammen- 
sammenhängt:  Die  Bogenelemente  und  die  Winkel  zweier  nächsten  Tan- 
genten oder  die  Krümmungshalbmesser  bleiben  ungeändert.  Zur  Bestim- 
mung der  Raumcurve  kommt  dann  noch  der  Winkel  zweier  nächsten 
Scluniegungsebenen. 

Bestimmung  der  abwickelbaren  Fläche.  Sei  a  der  Bogen  der  Grat- 
linie von  einem  beliebigen  Punkt  an  gerechnet  und  ^o«  ?o^  ?o  ^^  zu  a  ge- 
hörige Punkt  der  Gurve,  1  eine  Strecke,  welche  auf  der  in  diesem  Punkte 
gezogenen  Tangente  der  Gratlinie  vom  Berührungspunkte  an  gezählt  wird. 
Kennt  man  nun  die  Gratlinie,  so  ist  dann  durch  a  und  1  jeder  Punkt  der 
Fläche  gegeben. 

Es  sollen  |a^  ?ot  ^i  ^  Functionen  einer  unabhängigen  VeränderUchen 
s  sein  und  die  Differentialquotienten  nach  s  seien  durch  Striche  bezeichnet 

Es  sind  dann  die  cos.  der  Winkel,  welche  die  Tangente  der  Gratlinie 
oder  1  mit  den  im  Raum  festen  Goordinaten  bildet: 

AJo      II       ^      vi        ^      ^' 
dff  ""  o"      da       o"       dff  ™  o" 
mithin  ist,  wenn  |,  17,  ^  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Fläche  sind, 

Diese  Gleichungen  (a.)>  welche  der  allgemeine  Ausdruck  einer  abwickel- 
baren Fläche  sind,  müssen  nun  im  Zusammenhang  stehen  mit  der  frOher 
ebenen  Fläche.  Es  entspreche  den  Punkten  |,  rj,  ^  und  ^,  tj^,  t,,  in  der 
Ebene  den  Punkten  a,  b,  0  und  a,,  b,,  0. 

Die  Gleichung  der  Ebene  ist  dann  dem  Obigen  entsprechend: 

b'  ^-^ 

b  =  b.+  l^, 

WO  ao'*  +  b/*  =  a'*  ist.  Denn  es  bleibt  1  und  auch  das  Bogenelemenent  a 
dasselbe. 

Es  muss  aber  noch  der  Krümmungshalbmesser  derselbe  bleiben.  Um 
diese  Gleichheit  auszudrücken,  sei  q)  der  Winkel  des  Bogenelementes  da 
gegen  die  Axe  a,  dann  ist: 

ikJ  b' 

-^  =B  cos  f),       "T  =  s^^  9'   ^^  M 

1       dy      a,'b,"-b/a,"      q>' 


Digitized  by 


Google 


Anhang  zn  §|  64—74.  127 

Denselben  Werlh  muss  dann  der  Krümmungshalbmesser  der  Gratlinie 
haben.  Man  kennt  nun  Ausdrücke  der  cosinus  der  Winkel,  welche  zwei 
aufeinander  folgende  Tangenten  mit  den  Axen  machen,  nämlich : 

II,   50^,   %„nd%  +  d^,  5^+d5-%  H+^H. 

Diese  Werthe  geben  dann  sin'dfp,  wenn  man  folgende  Beziehung  aus 
der  analytischen  Geometrie  bedenkt:  Bilden  zwei  Gerade  mit  drei  recht- 
winkligen Coordinatenaxen  Winkel,  deren  cos.  sind  a,  /?,  y^  h,  /i,  y  und  be- 
zeichnet 6  den  Winkel,  den  sie  miteinander  bilden,  so  ist: 

cos  d  =  cfA  +  /JjU  -|-  yv, 
und  daraus 

sinM  =  1  —  cosM  =  (ßv—y^y  +  (yX  —  avy+  (afi  —  ßXf. 
Dies  auf  unseren  Fall  angewendet  giebt: 

»■'*^-<«'»'-(y4--7''?T+(^4-l4)' 

\o'    o'        o'     o' J 

~  o'^  • 

Die  Gleichung  in  Verbindung  mit  (b*)  spricht  die  Unveränderlichkeit 
des  Contingenzwinkels  aus. 

Es  ist  noch  nöthig,  in  den  Ausdrücken  die  Werthe  der  Differential- 
quotienten zu  bestimmen.  Für  unsere  jetzige  Untersuchung,  wo  die  a,,  a,, 
T  verschwinden,  reduciren  sich  die  Gleichungen  (e.)  auf: 

^^-„  ^'?-/»  ^^^v 

^?  _  ^»z  _  >?         5?  _ 

"Sb  ~  ""         ob  ~  '^*'        '5h  ~  ^'* 
Differenziren  wir  (a.)  nach  a  und  b,  indem  wir  s  und  I  als  Functionen 
dieser  Veränderlichen  betrachten,  so  finden  wir: 

und  so  die  fttnf  anderen,  die  geben: 

öTj    ec    ai    dtj    d^ 

^'    "^i"'    ^'    ^'    5E*  ^'-^ 

Aus  diesen  Ausdrucken  sind  die  DifTerentialquotienten  von  s  und  1  zu 
entfernen.  Wenn  man  dazu  (B.)  differenzirt  und  (c)  berücksichtigt,  so 
findet  man:  /^s   ,    1  ol\      ,  .  ,ds 

-      ,       /as  ,  1  a\    ,  .      ,as 

und  noch  zwei  ebensolche  Gleichungen. 


d|_         /ÖS 
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Daraus  kann  dann  berechnet  werden : 

da       i   dl cos  qp        .ds  sin  qp 

5i"'~ö'da         V        S^""""^'  ' 

ÖS       1   öl       sin  qp        .ds  cos q>  ^' 

5b"*"?5b~    o'    '        5b™         ^' 

Dies  in  (e.)  eingesetzt  giebt  nach  einiger  Umformong  mit  (c): 

o^9'y,  -  t.'bo"  -  C."b/,         (T.qp'y, ^' V'  +  ?."««.'. 

Daraus  entwickelt  man  dann  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Sätze  aus  der 
analytischen  Geometrie :        «  =  /?>  y,  —  A  y i . 

/'  =  yi«.  — yi«i. 

y  =  «•/'.—  «./*.. 

die  Formeln : 

«'>'«  =  '?.'£,"-&,''?.", 

ö'>'y  =  £,''7."-'?.'l."- 
In  diesen  Werthen  ist  1  nicht  vorhanden  und  nur  noch  s  enthalten, 
mithin  sind  die  Coordinatensysteme  x,  y,  z  aller  längs  einer  Linie  1  gelege- 
nen Elemente  nicht  blos  im  nattlrUchen  Zustande  der  Platte,  sondern  auch 
noch  nach  der  Biegung  einander  parallel.     Darnach  ist  mit  Hülfe  von  (f.) : 

da        ,  ös  sin  flp    ,  r.-      •     i-    ^^t     i  i 

■R-  =  a'  ^  = —  ,  V  «   u«  s.  w.    Dies  m  die  Werthe  r  und  s,  \ne  sie 

da  da  \(p'  ' 

eutwickdt  sind  aus  (d.)  S.  117,  eingesetzt  giebC: 

sinycosy  cos'y 

r  =^^°''i^p  c  sin  y  cos  y 

wo  ist 

^  ;p^;^^      ]  • 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdi*ücke  müssen  wir  unsere  Gleichgewichtsbedin- 
gungen (t)  und  (%')  verwerthen.  Wir  brauchen  hier  von  diesen  Gleichungen 
nur  die  beiden  letzten  von  (t)  und  die  drei  letzten  von  {t^).  Wir  berechnen 
)i^  und  A,  aus  (t)  und  setzen  es  in  (tO  ein,  wobei  die  eben  näherungsweise 
gefundenen  Werthe  von  a,  /J,  y,  r,  s  durch  Functionen  von  &,  ijo>  &>  be- 
nutzt werden.  Wir  erhalten  so  drei  Differentialgleichungen,  welche  ^,  ijoi 
Co,  1,  fjo,  <J,  i/  enthalten.  Noch  kann  darin  vorkommen  a^,  bo,  insofern 
es  möglich  ist,  dass  die  auf  einen  Punkt  des  Randes  wirkenden  Kräfte  von 
der  Lage  des  Ortes  abhängig  sein  können,  an  dem  dieser  Punkt  sich  ur- 
sprünglich befand. 

Zwischen  den  in  den  nun  erhaltenen  Differentialgleichungen  vorkom- 
kommenden  Grössen  können  noch  Gleichungen  aufgestellt  werden.  Nach 
(b.)  und  (c.)  ist:     a^  =  a  —  1  cos  (jp,     b^™ b  —  1  sin  9),  ** 
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wo  a  und  b,  die  ursprünglichen  Coordinaten  eines  Randelementes,  gegebene 
Functionen  von  s  sind.   Da  nun  gemäss  der  Bedeutung  von  p  ist 

a'  =  —  sinp,    b'==co8p, 

so  erhalten  wir  durch  Differentiation  von  (g.)  mit  Berücksichtigung  von  (c): 

(f  C9&q>'*^  —  sin  p  —  1'  coe  y  +  ^9^  WD  9>, 

a'  sin  ^  »=      cos  p  —  V  ein  gf  +  l<p'  cos  q>^ 

oder  transfonnirt: 

a'  =      sin  ((f  —  p)  -  r, 
0  =  —  cos{(p  —  p)  +  l(p'.  ^9-^ 

Hit  Hülfe  dieser  Gleichungen  können  1  und  </  entfernt  werden,  so  dass 
nur  §0»  %»  Soi  fP»  V  bleiben,  von  denen  1/  leicht  zu  eliminiren  ist.  Ausser- 
dem gilt  noch  die  Gleichung:  §©'*  + 'Jo'*  +  ^'* "=  <^'  und  die  Gleichung, 
welche  man  erhält  durch  Gleichsetzung  der  Krümmungshalbmesser,  so  dass 
wir  nach  Elimination  von  1/  im  Ganzen  noch  4  Gleichungen  behalten  mit 
den  4  Unbekannten  ^oi  ^o^  ^i  (pi  ^^^  ^^^  dadurch  bestimmt  werden  können. 

2)  Nachdem  nun  durch  1)  nftherungsweise  die  Biegung  bestimmt  ist, 
setze  man  die  erhaltenen  Werthe  in  die  ersten  drei  Gleichungen  (t)  ein,  so 
können  daraus  die  Dilatationen  (7, ,  a,,  t  berechnet  werden. 

3)  Um  endlich  die  geforderte  Correction  zu  finden,  setzen  wir  g,  rj,,., 
a,...  die  oben  näherüngsweise  gefundenen  Werthe  und  J^  ^. . .  ä. . .  die 
anzubringenden  Correctionen,  so  dass  also  die  vollständigen  Werthe  sind : 

$=»=|"4-|,     i;  =  ij  +  ^,...^  a  =  a  +  ä, ... 
von  denen  die  letzteren  nur  gelten,  weil  die  a  etc.  sefaar  kleine  Grössen  sind. 
Führt  man  die  letzteren  Werthe  in  die  zwei  ersten  Gruppen  der  Glei- 
chungen (d.)  8. 98  ein  und  bedenkt,  dass  denselben  die  Werthe  a,  /?. . .  und 
auch  a,  /9,  y...  allein  genügen,  so  erhält  man: 

«.«i+^iÄ  +  yiyt  =  0, 
und  ebenso  mit  den  anderen  Indices. 

und  ebenso  zwei  andere. 

Alle  diese  Gleichungen  erfüllt  man  gleichzeitig,  wenn  man  statt  der 
9  Grössen  a,ß...  3  Grössen  q,  qi,  q,  einführt  und  erstere  durch  diese 
ausdrückt  mittelst  der  Formeln :  ' 

«i  =  q««— q«2>  «2  =  qai  — qi«»  «=qi«2— q,«! 

und  entsprechende  für  die  ß  und  y.    Dies  in  die  r  und  s  eingesetzt  giebt 
für  die  Correctionen  dieser  Grössen  folgende  Ausdrücke: 

=       ^qi  I      -        ~        =      ^qi  .      ""        — 
ri  =  -^  +  q,ro— qr„      8^  =  ^ +  q,s^— qs,, 

=       öqa  .     -  -        =       öq,  ,     -         - 

.  r,  =  -^'-t-qr,— q,r„      s,  =  -g|'  +  q8,  —  q^So, 

==       öq  —         —        =       öq    .      —  — 

ro  =  -^+qirj  — qjFi,      8«= -^-fq^Sa— q,s,. 


öa"^^»'^~^*'''      ^       5b' 
Klein,  Theorie  der  Elasticittt  etc. 
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Die  Correctionen  der  Grössen  -rX,  tsti---  folgen  aus  («.)  S.  116,  in- 
dem man  die  Grössen  Nullter-Ordnung,  die  auf  beiden  Seiten  bereits  gleich 
sind,  fortlässt  und  nur  die  Grössen  erster  Ordnung  beibehält  Aus  den  so 
erhaltenen  6  Gleichungen  können  dann  die  unbekannten  Functionen  q  eh- 
minirt  werden,  so  dass  noch  3  Differentialgleichungen,  welche  die  durch  2) 
nun_bekannten  Dilatationen  enthalten,  übrig  bleiben  zur  Bestimmung  der 
1^,  ^,  ^.   Die  Ausführung  der  hier  angedeuteten  Rechnungen  giebt: 

'*"■"•  55"  +  '**  5b  "'■^•■Sb' 

5.    Kleine  Verschiebungen. 

Bei  kleinen  Verschiebungen  können  wir  die  ursprünghche  Lage  bereits 
als  erste  Annäherung  betrachten.  Unter  diesen  Umständen  fallen  überall 
die  Axen  der  x,  y,  z  zusanupen  mit  den  x',  y',  z'Axen  und  die  erste  Annähe- 
rung besteht  darin,  dass  a^'^ßr^y^^i^  crj—a— /y«-«/Ji«-B'yjrs«y,aBO  ist 
Dann  erhält  man  zunächst  nach  den  am  Schluss  von  4)  angegebenen  Rech- 
nungen :  _  __  __ 

öj  s^  dx 

^"^-       ^ — ^'     :5ä"'«' 

Daraus  T-§+|j. 

Die  r  und  s  müssen  verschwinden,  da  die  cos  constant  sind,  also  fallen 
die  F  und 's  mit  den  r  und  s  zusammen.    Dies  giebt  hier: 

.^  ^'     'Si        ^äoib'       *'     "5b        ST" 
"*     5b         5^'  **     5b  cü^' 

5q  5*2  5q  5*^ 

Ftthren  wir  diese  Wertbe  in  die  Gleichgewichtsgleichungen  (t)  und  (cO 
ein  und  lassen  nunmehr  die  Striche  weg.  Es  ist  aber  hier  nicht  nothwendig, 
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hE 

(1-^*) 
°"      hE 


ü', 


bei  der  Berechnung  der  Spannungen  mehr  als  die  Terme  niedrigster  Ordnung 
beizubehalten,  denn  di^^  werden  bereits  von  einer  höheren  Ordnung,  als 
in  dem  Falle  endlicher  Biegung,  indem  die  frtther  endlichen  Grössen  r,  s 
hier  Grössen  der  ersten  Ordnung  sind. 
Die  resultirenden  Gleichungen  sind: 

a»g       a»i?     (1-;^)  d  fdi    dri\     (1-^*) 
5b5+'*aTab+^— 5i(,^+"5ij+    hE     ^  "<*' 

mit  den  Grenzbedingungen  W^  ^ 

und 

5ii  +  ^5?SP+5b^-       h»E       l,^ 

mit  den  Grenzbedingungen 

a»r  1 

.^(co8»p-sm'p| 

i^(i^  [A"cosp+B"8iap-w'+£i5::^ip^i::£2^] 

Hier  haben  sich  unter  (A.)  diejenigen  Gleichungen  abgesondert,  welche 
die  Verschiebungen  parallel  der  Mittelfläche  enthalten,  während  die  Glei- 
chungen unter  (B.)  die  Verschiebungen  senkrecht  zur  Mittelfläche  ergeben, 
wenn  die  ersteren  bekannt  sind. 

Die  Gleichung  unter  (B.),  in  der  ^  und  ri  vorkommt,  vereinfacht  sich, 
wenn  wir  annehmen,  dass  die  Verschiebungen  parallel  der  Mittelfläche  nur 
in  einer  gleichförmigen  Ausdehnung  bestehen,  welche  der  ganzen  Platte 
mitgetheilt  ist.  FOr  eine  kreisförmige  Scheibe,  wo  wir  die  auf  das  Innere 
wirkenden  Kräfte  A'  und  B'  gleich  0  setzen,  wollen  wir  statt  der  auf  den 
Rand  wirkenden  Kräfte  U',  V  eine  überall  normal  wirkende  Zugkraft,  welche 
auf  die  Flächeneinheit  «=  T  sei,  wirken  lassen,  dann  ist 

ü'  =  Th  cos  p,       V  =  Tb  sin  p. 

9* 


»-"'iRg-S) 


sm  p  cos  p  • 
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E»  ist  dapn,  wenn  wir  dem  Anüangspunkt  der  a,  b  keioe  VerrUckung 
parsUel  der  Mittelfläche,  ertbeilen,  die  Lösung  der  Gleichungen  (A.): 

g«.ea,      i,«««b,      «  — (1— /4)ET 
und  die  erste  Gleichung  von  (B.)  wird  dann : 

5i^  +  ^^5^F+di/~"h^^*"*-'''VÄr*+apj     _^ 

Hit  Holfe  dieser  Gleichungen  hat  nun  Clebsch  folgende  Probleme 
gelöst:  Kleine  Verschiebungen  einer  kreisförmigen  Platte  in  ihrer  Ebene 
S  74,  senkrecht  gegen  ihre  Ebene  §  75.  Biegung  einer  am  Rande  einge- 
spannten kreisförmigen  Platte  durch  ein  einzelnes  Gewicht  §  76. 
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Benehnngen  zwischen  den  Grössen  der  Wellenbewegung.    (§  224.) 

1«   Die  beschleunigende  Kraft  sei  proportional  der 
Entfernung  von  der  Gleichgewichtslage. 

Die  Kraft,  welche  die  Masse  m  in  der  Entfernung  s  zurücktreibt,  sei 

d's 
mxs.   Setzen  wir  diese  gleich  —  ^^t^^^  ^  erhalten  wir  zur  Bestimmung 

der  gewünschten  Grössen  nach  Division  durch  m  die  Differentialgleichung 

d«s 

dP  =  -^^- 
Wir  geben  der  rechten  Seite  das  negative  Zeichen,  weil  die  Richtung, 
nach  der  die  schwingende  Masse  gezogen  wird,  immer  der  Richtung  ent- 
gegengesetzt ist,  nach  welcher  dieselbe  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt 

ds 
ist.  Durch  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  ▼  =^  j-  und  dt  erhalten  wir 

vdv=>=  —  xsds. 
Deren  Integral  ist : 

v*  =  — xs*  +  c. 
Setzen  wir  zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Constanten  c  die  Ge- 
schwindigkeit V  =  0,  wenn  s  =  r  ist,  so  ergiebt  sich  c  =  xr*.  Es  ist  also 

v«=-x(r>  — 8«) 
oder 

ds 

Deren  Integral  ist: 

-7«  arcsm  -  =  t  +  c'. 
V^x  r 

Setzen  wir  s  =  0,  wenn  t  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  c'  =  0.  Wir  er- 
halten also  schliesslich: 

s  =  r  sin  (j/x  t)  und  —  =  v  ««=  r[/  x  cos  ([/  x  t). 
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Zählen  wir  die  Zeit  anders,  so  dass  s  »»  r  wird,  wenn  t »» 0  ist,  so  er- 

1 
halten  wir  c'  —  TTTF^  ^»  mithin 
2  y  X 

s  — rsin(f^x  t  +  l^)«*r  cos  (j/xt)  und  v=t  —  rf^x  sin  (J/x  t). 

d's 
Die  Integration  unserer  Gleichung  tti  *^  —  ^^  ^s.hiLn  auch  anders  und 

in  grosserer  Uebereinstimmung  mit  dem  Folgenden  vorgenonunen  werden. 
Es  genügt  nämlich  derselben  das  particuläre  Integral 

ai 

s  =  e    , 
wo  a  bestimmt  wird  durch  Einsetzung  dieses  Ausdrucks  in  die  gegebene 
Gleichung.   Dadurch  erhalten  wir  _ 

a«  +  x=-0,  mithin  a— +f/xi. 
Aus  diesen  beiden  ParticularlOsungen  ergiebt  sich 

oder 

8  =  A  cos  (j/x  t)  +  B  sin  (j/x  t). 
Die  Bestinmiung  der  Constanten  geschieht  nun  wie  oben.  Wir  setzen  s-Br 
und  Y»=  0,  wenn  t  =>=  0  ist,  und  finden  dann  A  »■  r  und  Ba-eO  und  damit 
die  obigen  Gleichungen. 

2*    Schwingungen  im  widerstehenden  Medium. 

1)  Sei  der  Widerstand  des  Mediums,  in  dem  der  Körper  schwingt,  der 
augenblicklichen  Geschwindigkeit  der  sich  bewegenden  Masse  proportional 

Bezeichnen  wir  die  Verzögerung,  welche  die  Mas^  m  bei  der  Ge- 
schwindigkeit 1  erfährt,  mit  2  €m,  so  ist  die  Verzögerung,  welche  m  bei 
der  Geschwindigkeit  v  erßdul,  2  €mv.  Es  ist  demnach  die  zu  integrirende 
Differentialgleichung: 

d«s  ^ 

___xs-2.v. 

Ein  particuläres  Integral  derselben  ist 

ai 

8  =  e    . 
Die  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  Differentialgleichung  giebt: 

a*  =  —  X  —  2  6«,  also  a«=  —  « +  J^«*  —  x. 
Mithin  ist  

oder 

s  -=  e""'*  [A  cos  (|/x  — e*t)  +  B  sin  (J^x  — 6*1)]. 
Zur  Bestimmung  einer  der  willkürlichen  Constanten  rechnen  wir  die 


Zeit  so,  dass  s—O  wird,  wenn  j/x  —  6*t  —  jr  ist.  Diese  Bedingung  giebt 
B  -  0,  also  ist :        g  _  «— *A  cos  (yTT^*  t). 
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Bei  der  hierdurch  charakterisirten  Schwingungsbewegung  ist  immer 

s OB  0,  wenn  cos)/xf  —  « t  =  0  oder  |/x* — «"t«—  (2  n  +  1)  -^  ist,  wo 

n OB 0,  1,  2...  ist.  Ferner  sind  alle  verschiedenen  Phasen  durchgemacht, 
wenn  t  aUe  Werthe  durchläuft,  die  gegeben  sind  durch 

j/7ir7n  =  (2n  +  l)^  bis|/7^=Tn  =  (2n  +  5)~.    . 

Es  ist  demnach  die  Schwingungsdauer  T  gegeben  durch  T  f^x  —  €'a«27r, 

alsoT=g   /   ^,  selbstverständlich  grösser  als  ohne  Berücksichtigung 

des  Widerstandes. 

Setzen  wir  T  in  die  Schwingungsgleichung  ein,  so  erhalten  wir  folgende 

Form  derselben :     , 

.   -«t       /2  7r  \ 
sssAe       cos(-=r-tl. 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  in  1)  gefundenen  s^^r  cos  (|/x  t), 
so  sieht  man,  dass,  während  dort  die  Amplitude  constant ««  r  ist,  sich  die- 
selbe hier  mit  der  Zeit  ändert. 

Die  Amplituden  sind  ftlr 

TT  TT 

Ae       4,         Ae        ^,         Ae         ^^....Ae  *. 

Diese  Werthe  bilden  eine  geometrische  Progression  mit  dem  Expo- 

nenten  e      ^  •  Der  absolute  Werth  des  log  dieses  Progressionsexponenten 

T 

e  -^  log  e  ist  eine  Constante,  die  proportional  der  verzögernden  Kraft  ist. 

Diese  Grösse  nennt  Gauss  (Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magneti- 
schen Vereins  1857,  S.  55)  das  logarithmische  Decrement  der  Schwin- 
gungen. 

3.    Berücksichtigung  des  Quadrates  der  Verschiebung.*) 

Wenn  die  SchwingungsampUtuden  gross  sind,  werden  die  Quadrate 
der  Verschiebungen  noch  einen  merklichen  Einfluss  auf  die  Grösse  der  Be- 
wegungskräfte ausüben,  so  dass  wir  dann  folgende  Differentialgleichung 
erhalten :  d^s  ,  , 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  setzen  wir  fUr  s  eine  Reihe,  geordnet 
nach  Potenzen  einer  kleinen  Grösse  €,  also 

S  =  €Sj  -f-  €*S,  -f-  6*8,  + .  .  .  . 
*)  Helmholtz,  Pogg.  Ann.  99. 
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Zur  Begiimimuig  der  Grossen  s^ ,  s,. . .  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Reihe 
für  s  in  die  gegebene  Differentialgleichung  einsetzen,  nach  der  Methode  der 
unbestimmten  Coefflcienten  folgende  Gleichungen: 

— -j^=/i8,+  2bs,8,...  (C.) 

Nun  ist  nach  1)  Sj  —  r  sin  (V^t),  wenn  für  *t  =  0  ist  Sj  =  0.  Führt 
man  diesen  Werth  in  (b.)  ein,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 

^ ^s,-br«8in»(l/^t). 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,  wie  man  sich  durch  DifTerenzirung  über- 
zeugen kann : 

»,  -  r  sin  (f/^  t)  -  i  ^  -  i^  cos  (2  vVO, 

WO  die  Constanten  unter  den  trigonometrischen  Functionen  der  physikali- 
schen Deutung  (§  259)  wegen  entfernt  werden  können. 

Dies  giebt,  wenn  wir  hierbei  stehen  bleiben  (cf.  §  259): 

s  =  €rsin(l/;rt)-K6«rrsin(|/^t-H4— — i— \l^  — 2f/Ä^t)1^ 

L  "  r*  ü 


Tortpflaainng^g^iehwimdigkeit.   ($  225.) 

1«     Gleichung  eines  Wellenstrahles. 

Wir  gehen  aus  von  der  Gleichung 

s  =  r8in2.r(|-|) 

und  legen  durch  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  drei  neue  zu  einander 
rechtwinkUge  Axen  x^  y',  z^  welche  mit  der  alten  Richtung  von  x,  4tir 
Normalen  zur  Wellenebene,  Winkel,  deren  cos  respective  m,  n,  p  sind, 
einscUiessen.  Sind  nun  x',  y',  z'  die  Coordinaten  des  schwingenden  Tbeil- 
chens,  so  ist 

x'  =  im,      y'a=xn,      z'  =  xp. 
Werden  diese  Gleichungen  bez.  mit  m,  n,  p  muHiplicirt,  addirt  und 
berücksichtigt,  dass  m^  -{-  n*  +  p'  =  1  ist,  so  erhält  man : 

X  ™  x'm  4-  y'n  -|-  z'p, 
also 


:r  sm 


/ 1       x^m  +  y^n  +  z^p\ 


Macht  ferner  s  mit  den  neuen  Axen  Winkel,  deren  cos  sind  a,  /},  y^ 
so  kann  man  setzen  statt  der  einen  Schwingung  die  nach  den  drei  neuen 
Axen  stattfindenden : 
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.    ^      /t       x'm -f- y'n  +  z'p\ 
u=rasin27rfY \  i 

^   .    ^     /t       x'm  +  y'n  +  z'p\ 
V  —  r/?  sin  2  TT  ( ^ X  h 

.    ^      /t       x'm -f- y'n  +  z'p\ 

w  =  ry8m27rf^ ^  ^^  ^    M. 

Bezeichnet  man  mit  @  den  Winkel,  den  die  Schwingungsrichtung  mit 
der  Fortpflanzungsrichtung  macht,  so  ist : 

cos  0  =  am  +  /9n  +  yq. 

Für  ^    ^         ,     Schwingungen  ist  dann  cos  0  =  ^ . 
transversale  ^    ^  0 

2.    Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  festen  Körpern. 

In  §  64,  7.,  S.  14  sind  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  eines 
homogenen  elastischen  Mediums  aufgestellt  worden.  In  diesen  Gleichungen 
ist  X=3  Y«=Za=0  zu  setzen,  da  von  den  Kräften  von  Aussen  auf  die 
Masse  hier  abgesehen  werden  muss;  denn  es  handelt  sich  um  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  Wellenbewegung  allein  abhängig  vom  Mate- 
rial. Wir  verlegen  den  Coordinatenanfang  in  die  erste  ebene  Welle.  In 
einem  Abstände  D  vom  Coordinatenanfang  ist  dann  die  Gleichung  der  ebe- 
nen Welle  D  =  mx  -|-  ny  -<-  pz,  wo  nun  der  JBinfachheit  wegen  die  in  1) 
geschriebenen  Accente  wegfallen.    Es  wird  demnach  ein  Molekül  dieser 

mx   I   n V   I  DZ 
zweiten  Welle  -^- — ^      ^    Zeiteinheiten  dem  Anfangselemente  in  der 

Schwingung  nach  sein.  Ist  demnach  der  Schwingungszustand  im  Erregungs- 
punkt gegeben  durch  %=r  sin  2  tt  ( 7=-),  so  ist  derselbe  in  der  Entfernung 

/        mx-l-ny  +  pzv 
D  vom  Erregungspunkt  s  =  r  sin  2  tt  f c J,  wobei  der 

Kleinheit  der  Schwingungen  wegen  vorausgesetzt  ist,  dass  die  AmpKtuden 
sich  nicht  geändert  hähen.  Seien  femer  a,  /?,  y  die  cos  der  Winkel,  welche 
die  Schwingungsrichtung  mit  den  Axen  bildet,  so  ist  nach  den  Bezeiehnuii- 
gen  von  §64  und  1):      u  =  as^    v=«/Js,    waa=ys 
und  mithin 

g_ „r-^cos2«(^_ ,^^—} 

^ /Jr-^co8  2^(^ e j, 


5w  2/rp        ^ 

3-  =  —  yr  — =i-  cos  2  7C 

dz  '      cT 


T 

mx-f-ny+pz\ 


(^      m^-t-uy-rp^\ 
— ^^-r 
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und  ebenso  die  anderen  DifTerentialquotienten,  also  z.  B. 

So  erhält  man  dann : 

und  dem  entsprechend  ^,  3-. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  allgemeinen  Bewegungsglei- 

chungen  §  64,  7.  (A'),  S.  14  erhält  man  dann  nach  Division  durch  -j=^  und 

c  1 

gehöriger  Reduction : 


E     r         1 

2(1  +  ^)  [y+  i-TÖT  P  («'n  +  /^n  +  yp) 


—  adc*  =  0, 

-/»de«— 0,  n 

—  ydc,  — 0. 


'    1  —  2^ 

Indem  man  nun  diese  Gleichungen  respective  mit  m,  n,  p  multipUcirl 
und  dann  addirt,  erhält  man : 

Dieser  Bedingungsgleichung  können  wir,  da  sie  aus  zwei  FactorjBn  be- 
steht, auf  zweierlei  Art  genügen. 

..  E(l-^) 

'^d(l+iti)(l-2iu) 

Führt  man  diesen  für  c*  erhaltenen  Werth  in  die  Bedingungsgleichungen 
ein,  so  reduciren  sich  dieselben  auf: 
a=m(am+/?n+yp)t  /?  =  n(am+i?n+yp),  y=p(am+/?n+yp). 

Wenn  nun  diese  Gleichungen  respective  mit  a,  ß^  y  multiplicirt  und 
dann  addirt  werden,  so  ergiebt  sich: 

(am  +  /9n-fypf— 1. 

Da  aber  nach  1)  am  -f-  /Jn  +  yp  ■=  cos  0  ist,  so  folgt  0  -«  0,  d.  h. 
es  fällt  die  Schwingungsrichtung  mit  der  Fortpflanzungsrichtung  zusammen. 
Das  gefundene  c  bezieht  sich  demnach  auf  die  longitudinalen  Schwingungen. 

2)  am  +  /Jn  +  yp  =  0.  Nach  der  eben  gemachten  Erörterung  ist 
diese  Bedingung  erfüllt  für  Transversalschwingungen.  Setzt  man  diese  Be- 
dingung in  (*)  ein  und  bezeichnet  die  hierher  gehörige  Fortpflanzungs- 
gesshwindigkeit  mit  c',  so  erhält  man : 

Die  VergleichuD^  dieser  Werthe  TUr  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
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keiten  giebt  -7;  = 


2(i-Ai) 


,,  ^     .   Nun  ist  jedenfalls  1  —  fi>  1  —  2ju,  also 

pflanzen  sich  die  longitudinalen  Wellen  schneller  als  die  transversalen  fort. 


Ist  ^(§65): 


'  0,3,  so  ist  -75  =  3,5. 
c 


3.    Die  allgemeinen  Gleichungen,  welche  die 

oscillatorischen  Bewegungen  in  festen  Körpern  von 

constanter  Elasticität  bestimmen. 

Werden  die  eben  erhaltenen  Werthe  der  Geschwindigkeiten  in  die  all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen  eingeführt,  so  nehmen  dieselben  die  fol- 
gende Form  an : 

^^/öu       dv> 
dl-^ -^,       .... -^,         ^ 


5V 

A.  Schwingungen  mit  Dilatationen. 

Für  diese  müssen  die  Factoren  von  c'  verschwinden.    Es  bleibt  daher 


.d\ 


(a.) 


(b.) 


•"'SiT'^S?'    '''^~W    '''5i~W/ 

Die  Factoren  von  c'  verschwinden,  wenn  wir  setzen 

dy      dw dip     öw      5u dtp     da      dv dtp 

'S!     "Sj     '3x*  "Sx     5z     57'  ^     ^     ^' 

wo  tp  eine  Function  ist,  die  ebenso  periodisch  ist,  wie  u,  v,  w. 

Wird  nun  von  den  Gleichungen  (a.)  die  zweite  nach  z,  die  dritte  nach 
y  differenzirt  und  deren  Differenz  gebildet,  so  erhalt  man  die  erste  der  Tol- 
genden  Gleichungen.  Die  beiden  anderen  erhalt  man  durch  ahnliche  Rech- 
nungen : 

ö»  /aw      du\      .       a*  /du      dy\ 


Ö»  /Öv      öw\      ^ 


0. 


das  ist  nach  (b.) : 
du 


=  0, 


dz 


0. 


~5t«     "'       ~5?"    "'        at* 

Dies  ist  nur  mögUch,  da  xp  eigentUch  periodisch  ist,  wenn  t// : 
Die  nothwendig  zu  erfüllenden  Bedingungen  sind  demnach: 

öv öw  öw öu  öu       öv 

5z       (5y'  9x       5z'  5y™'^' 


0  ist. 
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Dadurch  ist  aber  bewiesen,  dass  es  eine  periodische  Function  F  giebt, 
so  dass 

ÖF  aF  d¥ 

ox  dy  dz 

und  es  ist  dann 

dF  =  udx  +  vdy  +  wdx. 

fi^  r^  f^ 

Weil  V  =  JF,  wo  J  abgekürzt  gesetzt  wird  fttr  7—5  +  -^  +  3-j  , 

gehen  die  drei  Gleichungen  (a.)  über  in 

ö*F 

B.  Schwingungen  ohne  Dilatation. 

du       o\       dw 
Es  ist  hier  V==jr--|-^-j-3-  =  0zu  setzen,  damit  der  Factor  von  c 

verschwindet.  Dieser  Bedingung  ist  genügt,  wenn  wir  schreiben : 

"=S-5j'      '=5?-:^'      ^==5f-S'     (^•> 

^o  §,  1;,  f  eben  solche  periodische  Functionen  wie  u,  v,  w  sind. 

Diese  Functionen  ^,  rj^  ^  sollen  nun  in  die  noch  übrig  bleibenden 
Coefficienten  von  c'*  eingesetzt  werden.    Es  ist 

ÖV         CW         Sü)  ^ 

5w       ^u duß 

ö~x'^  dz~5^~^''' 

du        ?v       düß ^ 

^        c^x       "cz  *' 

dB      dn      PC 
wo  statt  3^  +  p   +^  abgekürat  cJ  gesetzt  ist. 

Dies  in  die  erste  Bewegungsgleichung  eingeführt  giebt: 


-oder 


cz  ^y 

Die  beiden  anderen  Gleichungen  transformiren  sich  dem  entsprechend 
und  geben  dann  zusammen  mit  der  ersten 

^5_..^i+|,  ^;,?-c.^,+|,  g-^-^+%  (d.) 

Hier  kann  die  Funktion  (p  entfernt  werden ;  denn  die  Werthe  (c),  wo 
die  I,  T],  ^  den  Gleichungen  (d.)  genügen,  geben,  was  auch  q>  sei: 


Digitized  by 


Google 


FortpfUnzungsgeschwindigkdt.   (§  225.)  141 

Mao  findet  demnach  die  u,  v,  w  durch  (c),  wenn  man  die  ^,  rj^  ^  be- 
stimmt hat  nach  (d.)  durch  die  Gleichungen  von  der  Form 

Auf  diese  Form  der  Differentialgleichung  kommen  wir  zurück  §  229, 
nur  haben  dort  die  u,  v,  w  andere  Bedeutung. 

4.  Angenäherte  Werthe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

1)  Longitudinalschwingungen. 

Wir  gehen  aus  von  der  Gleichung  s^^r  sm2n  l^ rj- 

Nehmen  wir  drei  Punkte  A,  B,  C  in  einem  gegenseitigen  Abstand  dx 
von  einander  und  lassen  A  sich  verschieben  um  s^,  B  um  s  und  C  um  s^,  so 
ist  die  Aenderung  von  AB:  s  —  s,,  die  von  BC:  s,  —  s.  Nach  §  65  ist 
demnach  die  Spannung  im  verschobenen  Punkte  B  von  A  her,  wenn  E  den 

Elasticitätsmodul  (§  64,  6.)  bedeutet     ^^^~^'^  und  vom  Punkt  C  her 

^^  ? -y  WO  q  den  Querschnitt  bezeichnet.    Die  resultirende  Kraft  ist 

dx 

daher  — tÜJ _ 1 iJ^;  dies  ist  aber  nach  der  gewöhnlichen  Be- 

Zeichnung  Eq  ^^  dx,  oder  nach  Ausführung  der  Differentiation  — Eq  ~^^  s  dx, 

OX  C  1 

da  1  =  cT  ist.    Ist  nun  d  die  Dichtigkeit  des  Materials,  d.  h.  die  Menge  der 

Masse  in  der  Volumeneinheit,  so  enthält  qdx  die  Masse  dqdx.  Mithin  ist  die 

4  7r*Es 
auf  die  Masseneinheit  wirkende  Kraft    ,  --^  .  Dies  ist  aber  nach  i  224  xs. 

4  TT* 

Da  nun  dort  gefunden  ist  x  =  -TpT»  ^^  ^^t 

4  7r*Es       4  TT'        .  I/E" 


\  ^  c_^i 


dc*r      r   '  r   d* 

2)  Eine  ähnUche  Betrachtung  giebt  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
transversaler  Wellen,  nur  ist  dem  E  ein  constanter  Coefficient  beizufügen, 
der  die  Aenderung  des  E  bezeichnet,  da  die  Verschiebung  gegen  die  Ver- 
bindungsrichtung der  Moleküle  geneigt  ist. 

Die  Aenderungen  von  AB  und  BC  sind  hier 

l/dx»-f-(s  — s,)«  — dx,       l/dx'  +  (s,  — s)*  — dx. 

Bei  kleinen  Werthen  von  s  sind  diese  Grössen  bis  auf  Kleines  der 
zweiten  Ordnung  gleich  s — s,  und  s, —  s,  also  erhalten  wir  dieselben  Aus- 
drücke wie  bei  den  Longitudinalschwingungen,  mithin  ist 

Vergl.  dazu  §  279,  5, 


.-cj/l 
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3)  Für  die  Torsionsschwingungen  gehen  wir  aus  von  §  68.   Es  ist 
nämlich  mit  den  dort  eingeführten  Bezeichnungen  und  analog  dem  Obigen 

zu  setzen  I) «-» r  sin  2  /r  f -jp p  j.  Wenn  wir  nun  drei  Punkte  in  dem 

gegenseitigen  Abstand  dx  nehmen,  so  ist  das  Drehungsmoment 

G  ^  dx/r«dq  —  G  i^  !Odx/r'dq. 

Nun  ist  hier  x  die  Beschleunigung,  mit  der  ein  Punkt  in  der  Entfernung  1 
in  die  Gleichgewichts|jage  zurückgetrieben  wird,  wenn  die  Verschiebung 
seiner  Punkte  ÜD  gleich  1  wird.  Wenn  nun  wieder  d  die  Dichtigkeit  des  Mate- 
rials ist,  so  ist  die  in  der  Entfernung  1  zu  setzende  Masse  d.dx^r^dq,  also 
da  unsere  Gleichheit  sich  bezieht  auf  die  Masseneinheit,  muss  obiger  Ausdruck 

damit  dividirt  werden.    Es  ist  mithin  x^^G    ,^,,,  da  nun  ausserdem 

c  1  d 

X  =B  — rp  ^^  ^  erhält  man 


1  ■=  -p^,  also  c  =  1/  -j-  oder  nach  §  73,  3.  c  —  1/ 


Die  obige  Entwickelung  giebt  dann  im  Vergleich  mit  §  224  die  allge- 
meinen Differentialgleichungen  für  die  fortschreitenden  Wellen 

d^  d*s  d*s  ds^ 

m^  =  aEqdx^j  oder  abgekürzt   ^»""/^^g^^«' 

wo  nun  der  Werth  (a  fUr  Transversalschwingungen  ein  anderer  ist  ak  für 
Longitudinalschwingungen.  Zu  deren  Integration  werden  wir  in  späteren 
§9  kommen. 


InterfiMraiis  dar  Wallan  yon  gleicher  Sohwingungsriehtang.  (§  226.) 

Verallgemeinerung  der  aufgestellten  Formeln. 

Wir  gehen  aus  von  zwei  Schwingungen,  die  gegeben  sind  durch 

8  —  r  sin  2  /r  f Y  —  j)>    8|  ==  ^i  8>»  ^  ^  ( t  ~  ^W^)' 
deren  Interferenzschwingung  ist 


wo  ist 


S  — |/r>-fr;  +  rr»cos(27rj)sin  2^^^  — ^^), 


D  r.  sin  2  TT  j 


tang  2  TT  -j- 

r  -}-  r,  cos  2  TT  y 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  man  dieselben  Formeln  erhält,  wenn 
man  statt  des  Schwingungsausschlages  die  Geschwindigkeit  des  vibrirenden 
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Moleküles  einführt,  wie  schon  aus  der  Gleichung  §  224,  1.  hervorgeht; 
denn  wenn  ist 

'''(i^-t)' 

80  erhalt  man 

ds        2«        „      /t        x\  .    -      /t        X        1\ 

oder  wenn  t  anders  angefangen  wird 

v  =  usin  27i:ly^  —  jj. 
Ist  in  den  obigen  Formeln  a  >«  >  1,  so  ist 

Wenn  nun  umgekehrt  eine  Wellenbewegung  gegeben  ist  durch 

so  können  wir  diese  hervorgebracht  denken  durch  zwei  Schwingungen, 
deren  Gleichungen  sind 

u  =  vsin27rfY  — jjt 

u,  — v.sin27r^^  — j  — -j  — —  V,  cos27r^Y  — t)' 
die  also  den  Phasenunterschied  1 1  haben.    Es  muss  dann  sein 


ü  — Vsin2/r| 


v«  +  v?-V*,      tang27r"-~« 


oder 


!  V  sin  2  TT  -j- , 


■  V  cos  2  TT 


Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  die  resultirende  Schwingung  von 
mehreren  paraUelen,  ähnlichen  und  nach  derselben  Richtung  polarisirten 
Wellensystemen  zu  finden.*) 

Es  seien  die  Oscillationsgeschwindigkeiten  von  n  +  1  einzelnen 
Schwingungen  durch  folgende  Gleichungen  gegeben: 

Ü,  =  V,  sin|27r(Y  — J  — j)    —abgekürzt  V,sin(a  — yj. 


ü,-V,sin[2^(A_^-_?»)" 
ü,-V,sin[2.r(^-j-^) 


Vjsin(a  — y,), 
V,sin(a  — y,), 


Vn+i— V„+i  sin    2  ftf^  —  \  —  ^X"y  p^®*'^*"^  Va+i8in(a— yn+i), 


*)  Schwerd,  die  Bengongserscheinungen.    Mannheim  1835. 
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* 

Nach  der  Bemerkung  im  Anfiing  dieser  Nummer  können  wir  jede 
dieser  Schwingungen  in  zwei  zerlegen ,  deren  Phasenunterschied  i  1  ist. 
Wir  erhalten  darnach 

ü.  —  V.  sin  2  TT  f  Y  -  J  j  +  v/  sin  2  TT  ^Y  —  y  —  -  j 

oder  abgekürzt 

U,  *=  V,  sin  a  +  v/  sin  (a  —  1  n\ 

und  dem  entsprechend 

U,  =K  V,  sin  a  +  v,'  sin  (a  —  i  /r), 

U, «—  V,  sin  a  +  v,'  sin  (a  —  i  n\ 

Un-f  I  =«  Vn+i  sin  a  +  v^+i  sin  (a  —  i  tt) 

wo  ist 

Yr  «=■  V,  cos  2  TT   j-H=«  Vr  COS  ^r, 

vf  s=  Vr  cos  2  TT  /  —  Vf  sin  yr  • 

Daraus  können  wir  dann  ableiten ,  wenn  wir  mit  2  kurz  bezeichnen 
die  Summe  der  einzelnen  darin  stehenden  Grössen,  die  sich  ergeben,  wenn 
statt  r  nach  einander  alle  Indices  von  1  bis  n  -f- 1  gesetzt  werden : 

^Ur  =  ^ V,  sin  a  +  ^vf  sin  (a  +  i  /r). 
Dies  ist  aber  nach  §  226 : 

IVr^Vi^Yrr+i^yirsin  (a  — i),  wo  tg  i  — ^^^  isl. 

Diese  allgemeinen  Resultate  sollen  im  Folgenden  auf  specielle  Fälle 
angewendet  werden. 

A.  Ist  V,  =  V,  =  V3  = . . .  Vo4.i  «  V,  dann  ist 

2vr  =  V^cosyr,       ^vf  =  V^sinyr,       tgi=^^'°^'  und 

_^___  ^cosyr 

SVr  —  V  j/(^  cos  yr)*+  (2  sin  y,)'  sin  (a  —  i). 

B.  Sind  neben  der  Annahme  unter  A.  die  gleichzeitigen  Phasen  der 
componirenden  Systeipe  einander  gleich,  d.  h.  y^  »s  y^  s=  y, . . .  y^^i  s»  y, 
so  ist  ^Ur  =  2  Vr  sin  (a  —  y). 

C.  Ist  V^  =  Vj  =  V3 . . .  =  Vn+t  =  V  und  bilden  ihre  gleichzeitigen 
Phasen  eine  arithmetische  Progression,  so  dass  y,  —  y,  y^^:s^y  -\'  ^^ 
y^ssy-j-  2fi, . . ..  yn+i  =  y  +  ö€,  SO  handelt  es  sich  nach  A.  um  die  Be- 
stimmung der  Summen  2  cos  y^  und  2  sin  y^ 

Nach  den  Formeb 

cos  X  +  cos  (x  +  y)  +  cos  (x  H-  2y)  H- . . .  +  cos  (x  4- ny) 
sin(n  +  l)iy         /     ,    n   \ 

sin  X  -j-  sin  (x  +  y)  +  sin  (x  4-  2y)  + . . .  +  sin  (x  +  ny)       0 


sin  (n-|-l)ly        /  _•    ^ 


sin  ly 


k^h) 


cos    X  4- 
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ist  nun  _,  sin  (n  + 1)  l  €         /     .    n   \ 

_  .  sin  (n  + 1)  i  6    .     /     ,    n   \       .^, . 

2  sm  Vr  =  —  .    ,     —  sin  |  y  +  ir  f  K  mithin 
^  sm  i  e  V         2    / 

.     also  i=y  +  — €. 

Die  Einführung  dieser  Wertbe  giebt 

_,,        -.  sin  (n  4-  1)  i «    .    r         /     ,    a   M 

Dafür  kann  gesetzt  werden 

V  V 

^^''^  2ihU^^"[^— y+*^— *^J     2sink^'°  [a— y+ie-i/r— (n+l)6]. 

D.  Sei  ausserdem,  dass  die  y  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
Vr  gegeben  durch  folgende  Form: 

Vr  =  V  sin  ar, 
wo  die  ar  eine  arithmetische  Progression  bilden,  also 

a,  =  a,      aj=a  +  <J»      aj=»:a4-2d,. . .  am+i— »a  +  md. 
Dann  erhält  man 

JSYt  =  V  ^  sin  ar  cos  yri      ^^r  =  V  ^  sin  ar  sin  yr« 
Nun  ist  allgemein 

sin  X  cos  y  =      i  sin  (y  +  x)  —  4  sin  (y  —  x), 
sin  X  sin  y  =  —  i  cos  (y  +  x)  +  i  cos  (y  —  x), 
folgUch      ^vr  =  i  V  {      2  sin  (yr  +  ar)  —  ^  sin  (yr  —  ar)} , 
^vf=  i  V I—  ^  sin  (yr  +  ar)  +  ^  cos  (yr  —  ar)}. 
Da  nun  aber,  weil  ar  und  yr  arithmetische  Progressionen  bilden,  ^auch 
yr  +  ar  und  yr  —  ar  arithmetische  Progressionen  bilden,  deren  Differenzen 
e  +  d  und  e  —  d  sind,  so  ist  nach  dem  oben  citirten  Satz  (0) : 


,:rw+«.i,._«V).j™I^±l>lii±i> 


8in'(ni4-l)Ue  — ^ 
"•"       8in»i(e  — <J) 
^siD(m  +  l)He  +  «?)  8in(m  +  l)Ut-<^).„,.o_  .  „J       ., 

2 : pr r— jr . : — T-y jr COS  (2  a^-m  Ö)i '*' W 

sm  i  (e  +  o)  sin  4  (e  —  d)  'J 

tgj  =  ^>        ^ür  =  Asin(a  — i). 


Klein,  Theorie  der  Elatticitit  etc.  10 
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Interferenx  von  Wellen  yertchiedener  Sehwingungirichtnng.   (§  228.) 

Wird  ein  Punkt  gleichzeitig  durch  zwei  zu  einander  irgendwie  ge- 
neigte Schwingungen  erregt,  die  ausgedrückt  sind  durch  die  Gleichungen 

x  =  rs\ü(2nf^\  y  =  T,sm(27t — T^y 

so  erhält  man  die  Schwingungscurve  durch  Eiimhiation  von  t.  Diese  Eli- 
mination lässt  sich  ausführen,  wenn  die  Schwingungszeiten  einander  gleich 
oder  ganze  Vielfache  von  einander  sind. 

1)  TasT.  Die  Grösse  o,  welche  den  Phasenunterschied  bestimmt 
ist  nach  §  225  die  Anzahl  der  Wellenlängen,  um  welche  die  eine  Schwin- 
gung von  der  anderen  verschieden  ist 

Die  Entwicklung  des  sin  giebt: 


also 
oder 


y  =  rj  sin  fSTTip)  cos  2n7r-t-r,co8(2frip  j  sin  2n^. 

m(27t^j  =  j,       cos^2  7r^j  =  J/l  — p, 

r  r 

y  =  — xco8  2n7r  +  —  j/r* — x*  sin  2n7r, 


Nun  ist 
sin 


r  r* 

y* — 2~  cos  2n7r  .xy -f- -5X*=»=rf  sin*2n7r. 

Dies  ist  im  Allgemeinen  die  Gleichung  einer  EUipse.    Die  Lage  der 

Hauptaxen  gegen  die  componirenden  Schwingungsrichtungen,  wenn  diese 

senkrecht  zu  einander  sind,  ist  bestimmt  durch 

2  rr  r 

%  2 X  =  ;5 b  c^s  n/r  =  tg  2  ß  cos  nn,    wenn    tg  ^  i»  -^  ist 

*        rj  r 

Ist  n  =  0,  1,  2  . . .,  so  wird  die  Gleichung 

Die  Ellipse  geht  über  in  eine  Gerade. 

Ist  n  ein  UDgerades  Vielfaches  von  1,  so  ist 

y»+2^xy  +  ^x«=(y+^i)  =  0, 

also  wieder  eine  Gerade. 

Ist  n  =  i  (2  m  -t- 1),  m  c=  0,  1,  2 . . . ,  so  wird  die  Gleichung 

V*         X» 

JL  -j-  —  =  1 

r?  ^  r«        ^' 
d.  i.  eine  ElUpse. 

Die  Schwingungsrichtungen  bestimmen  ganz  allgemein  ein  Paar  con- 
jugirte  Durchmesser  der  Ellipse. 
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Wenn  im  Besonderen  dann  die  beiden  Amplituden  r^  und  r  einander 
gleich  und  die  Bewegungsrichtungen  zu  einander  senkrecht  sind,  so  geht 
die  EUipse  in  einen  Kreis  über. 

Die  hier  gefundenen  Resultate  erläutern  die  Figuren  144  a,  a. 

2)  Ist  T  =  2  T',  also,  wenn  wir  sUtt  T'  schreiben  T : 

•    /o        t  \  .    ^     t  +  nT 

x  =  rsm  (2/1? 2"^)'    y  =  riSm  In     '^     , 

oder 

y  =  r,  sin  f2  7r"=-)  cos  2n7ir  +  rj  cos  f27r7p)  sin2n7r. 
Bedenkt  man,  dass 

sin  ^2  TT  ^j  =  2  sin  f^r -^j  cos  (^  y)  ^  ^  xj   ^  ~  \ ' 

cos  ^2  TT  y)  =  1  —  2  sinY^  i^  =  i  _  2  ^ 
ist,  so  erhält  man 

y  =  2^*xj/l— ~  cos2n7i:  +  rYl  — 2p^sin2n7r. 
Ist  speciell 


l  +  4m       ,        3  +  4m 
— oder     — ^ . 


so  ist 


y-±.(.-ä^.).      VC.;.,,;;,," 

Diese  Gleichung  repräsentirt  Parabeh^,  die  sich  nur  durch  die  "tage 
unterscheiden. 

Die  verschiedenen  Werthe  von  n  geben  die  Curven,  wie  sie  gezeichnel 
sind  in  Fig.  144  d,  wenn  die  componirenden  Schwingungen  senkrecht  zu 
einander  sind. 

Die  interferirenden  Schwingungen  können  auch  Transversal-  und 
Longitudinalschwingungen  sein ,  dann  aber  geht  die  Ebene  der  Schwin* 
gungsbahn  durch  die  Richtung  des  Strahles.  Soldie  Schwingungen  treffen 
wir  bei  den  Wasserwellen. 

Aus  den  obigen  Rechnungen  lässt  sich  eine  Methode  ableiten,  wie  jede 
eUiptische  Schwingung  zerlegt  werden  kann  in  zwei  geradlinig  polarisirte 
Schwingungen,  deren  Schwingungsebenen  senkrecht  zu  einander  sind. 
(§  384.) 

Bemerkung.  Eine  genaue  Fassung  des  Satzes  Ober  Superposition 
kleiner  Schwingungen  findet  sich  §  229,  11. 


10* 


Digitized  by 


Google 


143  0.  Wettenbewegimg,  AkoBtik. 

« 
AuibreitiiBs:  dar  Wellen.   (§  229.) 

1.    Wellenfläche. 

Nach  §  225,  2.  ist  fQr  feste  Körper 

E(l-^)  ^„_ 


d(l  +  ^)(l-2Ai)'  d2(l+^)- 

In  diesen  Ausdrücken  fOr  die  Geschwindigkeiten  kommt  nur  E,  d  und 
fA  vor,  also  nur  Grossen,  welche  von  der  Beschaffenheit  des  Materials  ab- 
hängen, aber  nicht  von  der  Schwingungsamplitude  und  der  Schwingungs- 
zeit. Da  aber  beide  Werthe  stets  von  einander  verschieden  sind,  so  muss 
jede  Verschiebung  im  Schwingungscentrum  sich  in  zwei  versdiiedene  sich 
fortpflanzende  Bewegungen  trennen.  Die  Longitudinalschwingungen  gehen 
schneller,  ein  Punkt,  der  vom  Schwingungscentrum  um  R  entfernt  ist,  wird 

R  R 

von  diesen  in  — ,  von  den  Transversalschwingungen  aber  in  -j  Zeitein- 
c  c^ 

heilen  erreicht 


Das  Verhaltniss  der  beiden  Geschwindigkeiten  ist    ,  =1/  -r^ 


-f^) 


Dieselben  Folgerungen  können  gezogen  werden  au^  §  225,  4. 

Sind  die  Grössen  E,  ^,  d  nicht  nach  allen  Richtungen  hin  dieselben, 
so  sind  die  betreffenden  R  für  dieselben  Zeiten  nicht  einander  gleich,  also 
ist  dann  die  Wellenfläche  nicht  eine  KugeL 

In  Bezug  auf  Wellenflächen  in  anisotropen  Mitteln  verweisen  wir  auf 
§  373,  5.  und  9  374,  4.,  6.,  7.  . 

2.   Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  einer  Flüssigkeit. 

Wir  setzen  voraus,  dass  eine  Flüssigkeit  eine  continuirliche  VercinS- 
goDg  nnterieller  Punkte  ist  von  der  Art,  dass,  wenn  an  irgend  einer  Stelle 
nach  irgend  eiser  Richtung  hin  die  Verbindung  mit  dem  System  aufgdioben 
wird,  die  Kraft,  welche  den  Einfluss  des  Zusammenhangs  darstellt  (der  Druck), 
von  der  Richtung  unabhängig  ist. 

Es  ist  nun  die  nächste  Aufgabe,  die  Bewegungsgieichnngen  eines 
kleinen  rechtwinkligen  FlüsBigkeitspurallelepipedums  aufzustellen.  Die  Auf- 
lösung kann  auf  zwei  verschiedene  Arten  unternommen  werden.  Erstens 
indem  man  jedes  Theilchen  der  Flüssigkeit  im  Laufe  der  Zeit  verfolgt  oder 
zweitens,  indem  man  im  Gegentheil  die  Bewegung  untersucht,  die  an  irgend 
einem  Punkte  der  Zeit  nach  vor  sich  geht.  Diese  beiden  Behandlungsweisen 
würden  sich  in  Buchstaben  wie  folgt  ausdrücken  lassen,  wenn  man  Alles 
auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezieht.  Die  erste  Auffassung  verlangt  x,  y,  z, 
die  Coordinaten  eines  Punktes  und  damit  die  Bahn,  welche  das  Theilchen 
beschreibt,  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit,  den  Druck  p,  der  auf 
ihn  ringsherum  wirkt,  und  seine  specifische  Masse  zu  finden  als  Functionen 
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der  Zeit  t,  wenn  dfe  Anfangslage  nnd  der  anftngliche  Goscliwindigkeits^ 
zustand  des  Systems  bekannt  sind.  Nach  der  zweiten  Auffassung  hätte  man 
für  die  drei  Componenten  der  Geschwindigkeit  u,  v,  w,  die  specifische 
Masse  q  und  den  Druck  p  fUnf  Differentialgleichungen  aufzustellen  zwischen 
den  vier  Variabein  x,  y,  z,  t  und  durch  deren  Integration  jene  fUnf  Grössen 
als  Functionen  dieser  vier  Variabeln  darzustellen.  Man  würde  dann  von  der 
Lösung  der  zweiten  Art  auf  die  der  ersten  kommen,  wenn  man  aus  den  er- 
haltenen Gleichungen  u,  v,  w,  p  und  q  eliminirte  und  also  die  Grössen  x,  y,  z 
als  Functionen  von  t  fände. 

Es  soUen  nun  zunächst  die  Gleichungen  nach  der  zweiten  Auffassungs- 
weise, die  sogenannten  Euler'schen  Gleichungen,  gesucht  werden. 

Den  Systempunkt  x,  y,  z  denken  wir  uns  als  ein  verschwindend  kleines 
ParaUelepipedum,  dessen  Kanten  dx,  dy,  dz  sind,  welches  während  des  Zeit- 
elementes dt  sich  um  die  Strecken  dx,  dy,  dz  paraUel  den  Axen  fortbewegt. 

Um  nun  das  D'Alembert'sche  Princip  anwenden  zu  können,  suchen 

wir  zunächst  die  Beschleunigungen  jj »  jTi  -jT  • 

Da  u,  V,  w  unserer  Annahme  gemäss  Functionen  von  x,  y,  z,  t  sind^* 
so  ist:  du       du      du  dx      öu  dy      5u  dz 

dt""^"''5x  dt  "^^y  dt  """Sz  Tt 
öu  .  öu      ,   du      .du 

und  diesem  analog 

dv        8v    .   öv       .    dv       .    öv 

dw       dw   .  öw       .    dw       .    öw 

Die  beschleunigenden  Kräfte  erhalten  wir  dann ,  wenn'wir  diese  Aus- 
drücke mit  der  Masse  dm  :=  ^  dx  dy  dz  multipUciren. 

Diese  Kräfte  sind  gleidizusetzen  den  bewegenden  Kräften,  welche  auf 
das  mit  Flüssigkeit  erfüUte  unendlich  kleine  ParaUelepipedum  einwirken. 
Die  äusseren  accelerirenden  Kräfte  bezeichnen  vrir  mit  X,  T,  Z.  Es  sind 
noch  die  Druckkräfte  von  der  b'bnachbarten  Flüssigkeit  zu  betrachten.  Der 
Druck  auf  die  Flächeneinheit  ist  bezeichnet  mit  p,  es  erfährt  mithin  die 
Fläche  dydz  in  der  Richtung  der  xAxe  den  Druck  p  dydz.  Den  Druck  auf 
die  der  dydz  entg^engesetzten  Fläche  erhalten  wir,  da  p  eine  Function 
von  X,  y,  z  ist,  wenn  wir  x  übergehen  lassen  in  x  -f-  dx,  es  ist  mithin  der 
Druck  auf  diese  Fläche,  da  er  dem  vorigen  entgegengesetzt  ist, 

-(p  +  l^dx^dydz. 

Es  bleibt  mithin  als  gesammte  Druckkraft,  welche  in  der  Richtung  der  x  das 
ParaUelepipedum  zu  bewegen  strebt: 

-|Ed.dy<te. 
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Analog  erbalten  wir  für  die  Pressungen  parallel  der  y-  und  zAxe 
—  ^^dxdydz,  —  ^dxdydz. 

Die  Gleichungen  des  D'Alembert'schen  Principes  sind  demnach 

^^-öi-^dt=^' 

V  ^P  ^^  A 

^^-5^-^dr=®' 

«5p         dw 
oder,  wenn  die  obigen  Werthe  von  "iri  jT^  "iT  eingescUt  werden, 


1  5p       S\x   ,      du    ,      Su   ^      5u 

Q 

i  dp ^'  j_  „  ^    I       ^v    ,   „,  Sv 

7 


^      X  5p      5v    ,      öv    ,      5v   ,      5v 


dydzfu( 


Q 

Zu  diesen  Gleichungen  kommt  zunächst  eine,  welche  die  Dichtigkeits- 
änderung Q  betrüft.  Dazu  muss  untersucht  werden,  was  während  des  Zeit- 
elementes dt  in  das  Parallelepipedum  yon  der  einen  Seite  her  einfliesst  und 
was  auf  der  anderen  Seite  wieder  hinausgeht. 

Durch  die  Seitenfläche  dydz  tritt  parallel  der  x  Axe  mit  der  Geschwin- 
digkeit u  die  Hasse  dydz^udt  ein,  weil  während  dt  zusammenhängende 
Masse  um  die  Strecke  dx«=udt  fortrückt  Die  austretende  Hasse  erhält 
man  aus  diesem  Ausdrucke,  wenn  man  x  um  dx  zunehmen  lässt,  denn  die 
austretende  Hasse  kann  auch  als  diejenige  betrachtet  werden,  welche  in 
das  benachbarte  Element  eintritt    Die  austretende  Hasse  ist  demnach 

•    V  ^' )  dt   Die  Differenz  zwischen  diesen  beiden  Grossen  mit 

dx  multiplicirt  giebt  demnach  die  in  dt  entstandene  Aenderung  der  Dichtig- 
keit in  Folge  des  Ein-  und  Abflusses  nach  der  xAxe.    Dies  giebt 

_6^dxdydzdt. 

Die  analogen  Ausdrücke  nach  der  y-  und  zAxe  sind 

_  ^  dxdydzdt,  -  ^  dxdy  dzdt. 

Die  Summe  ilieser  Grössen  ist  die  Aenderung  des  ganzen  Volumens,  also 

durch  dx  dy  dz  dividirt  die  Aenderung  der  Dichtigkeit  in  der  Zeit  dt,  d.  i.  ^  dt. 

Es  ist  mithin  nach  Division  mit  dt : 
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Diese  Gleichung  wird  die  Gleichung  der  Continuität  genannt. 

Diese  vier  Gleichungen  gelten  zugleich  fOr  compres^le  und  für  in- 
compressible  Flüssigkeiten.  Zu  denselben  kommt  endlich  noch  eine  fünfte, 
welche  den  Zusammenhang  zwischen  Druck  und  Dichtigkeit  bei  compressi- 
beln  Flüssigkeiten  angiebt.  Die  Auffindung  dieser  Gleichung  ist  eine  Auf- 
gabe des  Experimentes,  sie  sei  dargestellt  durch 

P  —  Ö>(^).  (5.) 

Bei  incompressibeln  Flüssigkeiten  ist 

Q  «=  Const.  (5*) 

Für  incompressible  Flüssigkeiten  lässt  sich  (5*)  und  (4.)  verbinden. 
Nach  (5^^)  ist  das  totale  Differential  von  q  gleich  0,  d.  h. 

Wenn  aber  in  (4.)  die  angedeuteten  Differentiationen  ausgeführt  wer- 
den, erhält  man 

dg    ,       Öd    .       dg    ,       dg    ^       /9u    .    dv    ,    öw\       ^ 

Es  ist  mithin 

Da  die  Gleichungen,  welche  aus  der  ersten  AufTassungsweise,  wie  es 
zuerst  von  Lagrange  in  seiner  analytischen  Mechanik  gemacht  ist,  hervor- 
gehen, im  Weiteren  nicht  verwendet  werden,  möge  deren  Andeutung  hier 
genügen.   Wir  hiiben  nach  §  64,  1.  in  den  dort  aufgesteUlen  Gleichungen 

d'x  d'y  d'z 

zu  setzen  statt  X,  Y,  Z  die  Grössen  X  —  -j^,  T  —  -r-j,  Z  —  -r-j. 

Da  femer  nach  ißt  Eigenschaft  der  Flüssigkeiten  der  Druck  immer 
normal  ist,  so  verschwinden  die  mit  T  bezeichneten  Kräfte  und  es  wird 
N,  =  Nj  =  N3  =  p.   Die  drei  ersten  Bedingungsgleichungen  werden  also 

1  öp   ,  ^       ö*x 

Dazu  kommt  dann  noch  eine  Gleichung  p  «=  (2>  (^)  und  die  Continuitäts- 
bedingung,  welche  ausspricht,  dass  bei  der  Bewegung  des  Massenelementes 
dieses  unverändert  bleibt. 


3«  Vereinfachung  der  obigen  Gleichungen. 

Wir  sehen  zunächst  ab  von  den  Kräften,  die  von  Aussen  wirken, 
wozu  namentlich  die  Schwere  der  Masse  zu  rechnen  sein  wird,  setzen  also 

X»»T»:Z  — 0. 
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Die  gamze  Masse  ist  im  Ruhestand  homogen.    Das  Gieiehgewicht  soll 
nur  wenig  gestört  werden,  so  dass  wii^  u,  v,  w  ab  unendlich  klein  ansehen 

können.    Demnach  sind  die  Produkte  von  der  Form  u  ic-  als  unendlich 

klein  zweiter  Ordnung  gegen  die  der  ersten  Ordnung  zu  vernachlässigen. 
Es  reduciren  sich  in  Folge  dessen  die  Gleichungen  (l.X  (2.),  (3.)  der  vorigen 
Nummer  auf :  1   öp  öu 

J^  öp 8w 

Q 
Sei  femer  die  Dichtigkeit  im  Gleichgewichtszustand  constant  und  durch 

c  bezeielmet,  während  ^  die  varänderUche  Dichtigkeit  bedeutet  Wir  können 
dann  setzen:  ^  "^  c  (1  +  a), 

wo  a  ein  kleiner  Bruch  ist,  der,  je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist» 
Condensation  oder  Dilatation  angiebt. 
Da  nun  nach  (5.)  ist 

so  haben  wir 

1    9p       1    d0{o)  do  c       ^ ,    ,       .da 

Q     d\  Q  OQ       OX         C  (1  +  (7)  ÖX 

Weil  a  wbr  klein  ist,  so  ist  ———-»1  und  <I>'(c4-ca)-«©'(cX 

also  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  a: 

i    dp      3(Z)(c)  da 
^    CIL  oc      dx 

Da  <Z>'(c)  >>  0  ist,  weil  der  Druck  mit  der  Dichtigkeit  wächst,  können 
wir  dafür  abgekOnt  schreiben  a*,  und  erhalten  also 

Jl_  5p        ,  da 
q'^  dx' 

Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (1.),  (2.),  (3.)  über  in 

ida  dvi  .^^. 


'':s; — ^^  (2*> 


,öa  öv 

"IF 

.da  öw 

"^ öf-  ^^^ 

Die  Gleichung  (4.)  der  vorigen  Nummer  vereinfacht  sich  auch,  denn  es  ist 
dg  da 

3u^       öuc       öuca  du  dna 

—  c  -Tj-,    da  -^  unendlich  klein  gegen  ^  ist. 
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Ebenso  ist 

duQ  5u        duQ  du 

^y         ^ '      ^^         ^^ 

Dies  in  die  oitirte  Gleichung  eingesetzt  giebt 

da   .    dn      dv       d-w  ^ 

-at+^  +  5^  +  ^  =  ^-  ^^^ 

Diese  nun  gefundenen  Gleichungen  (1*),  (2*),  (3*),  (4*)  können  so 
combinirt  werden,  dass  sie  nur  eine  Variable  enthalten.  Durch  Differentia- 
tion der  Gleichungen  (1*),  (2*),  (3*)  und  (4*)  respectire  nach  x,  y,  z,  t  er- 
halten wir 

*  ^*  =  ~5täi'  ""  dy'~    5t5^'   ""äz*""    etdz' 

ö«a ö»u  _  ö*v  _  d^vr 

"S^  5tdx       ^5y       5töz' 

Substituiren  wir  die  ergteren  Werthe  in  die  letzte  GleichuBg,  so  er- 
halten wir: 

d'a        Jd'a   ,   d^a   ,   d*a\ 

Zur  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  ist  ferner  gegeben  der  Aftfangs^ 
zustand  des  Mediums,  also  für  t  =»  0  die  Geschwindigkeiten  u«,  v^,  w^  für 
jeden  Punkt  und  die  anf^liche  Dichtigkeitsänderung  ao»rf(x,y,z),  femer 
fda\       _      ÖUo      dv,      9wo_p.-^^x 


4«    Oscillatorische  Bewegung  einer  unendlichen, 
elastischen  Flüssigkeit« 

Die  Gleichungen  dieser  Bewegung  sind  in  3.  gegeben.  Aus 
S^a       Jö^a  ,   d^a  ,   d^a\ 

ist  a  bestimmt,  da  fUr  t  >»  0  gegeben  ist  a^  =  f(x,y,z).   Sobald  aber  a  ge- 
geben ist,  so  findet  man  u,  v,  w  durch  einfache  Quadratur,  denn  es  ist 

u-u. ay*-g?dt,  y-v.^ a'/l^dt,  w-w. a'/|^dt 

Es  handelt  sich  also  um  die  Integration  der  obigen  Differentialgleichung, 
die  im  Folgenden  gegeben  werden  soll  nach  der  Darstellung  von  Riemann 
(Partielle  Differentialgleichungen  von  Riemann.  Herausgegeben  von  Hatten- 
dorff.   S.  283)  oder  Schell  (Theoretische  Mechanik  S.  948). 

Wegen  der  voraussichtUch  periodischen  Beschaffenheit  der  Bewegung 
ist  eine  Particularlösung: 

^^  ^(^  +  f*J  +  ^±  a(»t)i 

«=  COS  (ix  -t-  juy  +  yz  +  a^ t)+  i  sin  (Ax  -f-  /ly  +  vz  +  a^), 
wo  ^»  =  A*  +  ^«  -I-  y»  ist. 
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Es  genügen  dann  aber  auch  die  Ausdrücke 
cos  (>Lx  +  /uy  4-  yz  +  a^t)  und  sin  (ix  +  iiiy  +  vz  +  a^t), 
cos  (Ix  +  /iy  +  yz  +  a^t)    +   sin  (ix  +  i^y  +  ^z  +  a^l), 
cos  (ix  +  /iy  4-  yz)  cos  apt  und  cos  (ix  +  ^uy  -f-  vz)  sin  a^t. 

Von  diesen  letzteren  Formen  wollen  wir  ausgehen.  Wir  zerlegen  a 
in  a  =  o'  4-  ö",  so  dass  für  den  Anfangszustand  also  1  =  0  ist: 

Diesen  beiden  Bedingungen  entsprechen  die  letzteren  Particular- 
lösungen ,  denn  die  Werthe  der  ersten  und  des  DifTerentialquotienten  der 
zweiten  verschwinden  nicht  für  t  =  0,  während  wirklich  der  DiiTerential- 
quotient  der  ersten  und  der  Werth  der  zweiten  für  t  =  0  verschwinden. 
Um  dieselben  aber  noch  zu  verallgemeinem,  schreiben  wir  x  —  a,  y  —  ßy 
z  —  y  an  die  Stelle  von  x,  y,  z,  wodurch  sie  nicht  aufhören  zu  genügen, 
sodann  multipliciren  wir  sie  mit  einer  willkürhchen  Function  (pia^ß^y) 
und  nehmen  das  sechsfache  Integral  zwischen  —  oo  und  +  cc  in  Bezug 
auf  i,  /i,  V,  a,  ßj  y.  Da  die  Differentiationen  nach  x,  y,  z,  t  unter  dem  Inte- 
gralzeichen ausgeführt  werden  dürfen,  so  haben  wir  immer  noch  eine  Parti- 
cularlösimg.  Es  ist  also 

o^BT /cos  {i  (x — a)  -{-fi  (y — /?)4->'  (z — y)\  cos  a^t.qp  (a,  ß,  y)  daAßdydX^ftdv, 
-oo 
Dieses  o'  genügt  der  Bedingung  ( -^)     =  0.  Da  nun  aber  für  t=0 
^  =  f (x,  y,  z)  ist,  so  muss  sein. 

(6)  />  ,  1 

ycos{i(x  — a)+iii(y— /9)  +  v(z— y)}<)p(a,/9,y)da...dy  =  f(x,y,z). 

—  oo 

Ganz  analog  erhalten  wir,  wenn  wir  noch  den  Factor  —  hinzufügen: 

o"  Jycos  {X(x-a)  +  fi{Y-ß)  +  v(z-r) }  ^^^!^  ip{a,ß,y)  da...  dv, 

—  oo 
mit  der  Bedingung 

ycos{i(x— a)4-iu(y— /?)-f-y(z— y)}i/;(a,/i?,y)da...dy=F(x,y,z). 

—  oo 

Sobald  g>  und  ip  gefunden  sind,  giebt  a=a'  +  a"  die  vollständige 

Lösung  des  Problems.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  nur  eine  einzige  Lösung 
mögUch  ist,  indem  c  durch  die  partielle  Differentialgleichung  vollständig 

bestimmt  ist,  sobald  Oo  und  f-3- J      gegeben  sind.  ^ 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  g>  und  xp  dient  der  Satz  von  Fourier 
über  die  Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch  doppelte  und  mehr- 
fache Integrale: 
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+00 

(6)/ 


/  COS  i  (a  —  x)co^fi(ß  —  y) cos  v(y  —  z) .^  («,  ß,  y)  dadßdydXdfidy 

Um  diesen  Satz  für  unseren  Zweck  umzuformen,  benutzen  wir  die  tri- 
gometrische  Formel: 

cos  a  cos  b  cos  c  =  i  { cos  (a  +  b  +  c)  +  cos  ( —  a  -f-  b  +  c) 
4-  cos  (a  —  b  +  c)  +  cos  (a  +  b  —  c) }. 
Darnach  zerfallt  der  vorige  Ausdruck  in  eine  Summe  von  4  Integralen, 
die  aber  alle  dasselbe  Resultat  der  Integration  ergeben;  denn  es  tritt  z.  B.  in 
dem  zweiten  Ausdruck  auf 

cos[—X{a-x)  +  fi{ß  —  ^)  +  v{y  —  z)yr^ 
Die  Integration  in  Bezug  auf  X  ist  zu  erstrecken  von  —  00  bis  +  00,  man 
darf  daher  —  X  mit  +  X  vertauschen  und  es  wird  dadurch  der  zweite  Aus- 
druck dem  ersten  gleich.   Dasselbe  gilt  dann  von  dem  dritten  und  vierten 
Ausdruck ,  wenn  man  —  fi  mit  -f-  fi  und  —  v  mit  +  v  vertauscht. 
Mit  Hälfe  dieses  Satzes  ergiebt  sich  nun 
+00 
1    t^>/» 
^'  ^  (2nyJ  ^^^  [^  (^  —  «)  +  i"  (y  —  ß) 
—00 
+  y  (z  —  y)]  cos  a^t  i(a^ß,y)  dadßdydXd^dv. 

1     <^J/» 
"""^  7270'/ ''''' ^^  ^"^  ~  ""^  "^  ^  ^^  ~ '^^ 

--3C 

+  y  (z  _  y)]  !1L?£5  F  {a,ßy)  dad/JdydAdA^dv. 
a^ 

Man  übersieht,  dass  &  aus  o"  hervorgeht,  wenn  man  in  o^'  setzt  f  statt 

F  und  nach  t  differenzirt. 


5«   Reduction  der  Integrale. 

Wir  suchen  zunächst  &^  auf  ein  Doppelintegral  zu  reduciren. 

Man  denke  sich  die  A,  /u,  v  als  rechtwinklige  Coordinaten  und  trans- 
formire  diese  Coordinaten  auf  ein  Polarcoordinatensystem,  setze  also 
;t=t=^cos^,    ^=^  sin  ^  cos  9,   y=^  sin^sin  9),    ^'sTsA^-f-^^+y*«* 

Das  Volumenelement  dJld^dy  =  ^'  sin  ^-dqdd'dqf. 

Die  Grenzen  in  der  obigen  Integration  beziehen  sich  auf  den  ganzen 
unendlichen  Raum,  mithin  sind  jetzt  für  ^,  ^,  97  die  Grenzen  0  und  00, 
0  und  TT,  0  und  2  n.    Es  ist  demnach 

+00  a;t      w       oc 

(3)/ 


o"  =  ^27^/^  f«'/^'y)  ^ccdßdyfd(pfd»fcos  { q [(«— x)  cos  ^ 

-00                             000^ 
+  (ß — y)  sin  ^  cos  <p  +  {y  —  z)  sin  ^  sin  q>] } ^  q*  sin  ndg. 


a^ 
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Man  betrachte  nun  zuerst  das  Integral : 
2n  TT 
J  =yy COS  {Q[(a  —  t)  cos  d'  +  {ß  —  y)  sin  ^  cos  o? 
u  u 

+  (y  —  z)  sin  ^  sin  9)]}  sin  ^  d^  dqp. 
Denken  wir  uns  den  Anfang  unseres  beliebig  zu  Grunde  gelegten  Co- 
ordinatensystemes  um  x,  y,  z  verschoben,  so  dass  wir  statt  a,  /?,  /  (natürlich 
auch  in  der  noch  übrigen  Integration)  schreiben  a  +  Xj  ß-^-y,  y '\~z^so 
ist,  da  dies  die  Grenzen  unverändert  lässt, 

J  scy^y* cos  {Q[a  cw  3'  +  ß  sin  ^  cos  ^  -|-  /  sin  ^  sin  f)]}  sin  ^d^d^. 

u    « 

Setzt  man'^)  nun  Qa=r  cos  p,  Qß=T  sin  p  cos  q,  ^/— r  sin  p  sin  q, 
also  r  ==  ^  \/a*  +  /^  +  /»  «>  ist 

i  =y*y* cos  {r [cos  p  cos  ^  +  sin  p  cos  q  sin  ^  cos  m 
u   u 

+  sin  p  sin  q  sin  ^  sin  ^]}  sin  ^d^d^), 

^yycosirfcospcos^-f-sinp  sin  ^cos(q — y]}sin  ^d^d^. 

Dem  Ausdruck  in  der  eckigen  Parenthese  Iftsst  sich  folgende  geome- 
trische Deutung  geben.  Um  den  Pol  des  Coordinatensystemes  beschreibe 
man  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  1.,  so  ist,  wenn  o»  den  Yerbindungs- 
bogen  der  beiden  Punkte,  deren  sphärische  Coordinaten  ^,  9)  und  p,  q  sind, 
bezeichnet: 

cos  Ol  =  cos  p  cos  ^  -)-  sin  p  sin  ^  cos  (q  —  (f). 

Demnach  können  wir  setzen : 

J  =  -5  /  /  cos  {  r  cos  Cd }  r*  sin  ^  d^  dqp , 

0  0 
wo  sin  ^  d^  dg)  das  sphärische  Element  bedeutet. 

Der  Bogen  o»  misst  den  Winkel,  welchen  der  Radiusvector  des  Punktes 
(^,  q>\  an  dem  das  Flächenelement  liegt,  mit  dem  Radiusvector  des  Punktes 
(p,  q)  bildet;  r  cos  co  ist  daher  der  Abstand  des  Flächenelementes 
r'  sin  ^d^d^  von  einer  zur  Riditung  (p,  q)  senkrechten  Aequatorialebene 
für  die  Kugel  mit  dem  Radius  r. 

Das  Integral  bedeutet  daher  die  Suonne  aller  Flächenelemente  einer 
Kiigel  mit  dem  Radius  r,  jedes  multiplicirt  mit  semem  Abstände  von  ^ner 
festen  Aequatorebene  ausgedehnt  über  die  ganze  Kugel.  Die  Lage  unserer 
Aequatorebene  ist  durch  Nichts  bestimmt,  wir  können  demnach  jede  be- 
liebige nehmen,  ohne  den  Werth  des  Integrals  zu  verändern.  Wir  wählen 
dieselbe  nun  so,  dass  p  ="  q  =  0  ist,  dass  also  die  Richtung  (p,  q)  mit  der 
Polaraxe  zusammenföllt,  dann  ist  cci »  ^,  mithin : 

*)  Diese  hier  Torgenommene  Entwickelung  gilt  ganz  allgemeiD  für  das  fol- 
gende Integral,  worin  \p  ein  Functionszeichen  ist, 
\n  n 
J  =  yy^y;  («  c6s  ^  +  /9  sin  ^  cos  f  +  /  sin  d'  sin  fp)  sin  d'  dd"  df. 


Digitized  by 


Google 


Ausbreitung  der  Wellen,   (f  229.)  157 

—  i 


o  ,«•  />  /*  sin  r 

J  =  —5- /co8{rco8^}r*sin^d^=«=  —  27r/co8{rcos^}dco8^=4^  — . 

0  +1 

Somit  erhalten  wir 

Wir  führen  nun  abermals  Polarcoordinaten  ein,  indem  wir  setzen 
a  SB  r  cos  ^,   /?  =  r  sin  ^  cos  qp,  y  «=»  r  sin  *  sin  qp,  r  =-«  Va^+ß^+y*^ 

so  ist 

2n  n  nc  00 

a''^Y^ff^~^d»dg)JfrFix+rcM»^  y+rsin^cosqp, 

00  00 

z  +  r  sin  ^  sin  (p)  sin  ^at  sin  rg  dr  d^. 
Nun  ist  aber  nach  dem  Fourier'schen  Satz  für  Functionen  einer  Va- 
nabeln: 

/   /f(r)  sin  rg  sin  ^at  dr  d^  =«  -^  f(at). 

0    0 
Da  hier  f (r)  «=  rF(x  4-r  cos  ^,  y  +r  sin  ^  cos  9,  z+r  sin  ^  sin  9) 

ist,  so  findet  man 

27t  n 

(j"«=2 —  //tF(x+atcos^,y-Hitsin^cosqp,z-t-atsin*sing))sin^d^dqp. 

0  0 
&  erhält  man  dann  nach  4.  durch  Differentiation  nach  t  und  Vertauschung 

von  F  mit  f,  so  dass  also  schliesslich  ist 

}  in  % 

(7= j— Tj:  /  /tf(x+atcos^,y+atsin*cosqp,z+at8in^sinqp)8in  ^d^dqp. 

0  0 
%n  n 

+  —  /  /tF(x+atcos^,y+atsin^cos9),z+atsin*8in9))sin^d9)d*. 

0 

6«    Discussion  der  erhaltenen  Werthe. 

Nach  der  in  4.  gegebenen  Bedeutung  von  F(x,  y,  z)  folgt,  dass 
F(x  -|-  at  cos  ^,     y  +  at  sin  ^  cos  qp ,    z  +  at  sin  ^  sin  qp) 

ist,  der  Anfangswerlh  von  -^  in  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  sind 

X  +  31t  cos  ^,     y  +  at  sin  ^  cos  ^,     z  -f-  at  sin  ^  sin  qp. 
Dieser  Punkt  liegt  auf  einer  Kugelfläche,  die  mit  dem  Halbmesser  R^^sat 
um  den  Punkt  x,y,  z  als  Hittelpunkt  beschrieben  ist  Das  an  dem  Endpunkte 
dieses  Radius  R  anstossende  Kugelelement  ist  aber  s^a^t*  sin  ^d^dqp.  Der 
Ausdruck 
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,^,^ /Yf  (x  +  al  cos  *,...) an*  sin  * d* dq) 

0    0 

bedeutet  demnach  den  Mittelwerth  der  Function  F  auf  der  eben  betrach- 
teten Kugeloberfläche  und  daher  ist 

<»F(x  +  at  cos  *....)   ,  -   .     ^  .^  ,- 
T^^ aH'sin^d^d,), 

0    0 

derselbe  Mittelwerth,  multiplicirt  mit  t. 

Aehnüches  lässt  sich  von  dem  zweiten  Werth  a',  welcher  zu  o  gehört, 
behaupten. 

Daraus  folgt:  Die  Condensation  oder  Dilatation,  welche  zur  Zeit  t  in 
einem  Punkte  x,  y,  z  stattfindet,  hängt  ab  von  dem  Anfangszustande  auf 
einer  um  diesen  Punkt  mit  dem  Radius  at  beschriebenen  Rugeloberfläche. 

Hiemach  lässt  sich  nun  die  Zeit  finden,  zu  der  in  einem  Punkte  x,y,z 
die  Bewegung  beginnt,  wenn  die  Erschtltterung  auf  einen  gegebenen  An- 
fangsraum beschränkt  ist.  Für  den  Punkt  x,  y,  z,  der  also  ausserhalb  des 
Erschtltterungsraumes  liegt,  sind  anfangs  f  und  F  gleich  Null,  wenn  aber  at 
so  gross  geworden  ist,  dass  die  um  den  Punkt  x,  y,  z  beschriebene  Kugel 
mit  dem  Radius  at  den  Erschatterungsraum  berührt,  so  beginnt  die  Bewe- 
gung und  findet  so  lange  Condensation  oder  Dilatation  statt,  als  die  Kugel- 
oberfläche den  Raum  schneidet,  innerhalb  dessen  f  und  F  von  0  verschie- 
dene Werthe  haben,  so  lange  also,  bis  sie  denselben  nach  der  äussersten 
Berührung  verlässt.  Sind  demnach  r,  und  r,  die  kleinste  und  die  grOsste 
Entfernung  des  Punktes  x,  y,  z  von  der  Oberfläche  des  Erschüttenings- 

raumes,  so     ^,      die  Bewegung,  wenn     •'^  *,  also   *'*^  **     ist.  Da- 
endet  a  t|  ^=  r^  t|  =  r. !  a 

zwischen  kann  die  Bewegung  öfters  intermittiren. 

Die  Verbreitung  der  Wellenbewegung  finden  vrir  demnach  folgender- 
massen.  Alle  Punkte,  welche  gleichzeitig  die  Bewegung  beginnen,  liegen  in 
demselben  Abstände  r  von  der  Aussenfläche  des  Erschütterungsraumes.  Er- 
richtet man  in  allen  Punkten  dieser  Fläche  nach  aussen  Normalen  von  der 
Länge  r,  so  erhält  man  eine  Parallelfläche  als  Ort  dieser  Punkte,  d.  i.  die 
Wellenfläche. 

Die  Zeiten ,  in  denen  zwei  Punkte  x,  y,  z  und  x^  y',  z',  deren  Normal- 
abstände von  dem  Erschütterungsraum  r  und  r'  sind,  die  Bewegung  be- 

r  r' 

ginnen,  findet  man  dann  t=  —  und  t'=  — ,  mithin  ist  die  Zeit,  in  der 

a  a 

r'  — r 

sich  die  Bewegung,  von  dem  einen  zum  anderen  fortpflanzt  t'  —  t  = . 

a 

Um  nun  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zu  finden,  setzen  wir  t'  — 1  =  1 

und  erhalten  also  r'  —  r  =  a.    Es  bedeutet  also  in  den  obigen  Eormeln  a 

die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Oscillationsbewegung. 
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7*    Einfuhrung  des  Geschwindigkeitspotentials. 
Unter  dem  Geschwindigkeitspotential*)  q>  verstehen  wir  eine  Function 
von  X,  y,  z,  von  der  Beschaffenheit,  dass  u  =  -^,  v  =  -t^,  w  =  -^  ist. 

Diese  Function  ist  noch  nicht  vollkommen  bestimmt,  wenn  auch  die 
Geschwindigkeitscomponenten  u,  v,  w  gegebene  Functionen  von  x,  y,z,  t  sind, 
es  bleibt  in  seinem  Ausdrucke  noch  eine  additive  Function  von  t  Willkürhch. 

Ehe  wir  nun  diese  Funktion  q>  in  die  allgemeinen  Gleichungen  2.  ein- 
führen, sollen  die  Bedingungen  und  deren  Bedeutung  gefunden  werden,  die 
erfüllt  sein  müssen,  damit  überhaupt  eine  solche  Function  existirt. 

Wenn  die  Function  q>  existirt,  so  vnrd  aus 

dqp  =  udx -f- vdy  4- wdz. 
Die  rechte  Seite  muss  also  wie  die  linke  ein  vollständiges  Differential 
sein.  Dies  ist  aber  nur  möghch,  wenn  gilt 

öy öw        öw 3u        3u öv 

5^~'57'     '5^~'Si'     1^—'^'  ^^-^ 

Um  die  Art  der  Bewegung  zu  finden,  für  welche  diese  Gleichungen 
erfüllt  sind,  nehmen  wir  vorläufig  an,  dass  für  einen  Punkt,  dessen  Coordi- 
naten  |,  ^,  j  sind,  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  seien.  Die  Werthe 
der  Differentialquotienten  für  diesen  Punkt  wollen  wir  durch  Parenthesen 
kennttich  machen.  Für  Punkte,  deren  Coordinaten  x,  y,  z  unendlich  wenig 
von  (,  tfj  3  verschieden  sind,  seien  die  Geschwindigkeiten  u^  V,  V.  Dann 
ist  nach  dem  Taylor'schen  Satz : 

"-"  +  (l)<'-ö  +  (|)<^-«+(S)<»-»>. 

Setzen  wir 
»-.ii(i-f)+v(,-l,)+w(.-i)+l(^)(x-f)'  +  l(^)(y-W 

?°'*'  u'  — ^       V'  — ^       w'— ^ 


*)  Helmholtz,  Ueber  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  welche  den 
Wirbelbewegungen  entsprechen.    Grelle's  Journal  55.   1858. 
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Führen  wir  nun  ein  neues  Goordinatensystem  (x,,  y^,  z,)  ein,  dessen 
Goordinatenanfang  mit  ^,  ^,  )  zusanunenföUt,  so  können  wir  dieses  so 
wählen,  dass  mr  erhalten,  wenn  aUe  auf  diese  bezogene  Grössen  den  Index 
1  bekommen, 

Dann  ist  ^* 


'  =  ^y . 


(©•■• 


52;-"^'  +  ' 

Es  sind  also  die  Geschwindigkeiten  u,',  v/,  w/  so,  dass  die  Theilchen, 
welche  zu  Anfang  von  dt  auf  einer  der  y,z, ,  x,y,,  x,Zj  parallelen  Ebene 
lagen,  auch  nach  derselben  noch  auf  dieser  Ebene  sich  befinden.  Es  kann 
demnach  die  Bewegung  eine  Translationsbewegung  sein,  und  auch  eine 
Ausdehnung  oderZusanunenziehung  eines  rechtwinkhgen  Parallelepipedums 
in  der  Richtung  der  Kanten  kann  stattfinden. 

Denken  wir  uns  nun  zu  den  bisher  vorhandenen  Bewegungen  der  dem 
Punkte  ^,^,3  benachbarten  Punkte  noch  Drehungen  um  Axen,  die  den 
X,  y,  zAxen  p^allel  sind,  ausgeführt  und  bezeichnen  mit  co,,  co,,  w^  die 
Winkelgeschwindigkeiten.  Es  sind  dann  die  davon  herrühi^nden  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  parallel  den  x,  y,  zAxen: 

Of  (z  — ä)w,,  —  (y  — ^)w,, 

—  (z  — j)w,,  0,  (x  — f)w,, 

(y  — i^)w„  —  (X  — j)co3,  0. 

Die  Geschwindigkeiten  der  Theilchen  x,  y,z  sind  dann: 

""-"  +  (li)<'-ö  +  ((|)  +  "'-)ö-»'+(s-".)<-A 

'"—+((l)-'"-)<— "'+(!;)  <>-''>+(ä+''')<'-»'' 

Daraus  folgt  durch  Differenziation : 

öv"    aw"    ^ 
öw"    au''    ^ 

öu"       öv"       ^ 
öy         d\  ' 

Es  sind  die  Grössen  der  buken  Seiten,  welche  nach  (1.)  gleich  0  sein 
müssen ,  wenn  ein  Geschwindigkeitspotential  existiren  soll ,  also  gleich  den 
doppelten  Rotationsgeschwindigkeiten  der  betreffenden  Flüssigkeitstheilchen 
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um  die  drei  Coordinatenaxen.  Die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentiak 
schliesst  also  die  Existenz  von  Rotationsbewegungen  der  Theilchen  aus. 

Bewegungen,  denen  ein  Geschwindigkeitspotential  nicht  zukonunt, 
nennt  Belmholtz  Wirbelbewegungen. 

Um  nun  die  Function  (p  in  die  allgemeinen  Gleichgewichtsgleichungen 
einzuführen,  sind  die  Gleichungen  (1.),  (2.),  (3.)  in  2.  respective  mit  dx,  dy,  dz 
zu  multipliciren  und  dann  zu  addiren.  Dadurch  erhUlt  man  eine  Gleichung, 
deren  Integral  ist,  wenn  die  X,  T,  Z  «>  0  gesetzt  werden : 

Da  C  unabhängig  von  x,  y,  z  und  nur  von  t  abhängig  ist,  so  kann  bei 
passendem  Anfang  der  Zeit  t  dieses  C  ganz  weggelassen  werden.  Es  ist  also 

Die  Gleichung  der  Continuität  (4.)  wird  dann 

Betrachten  wir  nun  die  Geschwindigkeit  als  sehr  klein,  so  wird  aus  (1.) 


1  dm 


oder,  da  —  p  —i  a*ff  ist, 
Q 

"j  +  a*a  -  0.  (2.) 

Die  Gleichung  (4*)  aus  3.  wird 

Ij  +  ^^c-O,  (3.) 

wo  J  abgekOrzt  gesetzt  ist  (Ur 

'  a*     a»     a» 

Beide  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  geben  zusanunengenommen 


?ä-a«^?>.  (4.) 


^9? 
Da  nun  u  =  SS-,  va«^,  w«:-^die Componenten der Geschwin- 

•1  ^ 
digkeiten  und  a  = j  -t?  die  Verdichtung  im  Punkte  x,  y,  z  zur  Zeit  t 

sind^so  sind  alle  diese  Grössen  ermittelt,  wenn  (p  als  Function  von  x,  y,  z,  t 
bis  auf  ein  völlig  constantes  Glied  gefunden  ist. 

Wir  können  die  Gleichung  (4.)  noch  umformen,  indem  wir  statt  x,  y,  z 
einfuhren  r*  =  x*  +  y*  +  z',  also  (p  als  abhängig  von  t  und  r  betrachten. 
Dann  finden  wir  3*2  ^,    2^  öop 

Kleio,  Theorie  der  Elattieitit  etc.  11 
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abo 


oder  nach  Multiplication  mit  r 

& 


itr 

■51» "  \^)' 

Lassen  «ich  die  KrtAe  X,  Y,  Z  ausdrucken  ak  DiCEerentiakpiotieBteB 
einer  Potentialfunction,  also 

^    dP      „    ap       _     ap 

^""^'      ^"-si'      ''":^' 

und  werd^  diese  Grossen  in  den  Unken  Seiten  (!.)>  (2.)i  (3.)  in  2.  einge- 
setzt «nd  dann  die  ob^  angegebenen  Operationen  ausgeftlhrt,  so  erfaiU 
man  statt  (1.): 

und  dann 

Diese  Gleichung  verbunden  mit  (8.)  giebt  dann: 

^-1+.-^,.        ,4-, 

8«    Berechnung  des  Geschwindigkeitspotentials.*) 

Nehmen  wir  an,  9  wäre  unabhängig  von  x  und  y,  so  reducirt  sich  die 
von  q>  zu  erfüllende  Gleichung  auf 

^-■■'^-         <••> 

Setzen  wir  ^  ««  z  —  at ,  iy  —b  z  +  at,  so  ist 

d*q>  d*<p  .  a*y   .   ^   d*ip 

Die  Gleichung  (a.)  verlangt  dann,  dass 

■3^  =  0  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  q)  sich  darstellen  lässt  als  die  Summe  einer  Function 
von  g  und  öiner  von  17,  also  ist  allgemein 

<?>  =  F,(|)  +  F,(5), 
=  F,(z  — at)  +  F,(z  +  at). 

*)  Kirchhoff,  Vorlesungen  Ober  mathematische  Physik,  Leipzig  1876.   S.  312. 
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Gesetzt,  es  sei  qp  «=  Fj(z  —  at),  und  es  habe  F,  variabk  Werthe,  es 
gäbe  also  eine  Oscillationsgeschwindigkeit,  wenn  z  —  at  zwischen  0  und  e 
hegt.  Für  ein  bestimmtes  t  giebt  es  also  nur  zwischen  zssat  und  z=at4-  e 
eine  Bewegung.  Wenn  wir  ausserdem  annehmen,  dass  (p  immer  dieselben 
Werthe,  wie  gross  auch  t  sein  möge,  habe,  so  sagt  man:  eine  Welle  oder 
auch  ein  Wellensystem  von  gleichbleibender  Gestalt  pflanzt  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  a  in  der  Richtung  der  z  Axe  fort. 

Ist  qp  =  F,(z  -)-  at)  and  machen  wir  dieselben  Annahmen  wie  oben,  so 
dass  es  also  nur  eine  Bewegung  giebt  zwischen  i^= — at  und  z«: — at+6, 
so  müssen  wii*  nun  sagen,  dass  dies  die  Fortpflanzung  einer  Weile  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  bedeutet. 

Nehmen  wir  nun  zusammen 

y«=F,(E  — al)  +  F,(z  +  at), 
so  wii*d  dies  bezeichnen,  dass  sich  zwei  Wellensysteme  mit  der  Geschwindig- 
keit a  in  der  z  Richtung  fdiibewegen  und  zwar  nach  entgegengesetzten 
Seiten. 

Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (4^  in  7.  giebt  auf  dieselbe  Weisö? 

y  =  iF,(r-at)  +  lF,(r  +  at). 

Hierdurch  sind  also  zwei  Systeme  von  Kugel  wellen  dargestellt,  von 
denen  das  eine  sich  vom  Kugelmittelpunkt  entfernt,  das  andere  sich  ihm 
nähert. 

Für  einen  einfachen  Ton  ist  allgemein 

^  =3r  1^  cos  (2  7cni)  +  i//'  sin  (2  /rnt), 

wenn  a  = ist  und  i^,  v"  Functionen  von  i^y^z  sind.  Durch  Ein- 
setzen dieses  Ausdrucks  von  ^  in  die  Gleichung  (4.)  in  7.  erhält  man  die 
Bedingung,  der  die  ip  unterworfen  sind.  Diese  ist  x^tp  +  Jxp  «b  0. 

Sind  die  X,  T,  Z  nicht  gleich  Null,  so  muss  dann  ausserdem,  damit  die 
Gleichung  (4**)  in  7.  erfüllt  ist,  das  P  eine  solche  Form  haben,  dass  es  der 

Gleichung  ^-^  P  —  —  q"  cos  (2  nnt)  +  q'  sin  (2  /mt)  genügt,  und  die 
Z  a 

Gleichungen  für  \f/  und  \f/^  haben  dann  folgende  Form: 
0  —  4  /rq  -H  X  V  +  ^i/^- 

9,    Schwingungen  in  einem  elastischen  Mittel,  welches 
einen  nach  beiden  Seiten  unendlich  langen  Cylinder  erfüllt. 

Die  Resultate  der  vorigen  Nummer  können  wir  auch  erhalten  aus  den 
Gleichungen  in  3.,  von  denen  wir  jetzt  ausgehen. 

Wir  setzen  die  Störung  des  Gleichgewichtes  in  unserem  Cylinder, 
dessen  Axe  die  xAxe  bilde,  so  beschafi'en  voraus,  dass  alle  Punkte  eines 
zur  AxQ  senkrechten  Querschnittes  gleiche  Geschwindigkeiten  parallel  der 
Axe  und  gleiche  Condensation  besitzen. 

11* 
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Weil  alle  Punkte  sich  nur  bewegen  in  der  Richtung  der  C^inderaxe, 

80  ist  öv      dw       . 

und  weil  a  nicht  von  y  und  z  abbangt,  so  ist 

de      da      ^ 

Die  Gleichungen  unter  3.  werden  also  fOr  unseren  Fall: 

und  aus  beiden  die  eine 

d*a        ^d*a  .  .  /<    ,     \ 

■gj^  — a*^,        P  — ?>(?),        ^  — c(l  +  a). 

Der  Anfangszustand  für  t «  0  sei  gegeben  durch  u  ^m  f  (x),  a  tmx  F(x). 
Diesen  Gleichungen  wird  gentigt  durch: 

a 
80  dasfi  wir  zunächst  zwei  Lösungen  haben,  wenn  zugleich  statt  tp  einmal 
ein  anderes  Functionszeichen  x  gesetzt  wird,  nimlich 

u  — V'(J^4-at),       a  — —  —  ^(x  +  at) 

und 

u  —  X  (X  —  at),  <y  —  7  X(x  —  at). 

Daraus  bildet  man  durch  Addition  die  allgemeine  Losung  mit  2  will- 
kOrUchen  Functionen: 

u  —  ^(x  +at)  -f.x(x  —  at), 

er__l^(x  +  at)  +  ix(x  — at). 

Diese  wiUkürUchen  Functionen  werden  durch  den  Anfangszustand  be- 
stimmt; denn  es  ist 

f(x)  — i/;(x)  +  ;c(x),  .     aF(x)  — —  V^(x)  +  xW. 

also 

i/;(x)-if(x)-4aF(x),        xW-H(x) +iaF(x), 
so  dass  also  die  vollständige  Lösung  ist 

u  —  i  f(x  +  at)  —  i  aF(x  +  at)  -|-{f(x  —  at)  +  i  aF(x  —  at), 

a l.f(x  +  at)4-iF(x  +  at)  +  ^f(x-at)4-iF(x-at). 

10*    Es    werde    der    ursprüngliche    Gleichgewichtszustand 
nur  innerhalb  des  Raumes  von  x«»  —  a  bis  x^s^a  gestört. 

Rei  dieser  Annahme  hat  fUr  t  »i  0,  u  *»  f(x)  und  a  "->  F(x)  an  aUen 
Stellen,  für  die  x  >  a  und  x  <  —  a  den  Werth  0,  während  zvrischen  —  a 
und  4-  tt  der  Werthe  von  f(x)  und  F(x)  gegebene  im  Allgemeinen  von  0 
verschiedene  Werthe  hat 
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1)  Fttr  einen  Punkt  x  >»  a,  der  abo  auss^alb  des  Erregungsraumes 
liegt,  ist  inuner  x  +  at  >  a,  mithin  f (x  +  at)  und  F(x  +  at)  gleich  Null 
und  es  bleibt  von  den  obigen  Gleichungen  nur 

u  — if(x  — at)  +  iaF(x  — at), 

a=^f(x  — at)  +  iF(x  — at). 

Jeder  Punkt  x  >>  a  ist  mithin  zu  Anfang  in  Ruhe,  denn  für  ihn  ist  bei 
t  SB  0,  f  (x),  F(x)  OB  0,  mit  wachsendem  t  nimmt  aber  x  -^  at  ab  und  sobald 
X  —  at  gleich  a  geworden  ist,  hören  die  Functionen  f  und  F  auf  Null  zu 
sein,  und  damit  auch  u  und  a.  Der  Punkt  x  >>  a  föngt  also  seine  Bewegung 

an  zur  Zeit  t, ,  wenn  x  —  atj  ==-  a,  also  tj  =» ist.  Wenn  die  Zeit  weiter 

a 

zunmmt,  so  wird  zur  Zeit  t,  der  Punkt  wieder  zur  Ridie  kommen,  wenn 
X  —  atj  =  —  a,  also  t,  =« ist.  Die  Dauer  seiner  Bewegung  ist  dem- 

nach  tj  —  tj  =  —  proportional  der  Länge  des  Erschütterungsraumes.  Es 
a 

rückt  mithin  eine  Welle  oder  ein  Wellensystem  nach  der  positiven  Seite 

Ton  X  fort. 

2)  Für  einen  Punkt  ausserhalb  des  Ers<;|itttterungsraumes  auf  der 
negativen  Seite  ist  x  •<  —  a.  Hierfür  ist  x  —  at  stets  kleiner  ab  a,  mithin 
fallen  f(x  —  at)  und  F(x  —  at)  weg  und  es  bleibt  nur 

u=lf(x4-at)  — iaF(x  +  at), 

a=-^f(x  +  at)  +  iF(x  +  at). 
Auf  dieselbe  Art  wie  oben  ergeben  sich  die  Anfan(^  und  Endzeiten  der 
«  t, 

Es  pflanzt  sich  mithin  ebenso  eine  Welle  oder  ein  Wellensystem  nach 
der  negativen  Seite  fort. 

3)  Für  einen  Punkt  innerhalb  des  Erschütterungsraumes,  für 
—  a  <1  X  <  a,  verschwinden  zwei  Glieder,   wenn  x  +  at  =  a,  also 

t  — und  die  beiden  anderen,  wenn  x  —  at  «=  —  a,  also  t  mm  — iL— 

a  a 

wird.  Für  die  grösste  von  beiden  Zeiten  verschwinden  alle  vier  Glieder,  also 
u  und  a,  und  es  hört  dann  die  Bewegung  ganz  auf. 

Für  zwei  Punkte  x  und  x'  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes  sind 

die  Zeiten  t  und  t',  zu  welchen  sie  die  Bewegung  beginnen  t  =»  = , 

a 

+  x' a 

t'=  = ,  je  nachdem  der  Punkt  auf  der  positiven  oder  negativen 

a 

x' X 

Seile  liegt.    Es  ist  nun  t'  —  t  =  + die  Zeit,  während  welcher  sich 


Schwingung  t,  = ,    t^  = und  die  Bewegungsdauer 

a  a 
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im  PhttnomeD  von  dem  dem  ErscbQtterungsraum  nXher  liegenden  Ptnkt  x 
bis  zu  dem  entfernteren  x'  fortgepflanzt  hat^  mühin  ist  a  die  Fortpflanzungs- 

geschwindigkeit.  Da  nun  in  einer  isotropen  elastischen  Flüssigkeit  a*=^*^ 

constant  ist,  so  ist  hiermit  bewiesen,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit, da  unsere  Richtung  x  willkürlich  ist,  für  alle  longitudinalen  Wellen 
dieselbe  ist. 

Ist  X  ein  Punkt,  in  dem  die  Schwingung  zur  Zeit  t  beginnt,  und  x' 

ein  Punkt,  in  dem  sie  zu  derselben  Zeit  aufhört,  so  ist  t  = , 

Xtm^Tz — ZL-,    Hieraus  ergiebt  sich  x  —  x'=a±2a  als  die  Länge  des 
a 

Raumes,  welcher  ^mr  Zeil  t  sich  in  ErschAlterung  befindet,  der  dennach 

eben  so  lang  ist,  als  der  anf^ngUche  Erschütterungsraum.    Dieser  Raum, 

der  mit  der  Geschwindigkeit  a  fortrückt,  isl  die  Lange  der  Welle  oder  des 

Wellensystems. 

Aus  den  Gleichungen  ergiebt  sich  noch  u  *»  +  aa,  d.  h.  die  Geschwin- 
digkeit ist  der  Condensation  proportional  Femer  ist,  da  a  stels  positiv  ist, 
u  entweder  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist,  d.  b. 
der  Systempunkt  osdUart  immer  nach  der  Seite  hia ,  naoh  der  Verdichtung 
des  Systems  stattfindet. 

Aus  1)  folgt  weiter,  di»8  wenn  wir  im  AnfangszustaMl  setzen  u  **«  aa 
wir  nur  ein  Wellensystem  erhalten,  weldies  nach  der  positiven  Seite  fort- 
schreitet, setzen  wir  aber  im  Anfangszustand  u»»  —  aa,  so  erhalten  wir 
nur  ein  nach  der  entgegengesetzten  Seite  fortschreitendes  System. 

Es  werden  demnach  durch  eine  anfUnglich  zwischen  x»B  +  tt  ^^^ 
X  so  —  a  auftretende  Erschütterung  zwei  Wellensysteme  erregt,  jedes  von 
der  Lange  2  a,  welche  sich  mit  der  constanten  Portpflanzungsgeschwindig- 
keit a  nach  entgegengesetzten  Richtungen  parallel  der  xAxe  fortbewegen. 

11.    Die  Wellenbewegung  geht  nur  vorwärts. 

Euler,  der  die  obige  Theorie  zuerst  gegeben  hat,  warf  die  Frage  auf, 
wiß  es  komme,  dass  aus  dem  Anfangszustande  zwei  WeHen  hervorgehen, 
die  sich  nach  entgegengesetzten  Seiten  fortpitKcn,  dass  aber  nicht  zu  jeder 
Zeit  aus  dem  zu  dieser  stattfindenden  Zustande  zwei  solche  Wellen  hervor- 
gehen. An  sich  kann  der  Anfangszustand  nichts  voraus  haben  vor  dem 
Zustand,  welcher  zu  irgend  einer  späteren  Zeit  stattfindet. 

Der  Beweis  dafür,  dass  nicht  jeder  Zustand  zwei  entgegengesetzte 
Wellenzüge  zur  Folge  hat,  stützt  sich  auf  den  Satz  von  der  Superposition  oder 
Coexistenz  kleiner  Bewegungen.  Dieser  Satz  (§  228)  lautet  mit  Benutzung 
unserer  Bezeichnungen :  Wenn  aus  einem  Anfangszustande  u  »«  f ,  (x), 
a=¥^{x)  für  die  Geschwindigkeit  uud  die  Condensation  zur  Zeit  t  die 
Functionen  u,  und  a,  folgen;  wenn  femer  ein  zweiter  Anfangszustand 
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u  «K  f,(x),  a  «>  F,(x)  für  die  Geschwindigkeit  und  Condeii$a4i<Mi  tut  Zeit  t 
die  FuBctiofien  u,  and  a,  ergiebt  und  man  führt  nun  einen  AnfangBaustaad 
u  =  f,  (x)  +  f,(x),  a  =  Fj  {x)*±  F,(x)  ein,  dessen  Geschwindigkeit  und  Con- 
densationen  durch  die  algelMraischen  Summen  der  Geschwindigkeiten  und 
Gondensationen  jeaer  beiden  Aniangszustände  gebildet  werden,  so  folgen 
aus  diesem  dritten  Anfangszustand  zur  Zeit  t  für  die  Geschwindigkeit  u, 
und  Condensation  a,  die  Functionen  U3  =  u,  +  u,,  a,  =  a,  +  a,,  d.  h.  die 
algebraischen  Summen  aus  den  Functionen,  welche  diese  Grössen  für  die 
einzelnen  Bewegungen  darstellen  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  u  und 
a  so  kleine  Grossen  sind,  dass  die  höheren  Potenzen  und  Produkte  der- 
selben gegen  die  ersten  Potenzen  vernachlässigt  werden  können. 

Die  ToUständige  Erörterung  dieses  Satzes  findet  sieh  in  Lagrange, 
M^canique  analytique,  II  partie,  Sect.  V. 

Es  g^en  u,  und  u,  aus  f|(x)±(,(x)  und  F,(x)  +  F,(x)  hervor,  indem 
man  in  9«  diese  Summen  an  die  Stelle  von  f(x)  and  F(x)  treten  Uisst  Man 
erhUt  so  8  GUeder,  von  denen  4  Glieder  die  u  und  a  bilden,  welche  man 
erhält  durch  EinfUlurung  von  f^  (xX  Ft  (x),  die  anderen  4  die  u  und  cj,  welche 
entstehen  durch  Einführung  von  f,(x)  und  F^(x). 

Nach  dem  obigen  Satie  können  wir  nun  unseren  Anfangszustand  in 
beliebige  zwe^Anfai^^ustände  zerlegen,  wir  können  also  setzen; 
u=-»f(x)— l,(x)+f.(x), 
a«FW— F,(x)  +  F,(x) 
und  dann  können^wir  weiter  über  diese  Functionen  annehmen,  dass  folgende 
Beziehung  besteht : 

f.(x)=«aF,(x),      f,(x)^  — aF,(x). 
Dies  aber  ist  erreicht,  wenn  wir  unsere  Functionen  so  wählen,  dass 


f.W- 

if(x)+|-F(x), 

F.(x)  - 

ljf(x)+|F(x), 

f,W  = 

if(x)— |-F(x), 

F,(x)  =  -^fW  +  |F(x). 

Mit  Einführung^dieser  Werthe  in  die  Ausdrücke  für  u  unter  9.  erhalten 
wir  für  die  u,  weichendem  fj(x)  und  F,(x)  angehören: 
i;,«.lf(x  ^at)  +  4aF(x  — al) 
Hnd  fitr  diejenigen,  wekhe  dem  f^(i)  und  F,(x)  angehören: 
u,  —  4f{x+at)-H4aF(x  +  at). 

Aehnlißhe  Formeln  erhalt  man  für  a. 

Es  schreitet  mithin  nach  der  vorigen  Nummer  das  Wellensf stem, 
welches  dem  f,  und  F,  entspricht,  nur  naeh  der  negativen  Seite  fort,  und 
das  dem  f,  und  F,  entsprechende  nur  nach  der  positiven  Seite.  Es  ist  abo 
hiermit  dargethan,  dass  jeder  Anfangszustand  in  Folge  der  Superposition 
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hergesteflt  werden  kann  ans  zwei  einzelnen  Zustftnden,  von  denen  d^  eine 
nur  nach  der  einen,  der  anda*e  nur  nach  der  entgegengesetzten  Seite  mit 
der  Constanten  Geschwindigkeit  a  fortschreitet. 

Auf  dieser  Erörterung  beruht  es,  dass  wir  in  §  230  nur  die  Interferenz 
der  von  dem  Erregungspunkte  ausgehenden  fortschreitenden  Wellen  zu 
berücksichtigen  haben. 


Das  Huyghens'tohe  Prinoip*    (§  230.) 

Nach  §  229,  11  giebt  es  nicht  zurackgehende  Elementarwellen,  wenn 
nicht  das  Hittel  ein  anderes  wird,  also  ein  neuer  Anfongszustand  eintritt  Es 
bleibt  demnach  hier  nur  noch  zu  beweisen,  dass  die  Bewegung  dear  einzelnen 
Punkte  in  den  nach  dem  Huyghens'schen  Princip  abgeleiteten  Wellen  die- 
selbe ist,  als  ob  die  Bewegung  sich  geradlinig  vom  Erregungsmittelpunkt 
aus  fortgepflanzt  hätte,  dass  also  die  Wirkungen  der  Schwingungen  aller 
NachbarmolecQle  sich  wirklich  aufheben. 

Sei  M  (Fig.  16)  der  Erregungs- 
mittelpunkt, ABGD,  ein  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  r,  der  Durchschnitt  der 
Wellenflflche  zur  Zeit  t  und  E  tou  a 
um  X  entfernt.  Nehmen  wir  an ,  dass 
der  Punkt  a  am  Anfange  der  Zeit  % 
seine  Bewegung  gerade  beginnt,  so  ist 
die  Phase  der  Oseülation  des  Punktes 
E  bestimmt  durcAi  die  Gleichung 

y  — r8in2  7r^^-y).    (§225.) 

Nach  unserem  Princip  sind  nun  alle  Punkte  der  Wellenfläche  Mittel- 
punkte der  Bewegung,  von  denen  Schwingungen  nach  allen  Seiten  fort- 
gehen. Da  aber  die  Punkte  der  Oberfläche  ABGD  im  Allgemeinen  ver- 
schiedene Entfernungen  von  E  haben,  so  wird  dieser  Punkt  E  in  Folge  der 
verschiedenen  Elementarwellen  in  verschiedener  Phase  sich  befinden,  und 

zwar  wird  für  die  Entfernung  x'  sein  y'  «=  r  sin  2  tt  f  ar  —  y  )» ^^^^^^^ 

ist  die  Phasendifferenz  x^  —  x.  Um  nun  die  Resultirende  sämmtlicher  Be- 
wegungen zu  eriiaken,  denken  wir  uns  durdi  Ebenen  senkrecht  zu  ME  die 
Wellenfläche  in  eine  Reihe  von  Zonen  zerlegt  und  zwar  so ,  dass  die  Ab- 
stände der  Punkte  des  Grenzkreises  einer  Zone  von  E  sich  von  denen  der 
nächsten  um  i  >l  unterscheiden,  so  dass  also,  wenn  a',  a",  a^^. . .  Punkte  dieser 
Grenzkreise  sind,  a'''E  —  a''E  —  a"E  —  a'E  —  a'E  —  aE  =  U  ist  Es 
wird  dann  E  von  den  Bewegungen ,  die  von  Punkten  der  Zone  aa'  aus- 
gehen, nach  derselben  Richtung  bewegt,  da  die  Phasendifferenz  kleiner  als 
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iX  ist.  Von  der  Bewegung,  die  von  Punkten  der  zweiten  Zone  ausgehen, 
wird  E  nach  entgegengesetzter  Richtung  getrieben ,  da  alle  Strahlen  dieser 
Zone  gegen  die  entsprechend  liegenden  der  vorigen  umiX  verschoben  sind. 
Die  von  der  dritten  Zone  ausgehenden  Bewegungen  sind  nun  gegen  die  der 
ersten  um  X  verschoben  und  bewegen  deshalb  E  in  demselben  Sinne  wie 
die  Wellen  von  der  ersten  Zone.  Ihnen  entgegen  wirken  nun  die  Strahlen 
der  vierten  Zone  u.  s.  f.  Die  Bewegung,  welche  der  Punkt  E  von  einer 
bestimmten  Zone  ^ hält,  vrird  daher  sowohl  von  derjenigen,  welche  von  der 
vorhergehenden,  als  von  derjenigen,  welche  von  der  nachfolgenden  Zone 
ausgeht,  geschwächt.  Es  wtürde  demnach  die  Bewegung  von  E  vollständig 
aufhören,  wenn  die  Zonen  aUe  einander  gleich  wären. 

Bezeichnet  man  aber  die  Abstände  der  einzelnen  Ebenen,  welche  die 
Zonen  abschneiden,  der  Reihe  nach  mit  e,  e',  e'^...,  so  findet  man  durch 
Gleichsetzung  zweier  Werthe  für  den  Halbmesser  des  n+1'*"  Sdbnittkreises 

Demnach  ist  nach  einer  einfachen  Rechnung 

e'=i(e+e'0, 

cn=»=i(e<n-»>  +  etn+»)). 

Daraus  folgt,  dass  die  Grösse  jeder  Zone  gleich  ist  der  halben  Summe 
der  vorhergehenden  und  nachfolgenden  Zone.  Also^'ist  die  zw^le  Zone 
gleich  der  halben  ersten  plus  der  halben  dritten;  die  vierte  gleich  der 
halben  dritten  plus  der  haUien  fünften  etc.  Mithin  ist  die  Wiriiung  der  Be- 
wegung der  zweiten  Zone  aufgehoben  durch  die  halbe  Summe  der  Wirkun- 
gen der  ersten  und  dritten  Zone.  Der  Rest  der  dritten  Zone  mit  der  halben 
fünften  Zone  hebt  auf  die  vierte  Zone  u.  s.  f.  Aus  dieser  Betrachtung  geht 
sogleich  hervor,  dass  wir  auf  den  Richtungsunterschied  der  zusammen- 
treffenden Schwingungen  nicht  Rücksicht  zu  nehmen  brauchen ,  denn  die 
Schwingungen  aus  den  benachbarten  Zonen  sind  immer  nahezu  einander 
parallel.  Es  bleibt  demnach  auf  E  nur  die  Hälfte  der  Wirkung  der  Bewe- 
gung übrig,  welche  aus  der  unmitte]bai*en  Nähe  von  a  hervorgeht. 


Befiezion  der  Wellenbewegung.    (§  231.) 
!•    Einseitig  begrenzter  Cylinder. 

Wir  wollen  den  unbegrenzten  Cylinder  von  §  229,  9.  durch  eine  zur 
Axe  senkrechte  Ebene  schliessen.  An  dieser  Grenzwand  ist  mithin  die  Ge- 
schwindigkeit fortvirährend  gleich  Null. 

Die  hier  zu  erfallenden  Gleichungen  sind  dieselben  wie  oben,  nur 
kommt  zu  den  Bedingungen  noch  hinzu: 

u  OB  0  für  X  =»=  0  und  jedes  t. 
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Die  allgemeine  LiisuDg  in  §  229  führte  zu  den  Gleiobungen : 

\x=ip(\+  at)  +  x(x  —  al),     a  =  —  —  ?/;(x  +  al)  4-  — x(x  — at) 

undfürt=«0: 

ip(x)  +  X W  =  m.     -  «Z' W  +xW  —  aF{x). 

Die  f(x)  «ad  F(x)  siad  hiar  nur  fir  positive  Argumente  gegeben,  da 
die  negative  Richtung  der  x  Axe  in  Folge  der  ScUussebene  nichl  den  System 
angehört.  Es  sind  demnach  die  tfj  und  %  f^r  positive  Argumente  gegeben 
durch  die  Gleichungen 

V;(x)  — if(x)-iaF(x),       xW  — i  f(x)  +  iaF(x). 

In  den  Werthen  für  u  und  ü  hat  nun  das  Argument  der  Function  tp 
nur  positive  Werthe  x-f-ai,  also  ist  die  Bestimmung  dieser  Function  vollen- 
det Anders  ist  es  mit  der  Function  Xj  «^n  u^  dieser  kann  das  Argument 
X  —  at  negativ  werden.   Wir  müssen  demnach  suchen ,  viras  aus  x(x)  wird, 

wenn  das  Argument  einen  negativen  Werth  erhält,  wenn  also  t  >  —  ist. 

Nach  unserer  Bedingung  u  =«  0  für  x  =3^  0  ist 
0  =  i//(at)  4-  xi—  ^)  o<^«r 
X(— at)=-— i?(at). 
Daraus  geht  hervor,  dass  wir,  wenn  in  x  das  Argument  x  —  at  negativ 
wird,  stattx(x — at)  schrett>en  müssen  —  ^(at — x),  wo  dann,  da  at — x>0 
ist,  ^(at —  x)  eine  bekannte  Function  ist 

Unsere  Formeln«geben  also  für  die  versdnedenen  Argumente  folgende 
Resultate. 

Für  X  —  at  >  0 : 

u=if(x4-al)-|F(x+at)+^^(x-al)  +  |-F(x-at), 

Fürx  — at<0: 

u  =  ^  f(x  +  at)  -  |-F(x+at)-  i  f(al-x)  +  1  F(al-xX 

Da  uns  die  f(x)  und  F(x)  nur  gegeben  sind  für  positive  Argumente,  so 
ist  es  erlaubt,  denselben  für  negative  Werthe  von  x  beliebige  Bestimmungen 
zu  geben.  Wir  können  daher  setzen,  um  die  oben  getrennten  u  und  a  in 
einen  Ausdruck  zusammenzubringen : 

f  (x  —  at)  —  —  f  (at  —  X), 

F(x  — at)=     F(at  — X). 

Es  ist  aber  nun  zu  untersuchen.,  was  diese  Definition  bedeutet.    Wir 

wollen  annehmen,  dass  die  Erregung  der  Bewegwag  zur  Zeit  t=«0  nur 

innerhalb  eines  bestimmten  Raumes  stattfindet,  also  z.  B.  innerhalb  des 

Raumes  von  x  =»  m  bis  x  «=:  n,  wo  n  >  m,  so  dass  also  unsere  f  und  F  für 
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grössere  und  kleinere  Argumente  als  m  und  n  versohwiiiden.  (%  229,  1 0.) 
Unsere  Definitionen  sagen  dann,  dass  während  einer  Erschütterung  auf  der 
positiven  Seite  zwischen  mn,  wie  der  Erschütterungsraum  kurz  bezeichnet 
werden  möge,  zugleich  eine  Erschütterung  auf  der  negativen  S^e  der  x  in 
gleicher  Entfernung  von  der  yz  Ebene  und  gleicher  Ausdehnung  stattfindet 
und  dass  wir  dann  die  Schlussebene  ganz  wegdenken  müssen,  also  einen 
unbegrensten  Cylinder  haben.  Im  Anfang  t «:  0  ist  auf  der  positiven  Seite 
von  X  also  die  Geschwindigkeit  und  Condensation  gegeben  durch  f  (x)  und 
F(x)  innerhalb  mn  und  auf  der  negativen  ist  die  anfltngiiche  Geschwindig- 
keit und  Condensation  —  f(x)  und  F(x).  Es  v^balt  sich  demnach  der  ne- 
gative Erschütterungsraum  zum  anderen,  wie  dessen  Spiegelbild,  also  auch 
in  der  Art  der  Wellenerregung  und  Fortpflanzung.  Ein  jeder  Anfangs- 
zustand verursacht  zwei  Wellenbewegungen,  eine  nach  der  positiven,  die 
andere  naeh  der  negativen  Seite.  Die  WeHe,  welche  nach  der  negativen 
Seite  von  der  negativen  ErregungssteUe  ausgeht,  haben  wir,  «nserer  Auf- 
gabe entsprechend,  nicht  zu  berücksichtigen.  Wir  haben  demnach  folgende 
Gleichungen,  wenn  wir  nur  die  WerUie  von  u  suchen : 

1)  Von  dem  positiven  Erschütterungsraum  aus: 

u,  =  i  f  (x  —  at)  +  i  a  P  (X  —  at)  nach  der  positiven  Seite  zu,  §  229,  10. 
Uj  =  i  f(x  4-  at)— i  aP(X  -f-at)    -      -    negativen    - 

2)  Von  dem  negativen  Ei*scbtttterungsraum  aus: 

i^  =  —  i  f  (X  +  al) -fi  aF(x  +  at), 
da  dies  das  Spiegelbild  der  zweiten  Wellenerregung  von  1)  sein  muss. 

Eine  besondere  Untersuchung  verdienen  nun  noch  die  u,  und  u,,  luu 
zu  finden,  ob  die  Bedingung  x  »=  0,  u  «=  0  für  jedes  t  erfüUt  ist. 

u.,  erreicht  den  Punkt  x  =  0  in  der  Zeit  —  und  verbsst  ihn  nach  der 
^  a 

Zeit  —  und  u,  ebenso  in  der  Zeit  —  und  — .    Zwischen  dieser  Zeit  haben 
a  '  a  a 

wir  also  für  x  »>  0  inuner  die  entgegengesetzt  gleichen  Geschwindigkeiten, 

mithin  immer  Ruhe. 

Nach  Verlauf  der  Zeh  —  kommt  u,  nicht  mehr  in  Betracht  und  es 
a  * 

bleiben  nur  noch  u^  und  u,.  Der  letztere  Wellenzug  ist  dann  der  reflectirte, 
der  sich  in  der  Richtung  der  positiven  x  fortpflanzt,  während  u^  dem  ge- 
wöhnlich fortschreitenden  angehört 


3.    An  beiden  Seiten  begrenzter  Cylinder. 

Der  Cylinder  sei  beiderseits  durch  Ebenen  senkrecht  zur  Axe  begrenzt 
und  zwar  in  x  =»  0  und  x  =  c.  Zu  den  Bedingungen  der  vorigen  Nummer 
kommt  noch  u  =  0,  wenn  x  =  c  für  jedes  beUebige  t.  f(x),  F(x)  sind  jetzt 
für  t  =  0  bestimmt,  wenn  0  <  x  <  c  ist. 
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Wir  setzen  wieder 

u  — V'Cx  +  aO+Xlx  — at),     a  =  — ^i//(x  +  at)  +  l;f(i  — at), 
und  erhalten  dann  wie  oben 

i^(x)  =  if(x)-^F(x),    ;f(x)  =  |-f(x)  +  -|-F(x). 

Da  X  nur  die  positiven  Werthe  Ton  0  bis  c  haben  kann,  so  umfasst 
x-\-  dX  alle  positiven  Werthe  von  0  bis  oo, 
X  —  at  alle  Werthe  von  c  bis  —  oc. 

Innerhalb  der  Grenzen  0  bis  oo  wird  für  u  und  u  ^  in  Anspruch  ge- 
nonunen  und  von  c  bis  —  oc  die  Function  Xj  beide  aber  sind  bis  jetzt  nur 
für  die  Argumente  0  bis  c  bekannt. 

Nun  ist  weiter  nach  den  Grenzbedingungen 

0  — V;(at)  +  x(— atX       t/;(c  +  at)  +  x(c  — at)  =  0. 

Da  nun  tp  von  0  bis  c  gegeben  ist,  so  liefert  die  erste  Gleichung  %  von 
0  bis  —  c,  da  aber  x  der  Annahme  nach  schon  bekannt  ist  von  0  bis  +  c, 
so  ist  es  nun  bestimmt  für  alle  Argumente  von  —  c  bis  +  c. 

Setzt  man  dies  in  die  andere  Gleichung  ein,  also  statt  c  —  at  alle 
Werthe  von  — c  bis  +c,  d.  h.  alle  Werthe  at  von  2  c  bis  0,  so  ergiebt  sich 
t/;  bestimmt  fQr  alle  Argumente  c  -f-  at  von  3  c  bis  c,  also  für  at  von  2  c 
bis  0. 

Benutzt  man  nun  die  Kenntniss  der  Function  tp  für  die  erweiterten 
Argumente  at  wiederum  in  der  ersten  Gleichung,  so  findet  man  x  ^ 
Argumente  von  -|-  c  bis  —  2  c.  Damit  kann  nun  abermals  mit  Hülfe  der 
zweiten  Gleichung  das  Gebiet  von  tp  erweitert  werden  u.  s.  f. 

Setzt  man  c  +  at  =  8,  so  ist  — i^(8)  =  +z( — 8  +  2c)  aus  der 
zweiten  Gleichung  und  aus  der  ersten  Gleichung  tp(s)  =s  —  xi —  s)*  I^ar- 
aus  folgt  x( —  8)  =  X( —  8  +  2c),  wodurch  die  Periodicität  von  x  und  da- 
mit von  xp  erwiesen  ist. 

Das  ganze  Problem  können  wir  ebenso  behandeln,  wie  das  der  vorigen 
Nummer,  nur  haben  wir  hier  zwei  Definitionen  mehr  einzufttren,  es  muss  sein 
f  (-  X)  =  -  f  (X),  F(-  X)  —  F(x), 

f(x  +  2c)=-f(x),  F(x  +  2c)  — F(x). 


Ausbreitung  das  Sohallei .   (§  236.) 

!•   Ausbreitung  der  Schwingung  in   der  Luft,  die  ausgeht 
von  einer  kleinen  schwingenden  Kugel. '^) 

Es  möge  eine  kleine  feste  Kugel  vom  Radius  R  in  der  Richtung  einer 
Geraden  (der  zAxe)  Schwingungen  machen,  die  gegeben  sind  durch 

V  Bss  f  (t)  =  c  sin  X  at. 

*)  Kirckhoff  a.  a.  0.  S.  317. 
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Die  Schwingung  beginnt  mit  t,  es  ist  also  f  (t)  für  negative  t  gleich  NulL 
Wir  können  das  Geschwindigkeitspotential  (§  229,  7.)  setzen 


9'=3i 


ö  /F(r  — 


p=^). 


WO  wir  ttber  F  noch  bestimmen  können,  r  bezeichnet  die  Entfernung  eines 
Punktes  in  der  die  Kugel  umgebenden  Luft  vom  Coordinatenanfang,  so  dass 
also  r  >  R  ist. 

Statt  des  obigen  Ausdruckes  von  (p  können  wir  setzen 

d  /F(r  — at)\ör       d  /F(r  — at)\ 

9'  =  5?(— r-J5-z-5?(— F-j^^^^'         (^-^ 
wo  9  den  Winkel  zwischen  der  zAxe  und  der  Richtung  r  bedeutet 
Die  Componente  der  Geschwindi^eit  nach  der  Richtung  r  ist  also 


dw       ö'  /F(r-at)\ 


In  der  Entfernung  R  ist  diese  gleich  der  gegebenen  Geschwindigkeit 
der  schwingenden  KugeL  Wir  erhalten  demnach  folgende  Differential- 
gleichung zur  Restimmung  der  noch  wülkttrhchen  Function  F 

dw ,      ö*  /F(R— at)\       •  ^  . 

3g-  =gg|(       ^ ^J  .cos  ^-=c  sm  xat.cos^. 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  giebt 

^,F(R  — at)— pF(R  — at)+^F"(R  — at)  — csinxat. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

F(R  — at)  — U(t)  — U,  (b.) 

also 

f Pm-.*    F'(R-.«— i.f,    F"(B-..)-i.S, 

80  geht  unsere  Differentialgleichung  tlber  in 

2  ,,  ,     2   du  ,     1    d»U  .    ,     ., 

R'"  +  a-R«  dt +?R-dF==*^^"' ("»*)•  ('•> 

Da  nun  U  jedenfalls  eine  periodische  Function  ist,  so  können  wir 
schreiben 

U  =-»  ui  cos  xat  4-  -B  sin  xat. 
Die  hier  noch  unbekannten  Coefficienten  A  und  B  erhält  man,  indem 
man  diesen  angenommenen  W^rth  von  U  in  (c)  einführt  und  einzeln  die 
Coefficienten  von  sin  xat  und  cos  xat  einander  gleich  setzt. 
Diese  Rechnung  giebt 

2xR 


«  — cR» 


„        ^,2  — x*R* 


4  +  x*R^'  4+: 

also  ist 

IT  Dl     2xR  ^  .     „,2  — x*R'   . 

ü  =  — cR'^^^,^,  cos  axt  +  cR« j-p^jj^  sm  xat. 
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Nun  ist  nach  (b.) 

F(r-al)  =  u(t-l^), 
also  endlich 

F(r  —  at)s«uico6  axft j  4-  £  sin  xa  ft j. 

Das  Geschwindigkeitspotential  des  Punktes  r  ist  dann 
^_a^^co8x(at-r  +  R)^^8inx(at-r  +  R)j^^^ 

Wenn  nun  xa  zwischen  gewissen  Grenzen  liegt,  giebt  die  Gleichung 
das  Gesetz,  nach  dem  sich  dieser  Ton,  der  von  der  sich  bewegenden  Kugel 
hervorgebracht  wird,  in  der  LuA  verbreitet. 

Nach  den  früheren  §  224  etc.  eingeftlhrten  Bezeichnungen  ist 

xa  X 

da  die  hier  mit  a  bezeichnete  Grösse  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist 
Suchen  wir  nun  die  Punkte ,  auf  denen  keine  Verdichtung  stattfindet, 

so  haben  wir  zu  untersucbeii,  wo  n^  -»  0  ist  Es  eathält  aber  -J^  den  Fac- 
tor cos  ^,  mithin  ist  für  cos  ^  «=  0  oder  ^  =«  90^  d.  h.  in  einer  Ebene 
senkrecht  zur  Schwingungsrichtung  durch  den  Hittelpunkt  der  schwingen- 
den Kugel  gelegt,  ist  die  Verdichtung  gleich  NulL 

Die  obige  Gleichung  ftlr  q)  kann  noch  vereinlacht  werden,  indem  man 
setzt  F(r  —  at)  —  C  sin  x(at  —  r  +  R  +  d). 

Wenn  man  nämlich  die  eben  eingeführten  Ausdrücke  entwickelt  und 
dann  die  Coefficienten  von  cos  x(at  —  r)  und  sin  x(at  —  r)  einander  gleich- 
setzt, erhält  man  die  beiden  Gleichungen : 

^cosxR4-J5sin  xR»=Csin  x(R  +  d), 
—  ^  sin  xR  +  B  cos  xR  «=  C  cos  x(R  +  d), 
mithin  (?— ui'-l-jB', 

4   m  i  jk\  ui  cos  xR+£sin  xR 

tg(R  +  d)-_^^.^  xR-hBcosxR' 

3«    Potential  für  weit  entfernte  Punkte. 

Nach  1.  ist  für  einen  Punkt,  dessen  Entfernung  vom  Anfangs- 
punkte r  ist, 

a  Csinx(at  — r  +  R  +  ^)  ,,,  ^  ^  : 

flp  =  -R cos  1^,  d.  I. 

^       dr  r 

f       r  xcosx(at  — r+R+<^)       ^  sin  x(at  — r+R  +  d)^  _  ^ 
9)  =  |  — C. C p Jcos;^. 

Wenn  wir  nun  zunächst  für  weit  entfernte  Punkte,  also  grosse  r,  das 

Glied  mit  r*  im  Nenner  vernachlässigen  gegen  das,  welches  nur  r  dort  hat, 

so  bleibt  ^  x  cos  x (at  —  r+  R -f-  d) 

qp  =  —  C ^ ■ cos  ^. 
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Wir  verallgemeinern  ferner  diesen  Ausdruck,  indem  wir  statt  der  er- 
regenden Kugel  einen  erregenden  Punkt  nehmen,  also  R  =  0  setzen,  und 
ein  anderes  Coordinatensysteih  einfttbren,  so  das»  der  erregende  Punkt  die 
Coordinaten  o,  /?,  ^  hat,  während  der  erregte  Punkt  vom  Coordinatenanüuig 
die  Entfernung  q  habe  und  r  nun,  da  R  =bs  0  ist,  die  Entfernung  des  er* 
regenden  Punktes  vom  erregten  ausdrückt  Wenn  wir  ferner  statt  der  Ckn 
ordinaten  k,  y,  z  Kugelcoordinalen  einftthren,  so  können  wir  setzen 
X  =  ^  cos  CO,  y  =  ^  sin  C(i  cos  ip^  z  »=£  ^  gin  cti  sin  i^ 
und  es  ist,  wenn  a*  +  /^  +  y*  =  «*  »t: 

r  =  1/  ^*  +  e* —  2  ^e  (  —  cos  w  +  —  sin'w  cos  i//  +  —  sin  w  sin  ^  j , 

=  ^  —  a  cos  w  —  /9  sin  CO  cos  t//  —  y  sin  co  sin  t/;, 
wenn  die  weiteren  Glieder,  welche  q  im  Nenner  bekommen,  vernachlässigt 
werden<  Den  Factor  cos  ^  mQssen  wir  dann  auch  entfernen,  wenn  der  Er- 
regungspunkt, der  statt  der  erregenden  Kugel  gesetzt  ist,  solche  Schwin« 
gungen  erregt,  die  nach  allen  Richtungen  dieselben  Geschwindigkeiten  haben. 
Wenn  noch  zur  Abkürzung  a  cos  a>  +  /9  sin  w  cos  t/;  +  y  sin  oi  sin  9) «:  @ 

gesetzt  wird  und  nur  Glieder  der  Dimension  —  beibehalten  werden,  so  er- 
halten wir 

^xcosx(at — q)cos{G+ö)       ^xsinx(at  —  ^)sin(0+<J) 

cp  =^  —  L p  ti 

^  Q  Q 

oder  endlich  abgekürzt 

«  cos  X  (o  —  at)      --  sin  x  (^  —  at) 
3«B  jh jh 

wo  die  M,  M,  unabhängig  von  q  sind,  aber  mögUcher  Weise  abhängig  von 

den  Winkeln,  welche  die  Richtung  q  mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 

Statt  dieses  Ausdrucks  können  wir  nun  wieder  einfacher  setzen 

Q.cos(xD  —  xat  +  d) 
9>-=« ^ , 


Transversale  Schwingungen  dar  Saiten.    (§  245.) 

!•    Differentialgleichungen  einer  schwingenden  Saite."^) 

Um  die  hierher  gehörigen  Gleichungen  aufzustellen,  müssen  wir  zurück 
zum  Anbang  zu  §§64—74,  I.  B.  und  dort  mit  Hülfe  des  Princips  von 
D'Alembert  zu  den  auf  das  Innere  wirkenden  Kräften  die  Trägheitskräfle 
hinzufügen.  Diese  sind  aber,  wenn  G  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  und 
damit  Gdxdyds  das  Gewicht  des  Volumenelementes  dxdyds  bedeutet,  nach 
den  dort  eingeführten  Raumcoordinaten 

*)  Glebsch,  Theorie  der  Elasücitat  fester  Körper.    §  59. 
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^   A      A     A     5*^'  ^    A     A      A     d^f  ^   A      A     A.^ 

--dxdyds-^,        --dxdyds^,         __dxdyds^, 

Um  nun  diese  Grössen  auf  das  mit  dem  Ekmente  sich  bewegende  Coor- 
dinatensystem  zu  beziehen,  benutzen  wir  die  Formeln  S.  97  (b),  wenn  u, 
V,  w  als  Ton  höherer  Ordnung  YemachlisBigt  werdm.  Wir  können  dann 
ausserdem  z  =>>  0  setzen,  da  es  sich  um  einen  Punkt  des  Querschnitts  han- 
delt, der  einem  bestimmten  Werthe  von  s  entspricht  Diese  Einsetzung 
giebt  zunächst  fttr  den^  ersten  Werth 

9*x'       9*5  d*  cos  xx'  d*  cos  yx' 

at*'""5?"*:''  ~~di''~^^~di}~' 

Blithin  ist,  wenn  die  abgekürzte  Bezeichnung  der  cos  S.  98  benutzt  wird: 

Da  nun  $,  ij,  ^^  a . .  •  von  x,  y  unabhängig  sind,  so  erhsit  man  flir 
diesen  Ausdruck,  mk  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  j(7*xdxdy »»  0, 
J/j  dx  dy  a»  0  den  einfkchen  Werth 

G   .  a«§ 

Ebenso  findet  man  die  anderen  Tragheitskrafte  ausgedruckt  durch 

G   .  a»« 

-J^^'St»' 

Das  Drehungsmoraent  in  Bezug  auf  eine  Axe,  welche  der  im  Räume 
festen  xAxe  parallel  durch  den  Punkt  $,  i}^  ^  gelegt  wird,  ist,  da  die  Mo- 
mentenarme sind  y'  —  ij,  z'  —  f : 

Wird  dies  wie  oben  für  das  bewegliche  Coordinatensystem  transformirt, 
so  erhält  man  dafür 


dxdy^ 


Dies  giebt,  da  ^xydxdy  —  0  und  ^x*dxdy  — A*q,  ^y*dxdy=«x*q, 
wie  schon  früher  eingeführt,  den  ersten  der  folgenden  Ausdrücke.  Die 
anderen  beiden  erhält  man  auf  dieselbe  Art.         ^ 

-£,a,{..(.,^-,,^)+..(..t-^.??)}- 
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Vergleicht  man  diese  Werthe  mit  S.  101,  80  ist  nun  zu  setzen  statt 
P^,P^,P..,M„M.,M.',M."... 

^^-I^äT"      ^^-I^'W'      ^'-J'^W^ 

Für  unseren  Zweck  vereinfachen  sich  aber  diese  Ausdrücke  wegen 

der  folgenden  Voraussetzungen.  Die  Anfangsbge  einer  Saite  ist  eine  gerade 

Linie,  denn  Yon  der  Krümmung,  die  in  Folge  der  Schwere  eintreten  kann, 

ist  hier  abzusehen;  femer  werden  die  Amplituden  sehr  klein  angenommen. 

Es  ist  mithm  xx'  =  yy'  =  zz'  =  0,  also  Oj  =  /?,  =  y  =  1 ,  während  die 

anderen  Winkel  wenig  von  90^  abweichen.    Dann  ist  nach  S.  107  : 

du             ^  dv 

a y.=^-,  ß y,  =  ^, 

/?,=«  — o,  —  g),        §— =u,        ij=v,        ^  =  z4-w. 
Die  obigen  Ausdrucke  reduciren  sich  demnach  auf  die  folgenden : 

„     ca^i      n     G  ehr      _     cav 

'^^"i^W"        ^''-i^ä-        ^''"i^^' 

M ,,  ,    G     ,,   3*u         w  ff  I    G      ,   o^ 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  bleiben  die  Variabein  getrennt,  wie 
in  S.  108. 

Da  wir  nun  hier  nur  die  Transversalschwingungen  betrachten,  so  er- 
halten wir  endlich  durch  Einsetzung  der  erhaltenen  Ausdrücke  in  die 
Gleichgewichtsgleichungen  S.  108  die  gewünschten  Differentialgleichungen. 

und  die  Grenzbedingungen  für  z  =  1: 

E„.g B+c|+i«;',+  |,^jP3;, 
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Da,  wie  unter  6.  nachgewiesen  werden  soll,  für  unsere  Untersuchung 
von  allen  äusseren  Kräften  abgesehen  werden  darf,  so  können  wir 
Pyr  «=  p,.  _  M/'  =-  M/'  =  0  setzen. 

Beide  Gleichungen  stimmen  für  u  und  v  bis  auf  die  Trägheitsradien 
völlig  überein.  Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  die  beiden  Hauptträgfaeits- 
momente  des  Querschnittes  nicht  gleich  sind,  die  ursprünglich  erregten 
Schwingungen  sich  in  zwei  Componenten  sondern,  von  denen  die  eine  der 
einen,  die  andere  der  anderen  Hauptaxe  des  Querschnittes  parallel  gerichtet 
ist  und  dass  die  Tonreihen ,  welche  bei  diesen  beiden  Tbeilen  der  Schwin* 
gungen  erzeugt  werden,  nicht  völlig  identisch  sind,  sondern  um  so  ver- 
schiedener, je  verschiedener  jene  Trägheitsmomente  sind. 

Ist  ferner  der  Querschnitt  der  Saite  so  klein,  dass  selbst  noch  Eqx' 
oder  EqX*  sehr  klein  bleiben  und  ist  die  Spannung  sehr  gross,  so  wird  aus 
den  obigen  Gleichungen 

^a»v     G   a«v       ^a«u     g   a»u 

Letztere  Gleichungen  erhält  man  also,  wenn  die  Saiten  als  absolut 
biegsam  vorausgesetzt  sind,  also  dieselben  die  Elasticität  nur  durch  die 
spannenden  Gewichte  erhalten  haben,  während  in  den  obigen  allgemeinen 
eine  gegenseitige  Anziehung  der  einzelnen  Moleküle,  die  diesen  schon  eine 
gewisse  Gleichgewichtslage  giebt,  hinzugenommen  ist. 

3.    Integration  der  Gleichungen. 

Da  jede  Art  der  Transversalschwingungen  sogleich  in  zwei  zu  einander 
senkrechte  zerlegt  werden  kann  und  jede  derselben  zu  derselben  Art  Glei- 
chung führt,  so  ist  es  genügend,  nur  eine  Art  zu  betrachten.  Die  zu  be- 
handelnde Gleichung  ist  demnach  unter  Vernachlässigung  der  äusseren 
Kräfte,  wenn  die  Spannung  C  nun  mit  S  bezeichnet  wini: 
„    ,^d*n      ^dSi       G     ö^  .    G    ,,    a^u 

^^^  5?=^^-i^^  +  7^^3t«öz*- 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Enden  fest  sind,  ohne  die  Richtung  der  Saite 
zu  bestimmen ,  dass  femer  die  Enden  keinerlei  Drehungsmomenten  unter- 
worfen sind,  also  Mxi  =  Myi  =  0,  so  ist 

d*u 
u  =  0,      ^-  =  0  für  z=»=0  und  z  — 1. 
cz' 

Die  Schwingungen  sollen  ferner  eine  so  geringe  Amplitude  haben, 
dass  trotz  derselben  die  Grösse  der  Spannung  unverändert  bleibt. 

Die  erste  der  obigen  Grenzbedingungen  bleibt  hier  unberücksichtigt, 
denn  sie  könnte  nur  dazu  dienen ,  eine  Beziehung  zwischen  der  Spannung 
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und  den  anderen  Kräften  A  und  B  zu  geben,  die  fttr  unsere  Betrachtung 
gleichgttltig  ist. 

Da  unser  u  eine  periodische  Function  von  t  ist,  so  können  wir  nach 
§  224  setzen : 


2  ('^n  ^^^  Xnt  4-  Ui  sin  Xnt), 


n=0 

WO  Un  und  Un  Functionen  von  z  allein  und  die  Xq  ,  welche  nach  §  224  (27.) 

27t 

—  vB=2na  sind,  weiter  zu  bestimmende  foOssen  sind. 

Die  mit  demsdben  sin.  oder  cos.  multiplicirten  Glieder  dieser  Sunune 
stellen  eine  Einseischwingung  vor  und  jedes  dieser  Glieder  muss  fOr  sich 
der  Differentialgleichung  genügen. 

Setzen  wir  zunächst,  um  die  Einzelschwingungen  zu  erhalten, 

U  s=  Un  cos  Xnt. 

Die  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  die  Bedingungsgleichung  giebt 
zur  Bestimmung  von  Un  folgende  Differentialgleichung: 

Dieser  Gleichung  wird  genügt  durch  UD==Be''°^  wo  nun  für  an  sich 
vier  Werthe  ergeben,  als  die  Wurzeln  der  Gleichung  des  yierten  Grades, 
die  durch  Einsetzen  dieses  Integrals  in  die  Differentialgleichung  folgt,  also 
der  Gleichung 

Da  diese  Gleichung  auf  0  gebracht  einen  Zeichenwechsel  und  eine 
Zeichenfolge  enthält,  so  hat  ai ,  wenn  Xn  reell  ist,  einen  positiven  und  einen 
negativen  Werth.  Die  Form  der  Werthe  von  an  ist  demnach,  wenn  durch 
a*  und  —  ß^  die  Werthe  von  aj  bezeichnet  werden : 

a,     — a,     /?l/=T,     — /?f/^=T 
Die  betreffenden  Integrale  sind  dann: 

wo  ist 

gS-GAV;      y/fgS-GX^qrcSy      Gxg 
2EqA»g      '^r    \     2Eq;i»g     J'^Eqk* 
und 

^ gS-GAV;   ,  l//gS-GX'qx;y     Gxg 

P—  2Eqi»g      '^r   \     2Eq;t«g     J'^Eql*' 

Statt  der  obigen  Integrale  können  wir  setzen: 

fitz  —  CCZ  ^  •       /%_ 

e    ^      e       ,      cos/?z,      sm/rz, 
so  dass  endlich  der  allgemeine  Ausdruck  von  Uq  ist: 

Un  =  An  cos  ßz  +  Bq  siu  ßz  +  Cq  e^^+  Dn  e""  "*. 
Zur  Bestimmung  der  Gonstanten  benutzen  wir  die  oben  angegebenen 
Bedingungen  für  z  =  0  und  z  ss  1.  Dies  führt  zu  den  Gleichungen : 

12* 
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Z-.0,        0  — An+Cn  +  Dn, 

0  — — /?*Ao+aMCo  +  »n), 
z  —  1,       0  —  An  cos  /?1  +  Bn  sin  /?1  +  Cn  e^+  Do  c""*^, 

0  — — /J»(AaC08/?l+B„sin/?l)+a*(c„c'^+D«c'"'^). 
Wenn  nun  o*  nicht  «*  ^  ist,  so  ist  hiernach 

1)  A.—  O,  Co— 0,  Dn=-0 
sin/}l»>0,  d.  h./?l~7r,  2/r,  Zft... 

2)  Ao  — 0,  Bn  — 0,  Cn=-  — Dn 

^«1_^-«1  d.b.  ^i_^^z:i,  27rj/^,  Sttj/— 1... 
Die  Resultate  unter  2)  geben  für  a\  die  Werthe  von  ßl  aus  1)  nur  mit 
|/— 1  multiplicirt    Schreiben  wir  daher  in  dem  allgemeinen  Ausdruck 

a 

77=— 7  statt  /?,  so  erhalten  wir  dieselben  Werthe,  nur  mit  einer  Verdrehung 

der  Buchstaben,  mithin,  ist  2)  nur  eine  Wiederholung  von  1). 

Wenn  aber  c^m^ß*  ist,  so  muss  die  obige  Gleichung,  da  dann 
gS  «K  GX^qxl  ist,  sich  reduciren  auf 

Dieser  FaU  soll  später  $  247,  4.  untersucht  werden,  denn  diese  Diffe- 
rentialgleichung resultirt  aus  Bedingungen ,  denen  die  Schwingungen  der 
Stäbe,  bei  denen  keine  Spannung  vorhanden  ist,  unterworfen  sind. 

Setzt  man  nun  ß=*=  -r-,  -y-,  — p-,...  in  die  obige  Gleichung  ein  zur 

Berechnung  von  Xo ,  so  erhält  man  wirklich  nur  reelle  Werthe  von  Xq  ,  was 
den  Satz  ergiebt,  dass  nur  periodische  Bewegungen  eintreten  können.  Denn 
könnte  Xq  imaginär  werden,  so  würde  auch  sin  Xot  und  cos  Xot  imaginär 
werden  und  die  trigonometrischen  Grössen  würden  auf  Theile  führen,  welche 
die  Zeit  in  Exponentialgrössen  enthielten,  d.  h.  auf  Glieder,  die  mit  zuneh- 
mender Zeit  entweder  Null  werden  oder  ins  Unendliche  wachsen  müssen, 
so  dass  also  die  Ausdehnungen  nicht  innerhalb  unveränderUcher  Grenzen 
ausgeführt  werden. 

Die  verschiedenen  Xn  sind  dann: 

*  7t  1 /gTÖM'^TSH      2/gl/g(Eqr47g'+Sl') 


^[/ 


g(EqX'n*7r*H-SP) 


G.q(P+rn«7r')* 
Nehmen  wir  hier  die  Spannung  S  sehr  gross  und  dagegen  den  Quer- 
schnitt ausserordentlich  klein,  d.  h.  nehmen  wir  die  Saiten  vollkommen 
biegsam,  so  dass  Ep>L*n*7r*  gegen  SP  und  ä^tt*  gegen  1*  verschwindet, 
so  ist: 

v=££l/8l       2  7rl/iS       3£l/iS 
"""        1  r   Gq'         1   r  Gq'        1   V  Gq'" 
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Diese  Reihe  zeigt,  dass  die  vorhandenen  Einzelschwingungen  geben 
Gnindton,  Octave,  Qumte  der  Octave  u.  s.  f.  und  dass  die  Schwingungszahl 

des  drundtones  ist  proportional  t*  r  ^ ' 

1    f      vC[ 

Dieselben  Resultate  Uefern  die  anderen  Einzelschwingung^n ,  für  die 
u  OS  Uo  sm  Xo  t  ist. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Transversalschwingungen  der  gespann- 
ten Saiten  ist  demnach 


u— uo 

u  ""^i  (Bd  cos  Xn  t  +  Bn  sin  Xn  t)  siu 


n^rz 


1 

1  =  0 

Zur  Bestimmung  der  darin  noch  enthahenen  Constanten  gehören  die 
zu  Anfang  stattfindenden  Bedingungen.  Setzen  wir  nun  fttr  t»"0,  uaif  (zX 

wo  f  (z)  »=  0  wird,  wenn  die  Saite  gerade  ist,  und  g-  «=■  F(z),  wo  abo  F(z) 

die  anfönghche  (^Geschwindigkeit  parallel  der  x  Axe  bedeutet.  Die  Einftlhrung 
dieser  Bedingungen  giebt 


D=ao 

n^rz 


n=0 

D==OP 

^(^)  "^^  *"  *»  ^*"   "1 

D=ü 

Hieraus  lassen  sich  die  Bq  und  Bn  wie  folgt  bestimmen.  Multiplicirt 

man  jede  der  obigen  Gleichungen  mit  sin  — j—  und  integrirt  sodann  ttber 

die  ganze  Saite,  also  von  0  bis  1,  so  fallen  rechts  alle  Glieder  fort  bis  auf 
Bh[und  Bh  und  man  erhält: 

yf (z)  sin -y^ dz  =  ^ Bh , 

0 

wo  Bb  SB  0  ist,  wenn  f  (z)  »:  0,  d.  h.  die  Saite  zu  Anfang  geradlinig  ist,  und 

h/rz  ,  1 


/' 


F(z)  sin  — j—  dz  =  Xh  -s"  ^h  • 


3«    Näherungsformeln. 

Wenn  wir  die  in  1.  gefundenen  Momente  der  Trägheitskräfte  oder  die 
betreffenden  Cos.  vernachlässigen,  so  reducirt  sich  die  Differentialgleichung 
fttr  die  transversal  schwingende  Saite  in  2.  auf: 

„    ,.d*u       ^öhi       G     5*u  .  . 

Die  Bedingungen  am  Ende  der  Saite  bleiben  dieselben. 
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Die  deicfaung  zur  Befttimmung  des  Oq  wird  aber 


also 


'  >+|/^+yy^     «-•> 


(c.) 


2EqiC  

^ s     ,  l/Gxg  ,  /   s    y 

^  "      2Eq;i=''^r  gEX^'^\2EqXy' 

Die  weitere  Rechnung,  wie  sie  in  2.  angegeben  ist,  liefert  dann 

,       n^^EgA»       n'yr»gS 
Xn—        j4ß         +     ßqp    . 

Nach  i  247,  4.  ist  das  erste  Glied  dem  Quadrat  der  Schwingungszahl 
für  einen  nicht  gespannten  Stab  und  das  zweite  Glied  nach  2.  dem  Quadrat 
der  Schwingungszahl  einer  vollkommen  biegsamen  Saite  proportional  Diese 
Zusammensetzung  der  Schwingungszahl  ist  von  Savart*)  und  deren  theore- 
tische Begründung  von  Duhamel**)  gegebep  worden. 

Bezeichnet  man  mit  n  und  P  die  Schwingungszahl  und  die  Spannung 
einer  absolut  biegsamen  Saite,  so  ist  n*  =  xP,  wo  x  eine  Constante  ist, 
welche  von  der  Länge  und  Masse  der  Saite  abhangt  Wenn  man  nun  bei 
der  wirklichen  ungespannten  Saite  annimmt,  sie  wäre  vollkonunen  biegsam 
und  dafür  einer  Spannung  Po  unterworfen,  so  würde  dann  die  Bewegung 
die  sein,  welche  Mos  aus  ihrer  Steifheit  entspringt;  es  würde  also,  da  die 
Saite  sich  in  dem  vorigen  Zustande  befände,  sein  nj  »>  xPq.  Die  gespannte 
Saite  könnte  man  sich  darnach  vorstellen  ab  eine  solche,  die  bei  vollkomme- 
ner Biegsamkeit  durch  P^  -f-  P,  gespannt  wäre,  mithin  ist  dann 
x2:47r»  =  x(P,  +  P,)  — nj  +  n?. 

Diese  Schlussfolgerung  ist  im  Allgemeinen  nicht  richtig,  wie  Seebeck  ***) 

nachgewiesen  hat,  denn  die  Kraft,  welche  ein  Theilchen  bei  eintretender 

^*u 
Biegung  vermöge  der  Spannung  durch  Po  erföhrt,  ist  Po-  3^^  <•>«  Kraft  aber, 

welche  von  der  Steifheit  herrührt,  ist  —  Eq>l'  ^,  es  müsste  also  nach  der 
obigen  Betrachtung  sein: 

Diese  Gleichung  kann  aber  nur  gelten  für  eine  bestimmte  Gestalt  des 
schwingenden  Drahtes,  die  gegeben  ist  durch  u  =»  a  sin  cz.  Diese  Gestalt 
aber  kann  nie  bei  einem  an  beiden  Enden  eingeklemmten  Stab  oder  Draht, 
wie  ihn  Savart  nach  Seebeck  benutzte,  vorhanden  sein,  sondern  diese  Bedin- 


*)  Ann.  de  Chim.  et  Phys.    S.  HI.   T.  VI. 
**)  Compt.  rend.   T.  XIV. 

***)  lieber  die  Querschwingungen  gespannter  und  nicht  gespannter  elastischer 
Stabe.    Abb.  der  math.-phys.  Glasse  der  Ges.  d.  Wiss.  zu  Leipzig  1849. 
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gung  ist  nur  erfüllt  bei  der  im  Obiges  gemachten  Vernachlässigung  oder 
nach  S  247,  4.  bei  einem  an  beiden  Seiten  angestemmten  Stab  oder  bei 
einer  bestinunten  Annahme  Ober  die  Spannung,  die  in  2.  angegeben  und 
wiederum  $  247,  4.  erwähnt  ist. 

Da  nun  auch  die  Versuchsreihen  von  Savart  nicht  vollständig  mit  den 
von  ihm  benutzten  Formeln  Übereinstimmen,  so  macht  Seebeck  folgende 
theoretische  Entwickelung,  die  eine  genügende  Uebereinstimmung  mit  den 
Beobachtungen  gegeben  hat  Wir  gehen  aus  von  der  obigen  vereinfachten 
Gleichung  (a,)«  nehmen  aber  andere  Grettzbedingungen,  indem  wir  voraus- 
setzen, dass  durch  eine  Einspannung  der  Enden  eines  steifen  Fadens  die 
Drehungsmomente  nicht  verschwinden,  wohl  aber  die  Saite  an  den  End- 

punkten  so  bleiben  muss,  dass  ;r-  "^  0  ist.  Diese  Annahme  wiederholt  sich 

bei  den  Stäben  $  247.  Dies  führt  mit  den  in  2.  gebrauchten  Beseichnun<^ 
gen  zu  den  Bedingungen 
z*=0,    u  —  O,    1)  Ao-fCo  +  Dn««0. 

^-^  =  0,    2) /?Ba  +  aC«  — aD„  =  0. 

z  — =  1,     u  —  0,    3)  An  cos  /?I+Bn  sift  ß\  +  Co  e*^+  Do  e"""^—  0. 

|H==o,    4)  — /JAnsin/JHiSBnß08^l4-aCne'^— aDoe""*^— 0. 

Aus  diesen  4  Gleichungen  kann  durch  Elimination  von  A,  B,  C,  D  eine 
Gleichung  gefunden  werden,  in  der  a  und  ß  nur  noch  enthalten  sind. 
Aus  1)  und  2)  findet  man  für  C«  und  Dn : 

2  aCo^"  —  tf  An— ~/?Bo, 
2aDn=      /JBn  — aAn. 
Werden  dann  die  dritte  und  vierte  mit  a  multiplicirt  und  unter  Berück- 
sichtigung dieser  letzten  Gleichungen  addirt  und  subtrahirt,  so  erhält  man: 

B  (ße^—  a  sin  ß\  —  ß  cos ßl)  ?=  A  (—  oe"*^—  ß  sin  ß\  +  a  cos ß\), 
A  (ae""^— /?8in/?l— acos/Jl)=:B  (/?e""^-(-  a  sin  /W  — /J  cos /?l). 
Durch  Multiphcation  dieser  Gleichungen  erhält  man  endlich 

{c^—ß^(e'^—e~'^)smß\^2aß(e''^+e'~''^)coaßl  —  4aß. 
Hieraus  folgt 

^„        2aß   U'^+e-''  2  \ 


und 


•ß*    e    — e 


^^^^' 2"^"    Ol  ,      -al+    .      ^,  /«l   ,    ^— «IV 

-fi  «p      e    +  e  sm  /?1  V^e    +  e       ) 

Die  Entwickelung  der  Division  giebt: 
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—  2al   ,     — 4al  ,      — 6«1  , 

e  4-  e  +e         + 


.^1       «*— /PL       o^— 2«!         — 4«1  ,      — 6al  ,  ^ 

2      /  — «1        — 3«1,    ^— 6al,        \\ 

Wenn  keine  Spannung  vorhanden  ist,  also  S  ««  0,  so  sind  die  Werthe 
a  und  ß  nach  (b.)  und  (c.)  einander  gleich  und  dann  nach  $  247,  2.  die 

2i4-l 
Werthe  ol  und  ßl  vfenig  von  — ^ —  ^  verschieden.  Wenn  aber  eine  Span- 
nung hinzukommt,  so  wird  o*  ohne  Ende  nach  (b.)  bis  oo  zunehmen,  wäh 
rend  ßl  nach  den  eben  gefundenen  Gleichungen  nur  bis  i/r  abnehmen  kann. 

Um  eine  erste  Annäherung  zu  erhalten,  setzen  wir  e"    ,  welches 


schon  bei  ungespanntem  Draht  sehr  klein  ist,  verschwindend  Hein  und  er- 

oder  nact 
/GEqU« 


halten  demnach  tg  /?1  ■« ^_m  ^«^  nach  (b.)  und  (c): 


w- 


(d.) 

Diese  erste  Annäherung  von  ß  setzt  man  in  (c.)  ein  und  berechnet 
damit  xo .  Wenn  nun  dieser  Näherungswerth  in  (d)  eingesetzt  wird,  erhalt 
man  eine  zweite  Näherung  von  ß  für  (c)  u.  s.  f. 

Hit  Hülfe  dieses  Verfahrens  kann  man  also  die  Näherung  so  weit  treiben, 
als  man  nur  wiU,  wenn  aber  die  Steifheit  sehr  gering  ist  gegen  die  Span- 
nung, was  bei  gewöhnlichen  Saiten  zutrifil,  kann  man  noch  besondere 
Nähenmgsformehi  aufstellen. 

Nach  den  Gleichungen  (b)  und  (c)  ist: 

1  /  SP 
also  a\  inuner  grösser  als  1/  =— ji .   Da  nun  also  S  gross  ist,  so  muss  a\ 

—  al     ' 

auch  sehr  gross,  also  e  sehr  klein  sein,  es  enthält  mithin  die  Gleichung 
(d)  eine  erste  gewünschte  Näherung.  Diese  Gleichung  (d.)  kann  geschrieben 
werden: 


»solut  biegsame  Sa 

""-  I  r  G^' 


wo  Xu  die  Zahl  Xn  für  die  absolut  biegsame  Saite  bezeichnet 
Nun  ist  nach  S.  180: 


also 
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Da  bei  geringer  Steifheit  Xo  wenig  von  Xn  verschieden  ist,  so  ist  eine 
erste  Annäherung: 

oder 

^I=«=n7r+arctag2n7r  1/  -t^ö" 

w     i  *^ 

Da  nun  diß  Spannung  unserer  Annahme  nach  gross  und  n  (der  n^^  Ton) 
nicht  sehr  gross  ist,  so  wird  diese  tag  nahezu  gleich  dem  Bogen,  also 

^l-.,(l  +  2j/^'). 
Setzt  man  dann  diesen  Werth  in  (c)  ein  und  berechnet  Xp ,  so  erfiält 
bei 
Formel 


man  bei  fortgesetzter  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  1/  -r^  die 


x„-x'„{l  +  2j/E*J.  (f) 


Nehmen  wir  eine  Saite,  deren  Querschnitt  ein  Kreis  mit  dem  Radius 
r  ist,  so  ist  q  OS  Ttr*,  jl*  =  i  r*,  also 


«-«'{■ +  t|/t}- 


Seebeck  giebt  noch  eine  weitere  Näherungsformel,  welche  er  durch 
folgende  Bemerkung  einleitet :  „Da  aber  diese  Formel  von  n  unabhängig 
ist,  so  sieht  man,  dass  bei  diesem  Grade  der  Annäherung  die  Folge  der  Töne 
noch  durch  die  natttrUche  Zahlenreihe  dargestellt  vnrd.  Will  man  den  Ein- 
fluss  erkennen,  welchen  die  Steifheit  auf  die  Reinheit  der  von  den  AUquot- 
tönen  der  Saite  gebildeten  Intervalle  hat,  so  muss  man  die  Annäherung  noch 
einen  Schritt  weiter  fortsetzen.  Dies  kann  auf  folgende  Weise  geschehen, 
indem  man  die  zweite  nicht  aber  die  dritte  und  höhere  Potenzen  von 

l¥  berücksichügt." 
Aus  (f)  folgt 

Dies  in  (e)  eingesetzt  giebt : 


Xn— x{._^|/Eqr 


woraus  sich  dann  bei  der  eben  angegebenen  Vernachlässigung  ergiebt: 

Benutzt  man  diesen  Werth  nach  der  oben  angegebenen  Methode  zur 
weiteren  Rechnung,  so  findet  man  noch  genauer 
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4.    Gewöhnliche  Theorie. 

Bei  Lösung  des  Problems  der  schwingenden  Saiten  wird  gewöhnlich 
die  Saite  ab  ein  absolut  biegsamer  Körper  betrachtet  Man  vemachlässigt 
also  die  von  dem  Elasticitfltsmodul  und  den  Trägheitsradien  abhängigen 
Grössen.  Dieses  Problem  ist  auf  mannigfache  Art  bebandelt  worden;  wir 
schUessen  uns  an  die  Riemann'sche*)  Darstellung  der  Lösung  an,  wie  sie 
zuerst  Ton  Daniel  BemoulH  gegeben  ist,  und  erhalten  dann  zugleich  die 
Differentialgleichung  zu  $  249. 

Nach  den  im  Obigen  eingeführten  Coordinaten  hat  ein  Punkt  M  »"(0, 0,  z) 
nach  der  Verschiebung  die  Lage  m  «« (u,  v,  z -f- w)  und  ein  Punkt 
Br«o(0, 0,  i+dz)  kommt  nadi  m'^»(u  +  du,  v  +  dv,  z+di+w-f-dw). 

Ifithin  ist  mm'*  —  du*  +  dv«  +  (dz  +  dw)*  und  cos  mm'^^X  —  -^, 

mm'^ 

dv  dz  ^~  dw 

cos  m  m'^^Y  ■— , ,   cos  mm''^  «= r— .     Da  wir  nun   unserem 

mm'  mm' 

Problem  entsprechend  voraussetzen,  dass  die  Abweichungen  der  Saite  von 

der  ursprünglichen  geraden  Linie  nur  gering  sind,  so  ist  mm'  »«dz+dw, 

mithin : 

du  dv 

"TT  jZ 

cos  mm';^X  =— r*  ^   cos  mm'^Y= j— ,   cos  mm'^Z  -=  1. 

Durch  diese  Formänderung  wird  nun  aus  der  Länge  HH's=dz 

mm'ssdzfl-f-j')*  Wenn  nun  S  die  ursprüngliche  Spannung  bedeutet, 

so  ist  die'dieser  Verlängerung  ent^rechende  Spannungszunahme  nach  §  64: 

S'  — S  =  E$!^,    also  S'  =  S  +  E$^. 
dz  dz 

Die  Coroponenten  dieser  Spannung  nach  den  drei  Coordinatenaxen 

sind  nun': 

du 


"•"dz 
^"•"dz 


*)  RiemaBD,  Partielle  Differentialgleichongen.  §§  74,  77. 
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Diese  AusdrQcke  müssen,  da  unserer  Annahme  nach  höhere  Potenzen 
der  Diffei*entialquotienten  und  deren  Produkte  wegfallen,  sich  auf  folgende 
Werthe  reduciren: 

dz  dz  dz 

Um  nun  die  Spannungen  in  dem  benachbarten  Element  zu  finden, 
setzen  wir  statt  z  den  Werth  z  —  dz  und  erhalten : 

^-i^-w'-)'  ^-it-m-")'  ^'-«+KS-^*)- 

Diese  Kräfte  sind  den  obigen  entgegengesetzt,  es  bleiben  mithin  als 
wirkende  Componenten: 

/)*ii  f^hr  PHir 

X-X'  =  S^dz,    Y-Y'-S|^.dz,    Z-Z'-Egd2. 

Diese  Componenten  sind,  um  die  Differentialgleichungen  zu  finden, 
gleich  zu  setzen  denen  der  Trägheitskrafte,  so  dass  man  erhält: 

„d*n      G    a*u 

„  a*v     G    a»v 
„a»w     G   a*w 

Unser  Problem  reducirt  sich  also  auf  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichung 

Sff 
wo  zur  Abkürzung  a'  für  -^  gesetzt  ist. 

Für  die  Integration  dieser  Gleichungen  verweisen  wir  auf  $  249,  2. 

Eff  S 

Dadorta'  =  -^,  so  ist  in  den  gefundenen  Resultaten  —  zu  schreiben 

statt  E. 

5.  Von  den  äusseren  Kräften  kann  bei  den  Untersuchungen 
über  die  Schwingungen  abgesehen  werden.*) 

Die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  eines  elastischen  Körpers  sind 
nach  §64,  1.: 

-aT-  +  -af +  -az^+^  =  °^-5F' 
aT„  .  öTy.  ,  0N3  .  „    ^av 


*)  Glebsch  a.  a.  0.  §  14. 
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Die  Kräfte  N  und  T,  so  wie  die  auf  die  Oberfläche  wirkenden  Kräfte 
P  cos  TT,  P  cos  X,  P  cos  ^  (S  64,  1.,  S.  3)  sind  im  Allgemeinen  Functionen 
der  Coordinaten  des  Angriffspunktes,  also  während  der  Bewegung  Ton 
X  +  u,  y  +  y^  z  +  w.  Da  aber  nach  unserer  Annahme  u,  v,  w  sehr  kleine 
Grössen  sind,  so  können  wir  dieselben  gegen  x,  y,  z  vernachlässigen  und 
sagen,  die  Kräfte  sind  Functionen  der  Coordinaten  des  Angri£Espunktes  in 
der  Ruhelage  und  vorausgesetzt,  dass  diese  Kräfte  nicht  auch  mit  der  Zeit 
veränderlich  sind,  bleiben  sie  also  nur  Functionen  von  x,  y,  z.  Seien  nun 
u',  v',  V  die  Verschiebungen  des  Angriffspunktes,  die  diese  Kräfte  hervor- 
bringen bis  voUständiges  Gleichgewicht  zwischen  ihnen  hergestellt  ist,  und 
seien  die  betreffenden  Spannungen  dann  mit  einem  Accent  bezeichnet,  so 
gilt  nach  §  64: 

o-'-S^  +  t  +  f^-^^- 

und  an  der  Oberfläche 

N/  cos  p  +  Tiy  cos  q  if*  Tii  cos  r  ■=  P  cos  tt, 
Tiy  cos  p  +  N/  cos  q  +  Ty«  cos  r  =  P  cos  x, 
TJx  cos  p  +  Tiy  cos  q  +  N,'  cos  r  =  P  cos  q. 
Setzt  man  nun  für  die  Bewegungen  des  Körpers  unter  dem  Einfluss 
derselben  Kräfte  u  =  u'  +  u'',  v  *=  v' + v'',  w  ==  w' + w",  wo  u'',  v'',  w'^ 
die  Bewegungen  von  der  Gleichgewichtslage  aus  bedeuten,  so  ist 
N.  =  N/  +  N/',      N,  =  N/  +  N/',      N,  =  N/  +  N,^ 
Ty,— T'y,  +  T'^      T„— Ti,  +  Tii,      Ty.  =  TJ.  +  ry;. 
Es  bleibt  dann  mit  Rücksicht  auf  die  soeben  aufgestellten  Gleichungen 
nur  übrig: 

a«u"  öN/'  .  dr'  .  öT'/x 
'""ät^="5r  +  "ay-"^'öz~' 

d'y"  dr'  .  öN/'  ,  ar/y 
"^'at«-=-5r  +  Ty-  +  -öz"' 

a»w'  öTi'x  ^öt;;  .  W 
"""a?" — öT  +  ~a7"^  öz 

und  an  der  Grenze 

N/'  cos  p  +  Ti'v  cos  q  +  TJ',  cos  r  =  0, 
Ti'y  cos  p  +  N/'  cos  q  +  Tj;  cos  r  =  0, 
T'x'x  cos  p  +  T;;  cos  q  +  N3"  cos  r  =  0. 
Dies  sind  aber  dieselben  Gleichungen,  welche  man  für  die  Schwingun- 
gen um  die  ursprüngliche  Lage  x,  y,  z  erhalten  würde,  wenn  weder  auf  das 
Innere,  noch  auf  das  Aeussere  überhaupt  Kräfte  wirkten.   Es  gilt  demnach 
der  Satz : 
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Die  Schwingungen  eines  äusseren  Kräften  unterworfenen  Körpers  um 
die  diesen  Kräften  entsprechende  Gleichgewichtslage  sind  genau  identisch 
mit  den  Schwingungen,  welche  der  Körper  um  seine  natttrUche  Lage  aus- 
führt, wenn  gar  keine  Kräfte  von  aussen  her  auf  ihn  wirken. 


Transversale  Sohwingnngen  der  Stabe.   (§  247.) 
1«   Aufstellung  der  allgemeinen  Gleichungen.*) 

Wir  müssen  zurück  zu  den  Gleichungen  von  §  245,  da  aber  die 
Schwingungen  stattfinden  nur  in  Folge  der  Elasticität  und  Trägheit,  so 
müssen  wir  in  den  dort  aufgestellten  Gleichungen  S  s«  0  setzen.  Demnach 
ist  statt  der  benutzten  Gleichungen  zu  setzen,  da  aus  demselben  Grunde 
wie  dort  die  Transversalschwingungen  nur  nach  einer  Richtung  zu  be- 
trachten sind : 

„   ,^d*n  G     a*u   .    G     ,,    d*u  , 

Deren  allgemeines  Integral  ist 

U  =  2  ("n  COS  Xn  t  -(-  uj  siu  Xb  t), 

WO  die  Bedeutung  der  darin  enthaltenen  Grössen  dieselbe  ist  wie  §  245. 
Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  Einzelschwingungen,  für  die  ist 

u  «s  Ua  cos  Xo  t 
Wird  dieses  in  die  Differentialgleichung  eingeführt,  so  ergiebt  sich 

mithin  „  «n« 

mit  der  Bedingung 

.    Eqr aS  =  —  qxj q^xJaS  oder 


„._       Gx2    .   |/Gx2    ,    /Gx2Y 


Diese  Gleichung  giebt  filr  aj  nur  unter  gewissen  Bedingungen  absolut 
gleiche  Werthe  (4.),  es  ist  demnach  wie  §  245: 

u„  =  An  cos  ßz  +  Bo  sin  /^  -|-  Cn  e'^^-  D„  e""  "*. 
Zur  Bestimmung  der  darin  enthaltenen  Constanten  sind  nun  weitere 
Bedingungen  vorhanden,  die  sich  auf  die  Endpunkte  der  schwingenden 
Stäbe  beziehen.    Wir  können  in  Bezug  darauf  6  verschiedene  Fälle  unter- 
scheiden : 


*)  A.  Seebeck  a.  a.  0. 
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1)  ein  Ende  eingekteiiiint,  das  andere  firei, 

2)  beide  Enden  frei, 

3)  beide  Enden  eingeklemmt^ 

4)  ein  Ende  angestemml,  das  andere  frei, 

5)  ein  Ende  angestemmt,  das  andere  firei, 

6)  beide  Enden  angestemmt 

1)  Ist  ein  Ende  fest  eingeklemmt,  so  ist  daselbst  u  a-B  0  und  ^  «s  o. 

2)  Fttr  ein  freies  Ende  ist,  da  dann  an  diesem  weder  eine  Kraft,  noch 

ein  Kraftmoment  wirkt,  -x-i  =«  0,     -^-,  =  0. 
dz*  dz' 

3)  FOr  ein  gegen  ein  festes  Widerlager  angestemmtes  Ende  ist  u  "»  0 

und  da  der  Stab  sich  um  dieses  Ende  hebelartig  drehen  kann,  so  muss  da- 

3*u 
selbst  das  Drehungsmoment  verschwinden,  also  -^  a»  0  sein. 

Die  hier  angegebenen  Bedingungen  geben  endlich  die  folgenden 
Gleichungen : 
z  —  O,        u  — 0  — A  +  C  +  D,  (1.) 

^  =  0  — /JB  +  oC  — oD,  (2.) 

^,«0 /J«A  +  aC  +  a»D,  (3.) 

^,=0 /J»B  +  a»C-o»D,  (4.) 

E-.1,        u  =  0  =  Aco8/Jl  +  B8iii/Jl4-Cc"'+De~'^,  (5.) 

1^  =  0  = — /JA  siu  ß+ßB  co8/?l+aCe"'— oDe""^,  (6.) 

-^  _=  0  —  — /»«Acos/Jl— /PB8in/Sl+o*Ce"'+a'De~"^,  (7.) 

,   ^  —  0  — /»»A  8in  ßl  —  ß*h  C08  ßl+a^Ce^—t^üfT'^,  (8.) 

Aus  (1.)  und  (2.)  ergiebt  sich  dann,  indem  die  erste  mit  a  multiplicirt 
wird  und  mit  der  (2.)  durch  Addition  und  Subtraction  verbunden  wird: 
aA+/JB  =  — 2a(;  (1*) 

«A  — /?B  =  — 2aD.  (2*) 

Aus  (3.)  und  (4.)  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  D  und  C: 

a/J»A  +  /S»B  =  2o»C,  (3*) 

c/J*A  — /S'B  =  2o'D.  (4*) 

8.   Ein  Ende  ist  fest  eingeklemmt,  das  andere  frei. 

Die  zu  erfallenden  Gleichungen  sind  (1.),  (2.),  (7.),  (8.)-  Wird  (7.)  mit 
a  multipUcirt,  dann  mit  (8.)  durch  Addition  und  Subtraction  verbunden,  so 
folgt  mit  Berücksichtigung  von  (1*)  und  (2*): 
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A  i—aß'cwßl+ß^siußl—^t'e^)  —  B  («/p8in/Jl+/J'cog/?l+a«/Je"0, 

B(a/?*8in/?l— /J»cos/?l— a*/?c""*^)=«A(— a/9*C08/Jl— /?8in/?l— a'e""*^). 
Diese  Gleichungen  geben  dann  miteinander  multiplicirt  und  durch  AB/? 
dividirt: 

[ß*(ß  ün  ßl  —  acos  ßl)—<x^'^]  [» (a  sin /Jl  — /?  cos /M)  —  «»e""'*^]  »= 

[—ß^{acosß\+ßünß\)  —  a^e'"^]  [ß (asin  ß  +  ß  cos  ß)  +  c^e^]. 

Sei  nun  E  gross  und  X*  klein,  so  dass  man  (oV^)  K%®<^    h    ?t 

vernachlässigen  kann,  oder  anders  ausgedrOckI  sei  das  Moment  der  TrJ(g- 
heitskräfte  gering,  so  ist  a  «:/?  und  die  obige  Gleichung  reducirt  sich  auf 

^  ~  r  Eil«  ""^  *'^^'' ''" "  r  ^  '^'         ^""-^ 

Dies  bezieht  sich  auf  dea  in  §  245,  2.  ausgeschlossenen  Fall. 

Die  Wurzehi  dieser  Gleichung,  d.  h.  die  Werthe  /91,  welche  derselben 
Genüge  leisten,  können,  da  der  cos  negativ  ist,  nur  im  2.,  3.,  6.,  7., . . . 
Quadranten  hegen.  Man  kann  nun  ßl  wie  folgt  näherungsweise  berechnen. 

Die  Gleichung  (a.)  lässt  sich  umformen  in : 

^ßl^^-^ßl   ^/=1^  -/Jl,/=1 


—  1  = 


2  2 


1.2.3.4  "^1.2... .8'  1.2. .12  "*"••• 
Diese  Reibe  oni vergilt,  wenn  ß\  im  zweiten  oder  auch  im  dritte« 
Quadranten  hegt,  so  schnell,  dass  man  die  Gheder,  welche  die  12^*  und 
höhere  Potenzen  von  ß\  enthalten,  zunächst  vernachlässigep  kann.  Diese 
Vernachlässigung  giebt  ab  ersten  Werth  ßl  =«  1,8752.  Dieses  Resultat 
kann  man  in  (b.)  einsetzen  und  ein  genaueres  ßl  berechnen.  Durch  Be- 
nutzung dieses  genaueren  Resultates  kann  man  wieder  eine  grössere  An- 
näherung berechnen  u.  s.  f.  Man  erhält  dann  ßl  =  1,87510  =»  0,59686  tt. 

Für  die  höheren  Töne,  den  zweiten  mit  eingeschlossen,  wird  e    ^   und  da- 

2  i i 

her  cos  ßl  so  klein ,  dass  ßl  wenig  von  — - —  7t  verschieden  wird ,  dieser 

erste  Werth  giebt  dann  mit  (b.)  genauere  Werthe.  Es  möge  €i  tt  die  i**  Wurzel 
der  Gleichung  (a.)  bezeichnen,  dann  ist: 

€,=0,59686,  «,=  1,49418,  €,=2,50025,  €,= 3,49999,  ...ei  —  ^^^. 

Nach  Einsetzung  dieses  Werthes  in  (c.)  erhält  man  endlich: 

,,_?L^^l/e. 

Xn—      i^      y       Q 
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dafür 


Ftlr  ein  Rechteck  ist  X*  =mr  —  und  für  einen  Kreis  jl'  rs  --.  mithin 

""      p   r  G12'     ""     2P  r'G* 

Fttr  den  Gnindton  ist  also  die  Schwingungszahl 

€^rhJ/T^  n-^' 1/^-0277  il|/I« 

"      p  r  G.12'      °     4P  r  G  ""'^^^  p  r  G  • 

Vom  zweiten  Ton  an  können  wir  demnach  die  Schwingungszahlen  an- 

/2i— IV 
nfthemd  setzen  proportional  ( — ^ — ) »  ^^  wie  9  :  25 :  49 :  81. 

Die  Untersuchung  der  Gestalt  des  schwingenden  Stabes  giebt  die  Lage 
der  Knoten  und  Bäuche.  Es  handelt  sich  also  um  die  Bestimmung  des  von  z 
abhängigen  Factors  des  Integrals,  der  nach  unserer  speciellen  Annahme  ist 

u„  =-:  A  cos  /Jz  4-  B  sin  /te  4-  C  e^  +  D  e""  '^, 
mit  den  Bedingungsgleichungen 

0-A  +  C  +  D  A  +  B--2C. 

0  — B  +  C  — D  A  — B— —  2D, 

0  =-  —  A  cos  /?1  —  B  sin  /?I4-Ce'^*+  De""^, 
0  =-  A  sin  /?1  —  B  cos  /?1+Ce^  —  De""^\ 
2 


Nun  ist 
demnach 


"^^^ — Ä^T^' 


e 


0l_    —ß\ 


WO  das  obere  Zeichen  fttr  die  geraden,  das  untere  fttr  die  ungeraden  Werthe 
von  i  gilt. 

Durch  Addition  und  Subtraction  der  letzten  beiden  Gleichungen  er- 
halten wir: 

0  =  —  (A  H-  B)  cos  /91  +  (A  —  B)  sin  /JI  +  2  C  ef\ 

0  =  —  (A  — B)  cos  /?1  — (A  +  B)  sin  ß\  +  2De~'*l 
Daraus  mit  Hülfe  der  obigen  Werthe 

0  =  2  C  cos  /?1  —  2  D  sin  /?1  +  2  C  e^, 

0  =  2Dcos/?l+2Csin/?l  +  2De""'*^ 
Aus  einer  der  letzten  beiden  Gleichungen  folgt  mit  Benutzung  der 
oben  gefundenen  Werthe  von  cos  ßl  und  sin  ß\ : 

C  =  +  De~'^^ 
Aus  den  obigen  Gleichungen  für  A  +  B  und  A  —  B  findet  man  dann 

A  =  — (C  +  D)  =  — D(l+e~'^Oi 
B  =  _(C  — D)  =  D(l+e"''^0- 
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So  ergiebt  sich  endlich : 

Die  Lage  der  Knotenpunkte  ist  dann  bestinimt  durch  Uq  a  Ow   Diese 
Gleichung  wird,  wenn  man  setzt 

(J  =  +  e-^(^-'U e- ^+  e^^^  (sin  /Stz  +  cos  ßz),         (d.) 
sin  ßz  —  cos  /^z  =  d, 
oder 

8}o(/?2-j)  =  d4l/2.  (e.) 

Nun  ist  für  alle  Tdne  mit  Ausnahme  des  Grundtones,  welker  keinen 

Knoten  giebt,  e^^  sehr  klein,  ancfa  ist  für  höhere  TOne  und  solche  Knoten, 

welche  den  Enden  nicht  sehr  nahe  hegen,  e"^  "^  und  e^^  noch  so 
klein,  dass  ö  einen  kleinen  Werth  erhält,  mithin  ist  nach  (e.)  für  den  2^^ ,  3>«*» 

.fc-ic^"  Knoten  ßz  —  —  wenig  tob  tc,  2  fj, (x  —  1)  ^  verschiedeo, 

4  X  —  3 
also  ß%  se  — - —  n.  Setjst  man  diese  erste  Näherung  in  die  Gleichung  (d.) 

ein,  so  erhält  man  einen  Werth  von  d^  mit  dem  ßz  aus  (e.)  genauer  berech- 
net werden  kann  u.  s.  f. 

Um  den  Knoten  zu  finden,  welcher  dem  freien  Ende  zunächst  liegte 

für  den  1  —  z  sehr  klein  ist,  setze  man  zunächst  ^ape""  ,  dann  er-> 
hält  man 

0  =-»  e""'^—  sin  /?z  -j-eos  ßZj 

woraus  man ,  wenn  e""    ,  sin  ßz  und  cos  ßz  in  Reihen  entwickelt  werden, 

erkennt,  dass  ßz  nahezu  »=  1,  ungefähr  1,04  ist.  Mit  diesem  TFerthe  ist  dann 

wie  oben  eine  grössere  Näherung  vorzunehmen. 

Auf  diese  Weise  hat  Seebeck  folgende  Entfernungen  der  Knoten  vom 

freien  Ende  berechnet,  die  Länge  des  Stabes  als  Einheit  genommen: 

lt«r  Knoten  2t«r  Knoten  ««er  Knoten  vorletzter  Knoten   letster  Knoten. 

Iw'Ton.  0, 

2»*'Ton.  0,2261, 

S'^'Ton.  0,1321,  0,4999, 

4«*'Ton.  0,0944,  0,3558,  0,6439, 

•lerT      h^^    4,9820    9,0007    4x— S    4i— 10,9998    41—7,0175 
'     ^'^''•4i-2'  4i  — 2'  4i— 2'  4i— 2'        4i  — 2     '       41  —  2* 

Die  Bäuche  erhält  man,  wenn  man  -p—  —  0  setzt.  Dies  giebt  eine  der 

obigen  analoge  Gleichung,  wo  dann  das  d  stets  so  klein  ist,  dass  eine 
Näherungsrechnung  unnöthig  wird.  Für  den  x^°  Bauch  erhält  man  an- 
genähert 

Äz  — i^i^  TT  nnd  daher  für  den  i»««  Ton  4 ''^  t  ^  ~i^- 
4  1         4i — z 

Klein,  Theorie  der  ElMticItii  etc.  13 
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3«    Beide  Enden  sind  frei. 

Die  zu  erfüllenden  Gleichungen  sind  dann  in  2.,  (3.))  (4.)i  (7.)  and 
(8.)-    Die  Elimination  von  A,  B,  C,  D  giebt  hier: 

[«/?  cos  /?1  —  /?  sin  ßl  —  aß^"^]  [— /P  cos  ßl+aß"  sin  ßl+ß'e^'^]  =« 

[— /J*  cos /Jl — a/?*  sin /?1 + /9»e"^]  [— o/?*  cos /91  — /?  sin /fl + a/Pe"~  *^ J . 
Setzt  man  hier  dieselbe  Vereinfachung,  a  «=  /?,  wie  oben,  so  ist 

Da  nun  cos  ß\  posiÜT  ist,  so  mQssen  die  Werthe  Ton  /Jl  im  1»^,  4**,  5^, 

9^^**.  • .  Quadranten  hegen.  Dem  ersten  Quadranten  gehört  der  Werth  ^1  »->  0» 

der  keine  Schwingung  giebt.    Die  erste  geltende  Wurzel  hegt  im  vierten 

0[  2  i-l-1 

Quadranten,  so  dass  er    ziemUch  gross  ist  und  ß\  angenähert  — ~—  n  fdr 

deo  i^  Ton  wird.  Mit  diesem  ersten  Näherangswerth  rechnet  man  wie  obea . 
weiter  und  erhält  dann  mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnung : 

€,  — 1,50562,^  «,  —  2,49975,    e,  —  3,50001 . . .  €i  —  —f^ . 


Mithin 


6*/^  l/EgA« 


Für  den  Grundton  ist  mithin  die  Schwingungszahl  bei  einem  kreis* 
ftmigenQuerschaitt:      ^_,,,^^y^,^ 

Die  Rechnung  zum  Auffinden  der  Schwingungsknoten  kommt  auf  das- 
selbe hinaus  wie  oben,  aber  weil  hier  ßl  einen  anderen  Werth  hat,  so  muss 
die  Lage  der  Knoten  eine  andere  werden.  Die  Lage  der  Knoten  für  die 
eine  Hälfte  des  Stabes  ist  nach  der  oben  angegebenen  Art  von  Seebeck  be- 

rechnet  worden. 

Itft»  Knoten      2t«r  Knoten     3ter  Knoten      ^ter  Knoten 

l»»Ton.  0,2242, 

2««' Ton.   0,1321,  0,5000, 

3^«' Ton.  0,0944,  0,3558, 

1,3222  4,9820    9,0007    4x— 3 


i*«'  Ton. 


Die 


•4iH-2'        4i+2'        4i+2'         4i+2  ' 

ÖUn 


ie  Lage  der  Bäuche  erhalten  wir  aus  -^  ^»  0  und  also  angenähert 

für  den  x'«»  Bauch  des  i'^  Tones  4^  —  iii-Ili. 

1       4  1  +  2 

4.    Beide  Enden  eingeklemmt. 

Die  zu  erfüllenden  Gleichungen  sind  in  2.  (1.),  (2.),  (5.)  und  (6.).  Bei 
derselben  Annäherung  wie  oben  haben  wir  auch  dieselben  Gleichungen, 
also  auch  dieselbe  Tonreihe.  Die  Knoten  entsprechen  den  Bäuchen  der 
vorigen  Untersuchung  und  umgekehrt 
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Die  hier  gefundenen  Werthe  können  aber  nur  eine  schwache  Näherung 
enthalten ,  denn  bei  dieser  Art  der  Befestigung  muss  stets  eine  Spannung 
eintreten.  Es  i&t  klar,  dass  dieser  FaU  hier  ganz  derselbe  ist,  als  der  auf  den 
man  oben  §  245,  2.  kommt,  wenn  andere  Endbedingungen  gegeben  sind. 

Ein  Ende  frei,  das  andere  angestemmt 

Die  zu  erfdüenden  Gleichungen  sind,  wenn  das  angestemmte  Ende  der 
Anfang  ist,  2.  (1.),  (3.),  (7.),  (8.). 

Die  Gleichungen  (1.),  (3.)  geben  bei  der  S.  191  vorausgesetzten  Nähe« 
rung,  a^^ß,  A  =^  0  und  C  =  —  D. 

Werden  dann  (7.)  und  (8.)  erst  subtrahirt,  dann  addirt  und  dann  wieder 
diese  erhaltenen  Gleichungen  addirt  und  subtrahirt,  so  eriiält  man: 

—  2Bsin/?l  =  2C(e'^— e"""^), 

—  2Bcos/?l  — 2C(e'^+e"""^) 


und  daraus 


mithin 


tg/?l: 

sin  2  /?1  - 


Ol  — tfl 

e    — e 
e    +e 

■■^2ßl_^-2ßr 


Dies  ist  derselbe  Werth,  wie  unter  2.,  nur  steht  hier  21  statt  des 
dortigen  1  und  ein  Vorzeichen  ist  weggefaDen.  Es  werden  die  hier  ent- 
stehenden Tone  dieselbe  Hohe  haben,  wie  die  geraden  Töne  eines  doppelt 
so  langen  Stabes,  der  an  beiden  Enden  frei  ist,  und  die  Gestalt  des  Stabes 
ist  die  nämUche,  wie  die  jeder  Hälfte  dieses  längeren  Stad)e8. 

Ein  Ende  eingeklemmt,  das  andere  angestemmt. 

Dies  giebt  dieselben  Gleichungen,  wie  vortiin.  Denkt  man  sich  einen 
doppelt  so  langen  Stab  an  beiden  Enden  eingeklemmt  und  an  ihm  die 
Schwingungen  mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  Knoten  erzeugt,  so  giebt 
dieses  die  nämlichen  Töne  und  es  hat  jede  Hälfte*  desselben  die  nämliche 
Gestalt,  wie  der  ganze  Stab  im  vorliegenden  FaUe. 


5«    Beide  Enden  angestemmt 

Hier  gelten  dieselben  Gleichungen  wie  §  245,  wenn  dort  gesetzt  ist 
S  :=  0  unter  Voraussetzung  der  hier  aberall  vorgenommenen  Vernach- 
lässigungen, oder  wenn  die  in  §  245,  2.  angegebene  Bedingung  für  S  er- 
füllt ist  Dieser  Fall  führt  also  zu  folgenden  Gleichungen,  da  aus  2.  die 
Bedingungen  (1.),  (3.),  (5.),  (7,)  gelten: 

0-=A-HC  +  D,  (a.) 

0=-  — A-f-C  +  D,  0^0 

13* 
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0  =  A  cos  /91  +  B  sin  /fl  +  Cc'^H-  Dc""^\  (y.) 

0  =  —  Acos/Jl  —  Bsin/Jl  +  Ce^+D  e""'*.  (d.) 

Aus  (a.)  und  (ß.)  folgt  A  -=  0,  C  —  —  D  und  damit  aus  (y.)  und  (d.) 

C(/I_e-^V0. 

Da  nun  hier  der  zweite  Factor  nur  dann  Tersehwindet-,  wenn  /H  =  0 
ieiy  und  dieser  Werth  hier  nicht  in  Betracht  konunt,  so  muss  G  *«  0  sein 
und  man  behält  nur  0  »» B  sin  /?!,  nun  kann  aber  B  nicht  »» 0  sein,  weil 
sonst  i^  stets  — «  0  würe,  es  ist  also  

sin  /?1  =  0,  also  /JI  —  tt,  2  7r, . ..  i^r,     Xi,=«  1/  -^ p- 

und  die  Gestalt  des  schwingenden  Stabes 

Uo«»B  sin  y  z. 


Traniversale  Sohwingungen  der  Platten  und  Membrane.  (§  248.) 
!•   Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen.*) 

Wir  gehen  zurück  zur  Gleichgewichtsgleichung  einer  Platte  von  geringer 
Dicke,  also  zum  Anhang  II.  zu  §  74  B.  und  fügen  zu  den  Kräften,  welche  auf 
das  binere  wirken,  nach  dem  D'Alembert'schen  Princip  die  Trägbeitskräfte 
hinzu.  Wenn  wir  denmach  die  dort  angegebenen  Bezoebnungen  bdbe- 
balten,  also  i',  f,  z'  die  Rauiaeoordinaten  des  ElenM&tes  dadbdz  sind  «nd 
G  das  Gewicht  der  Volumenrinhat  bezeichnet,  so  sind  die  Trägheitskr&fte 
in  jedem  Elemente: 

^^^'aaua  Gay,...  G^u^i^j 

--^^,dadbdz,      --^dadbdz,      ---.^dadbdz. 

An  die  Stelle  Ton  A',  B^,  C,  A'',  B'',  G"  S.  123  treten  denmach  jetzt 

^'-i/ö^^     »-W^^'     ^-lya?^' 

^-i/^^^'  »"i/s-^^'  ^-jjw^^ 

wo  die  Integrale  über  die  ganze  Dicke  der  Platte,  also  von  —  -  bis  -f-  jr 

auszudehnen  sind« 

Nach  S.  97  (b.)  erhalten  nun  die  Coordinaten  des  betrachteten  Ele- 
mentes x',  /,  z',  wenn  ^,17,  ^  die  Coordinaten  des  ihm  entsprechenden 
Punktes  der  Mittelfläche  nach  der  Verschiebung  bedeuten,  also  x  »>  y  »:  0 
gesetzt  ist,  und  mit  Vernachlässigung  der  Grössen  höherer  Ordnung  folgende 
Werthe:  x'  — g+oz,      y'  — i;-j-/Jz,      z'  — f  +  yz. 


*)  Glebsch  a.  a.  0.  §  77  ff. 
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Dadurch  werden  die  obigen  Ausdrücke  der  Kräfte  nach  Ausführung 
der  Integration : 

Gh  a»i  Gh  £2  Gh  d'^ 

*""l2g"5?'  12g"5F'         ^       12g*  öt»* 

Diese  Grossen  nun  in  (r)  und  (t')  S.  124  und  125  eingesetzt  würden 
die  a%eiBeinen  Bewegungsgleichungen  einer  Platte  geben. 

Wir  haben  es  hier  aber  nur  mit  kleinen  Transversalschwingungen  zu 
thun,  benutzen  also  die  Gleichung  (B*)  mit  den  Grenzbedingungen  aus  (B.) 
S.  131  und  132.   Ausserdem  setzen  wir  eben  deshalb  S.  129  und  130: 


Die  hier  zu  betrachtenden  Kräfte  nehmen  dann  folgende  Form  an : 

^        g'W        *  ^12g*aaöt«'        "  ^12g'5b^- 

dA."       dB" 
Es  ist  demnach  zu  G  +  -^ — \-  -tjj-  in  (B*) 

Gh  d»/      vfd^^    d*C\\ 
~  T'^'V  ~ii\^*     5bV  / 

und  zu  A"  cos  p  +  B"  sin  p  der  Grenzbedingung 

Gh»  a»  rac       ,  ^c  .    i 
i2i-5r»L5^"''P-^äb""pJ 

binzuzuAlgen. 

2*    Klangfiguren  einer  kreisförmigen  freien  Platte. 

Die  in  allen  Punkten  der  Scheibe  zu  erfüllende  Gleichung  ist  also  nach 
1.,  weil  hier  von  äusseren  Kräften,  die  auf  das  Innere  oder  auf  den  Rand 
wirken,  abzusehen  ist,  (B*)  S.  132: 

^^+^^?^«  "^  "5^"         EFi      at«L^  ~  12  [^'^^y^ ' 

Die  Grenzbedingungen  sind  (B.)  S.  131 

+  (S+sS^)  -^««p+dl+aFi?)  ^*°  p 
-     Eg     gr»(g^^'>^p+gb^"'pj- 

Diese  Gleichungen  yereinfachen  sich  wesentlich  durch  Einführung  von 
Polarcoordinaten.  Der  Mittelpunkt  der  Scheibe  sei  der  Anfangspunkt,  r  und 
'9'  die  laufenden  Coordinaten,  R  der  RadiiK  der  Scheibe. 
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Es  ist  also  a  =  r  cos  ^,  b  *»  r  sin  ^  und  für  die  Grenxe  ist  p  =  ^. 
Nach  den  bekannten  Formeln: 

^__.cos^-^:^sin^,     ^»^sind  +  ^:^cos^ 

erhalt  man 

+  7g^co8^sin^, 


(g?+gp)_< 


_^cos«^§, 


-■pg^8m^. 


_U[+I^_! 


-^ ^su.*-- j5g^8.n;»  +  -gp8m^-p5^8m* 

+  pg^co8j^. 

5^    2^a»?_  1  a«?    j_a? 
a«/2a»c    aar    4|\.  j.a'c 

■^a^Vr»^       1-5?"*"  r'j'^r'SJ" 
Werden  nun  diese  Wertbe  oben  eingesetzt  und  in  der  Grenzbedingung 
^  statt  p  geschrieben,  so  reduciren  sich  die  zu  erfttllenden  Gleichungen  auf 

5?"^  r  ar»       r«5?"^  r'ar"'"5^\r»5?       T*'5r'^r*) 

"•"1^5^*""      e'5t?|^      12\,5?"^  r5r"^r»a^/J 
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für  aDe  Punkte  der  Platte  und  am  Rand 

dr\5P^  r  drJ^dd^X    r«     ör  r*    V~12c*'at^ 

Effh* 

wobei  der  Ktlrze  wegen  c*  =«    ^^^   .f tt-  gesetzt  worden  ist 

12G.(1  —  fi) 

Da  es  sich  hier  wiederum  um  Schwingungen  handelt,  so  muss  sich  ^ 
darstellen  lassen  durch  eine  Reihe  geordnet  nach  den  Grössen  cos  xt  und 
sin  xt,  die  multiplicirt  werden  mit  Functionen  der  Coordinaten  r  und  ^. 
Die  Form  der  Gleichungen  (a.)  aber  zeigt,  dass  diese  Functionen  sich 
wiederum  darstellen  lassen  in  Reihen  geordnet  nach  den  cos  und  sin  von 
m^,  wo  m  alle  Zahlen  von  0  bis  oo  bedeuten  kann,  multipUcirt  mit  CoefB- 
cienten,  die  nun  nur  noch  r  enthalten.  Wir  können  also  setzen 

f  *—  2    2  f^""  ^^^  °^^  ^^^  *™°  ^  "^  '*™"  ®^°  "**  ^^^  ^"°  ^ 

-|-  Cbd  cos  m^  sin  Xmn  t  +  Dgui  sin  m^  sin  Xmo  t], 
wo  die  A,  B,  C,  D  Functionen  von  r  sind.  Da  nun,  wenn  dieser  Werth  in 
(a.)  eingesetzt  wird,  alle  diese  Functionen  bei  gleichem  Indexpaar  dieselbe 
Form  annehmen,  so  müssen  die  Amot  Bmn«  C^n>  Dma  dieselbe  Function  von 
r  sein,  nur  multiplicirt  mit  verschiedeneB  wülktlrlichen  Constanten,  die  mit 
^9  ßt  yj  ^  bezeichnet  werden  mögen,  während  Anm  die  unbekannte  Function 
sei,  so  dass  also  ist 

^=^22^ian  \ctmü  COS  m^  COS  Xmn  t  +  /?mo  siu  m^  COS  Xmn  t 
+  ^rnn  COS  m^  sin  Xmn  t  +  imxf  sin  m^  sin  Xmn  t]. 

Setzen  wir  nun  den  Werth  in  (a.)  ein,  um  das  R  zu  besthnmen,  so  er- 
halten vrir: 

^R«n  ,    2  a^Rmn      l+2m^a^Rmn  .  l+2m»  gRmn  ,  m*— 4m«  ^ 
"5P"  +  T""5?  ?       9?»  ■*■""?        5r+~1P      *^-^ 

Xj,„r^  h»/a«Rm^       ÖRmn        m^Rmn\1  ,. 

und  an  der  Grenze  für  r  »s  R 

'-^+''(t%=-?»")-»-  « 

a/3'R«n_LlÖRmn\  ,/2— jUÖRmn        3— jU  ^      \  h*xin3R«n 

5^V"^F"+7"^j~°'  y  r«    ör   ~  IT  *^"V^ l2F"5r- 

Um  aus  diesen  Differentialgleichungen  Rmn  zu  bestimmen,  denken  wir 
diese  unbekannte  Function  als  eine  Reihe,  die  geordnet  ist  nach  Potenzen 
von  r,  also 

R„„  =  cr*  +  c,r*'»"^  +  c,r'"*"*  +  ... 
Dass  man  diese  Reihe  nach  nur  geraden  Potenzen  fortschreiten  lässt, 
rechtfertigt  der  Erfolg.    Führt  man  diese  Reihe  in  die  erste  Gleichung  ein, 
so  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen 
von  r  nach  passender  Transformation : 
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(i«  —  m*)  [(i  —  2)*  —  m«]  c  -=  0, 


Xann  II 


[(i+2)»-m»]  (i«-m«)  c. ^  (i«-m»)  c, 

[(i+4)»-in»J  [(i+2)«-in»]c. "f^  [(i+2)»-  m»]  c.+  ^  c, 

[(i+6)«_n,»J  [(i+4)»-in*]c, "^^  [(i+4)'-m»]  c,4-  ~  c., 

[(i+8)«-in«][(i+6)'-in'Jc.-.-^*[(i+6)«-iii»]c,+  ''j5c.. 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  der  Exponent  i 
nur  sein  kannm,  — m,  m  +  2,  — ni  +  2,  von  denen  die  Reiben  littr 
iasm4-2,  —  m-f-2  nach  der  Art  derselben  durch  Combinationen  aus 
denen  für  i :»  m  und  >=  —  m  ableitbar  sind^.  Ausserdem  aber  enthält  die 
Combination  der  so  entstandenen  Reihen  4  Constante;  denn  für  i  =  m  und 
i  s:  —  m  wird  die  zweite  Gleichung  identisch,  also  bleibt  für  jede  c  und  c, 
willkürlich. 

Es  ergiebt  sich  weiter,  dass  der  Werth  i  ■«  —  m  unstatthaft  ist;  denn 
in  der  Reihe  kann  r,  da  r  »«  0  ein  Punkt  der  Seheibe  ist,  nicht  im  Nenner 
torkonmien.  Seist  man  nun  i  ==  m,  so  erscheinen  alle  obigen  Gleichongen 
unter  der  Form 

0  —  1 6  (a  —  1 )  a  («  +  a  —  1 )  (m  +  a)  Ca 

.  xg>nh*(ni  +  a— t)(a— 1)^  xi„^ 

+ 5^i ca^i  -  ,^v  <^-»- 

Setzt  man 

W 

^•"l,2.3.-.a(m-M(m4-2)..,(m+a)' 
-so  verwandeia  sich  di9  allgemeinen  Formen  aller  obigen  Gleichongen  in  die 
eine,  die  zur  Bestimmung  von  (  dient : 

^   3e*  c* 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt; 


96c*   -f   16c*  "^V  96"c*7  • 
Man  setze 

V  Xmnh      ,    I  /  Xmn     t    /  Xmn  h  \^ 

welches  stets  positiv  ist,  und  

Ü"  Xmpn    I  /  Xmn     ,    /  Xmn  h  \ 

"°"*    96c*        r   16c* "*"V  96c'  )  ' 
welches  stets  negativ  ist.  ^ 

Der  allgemeinste  Werth  von  c«  setzt  sich  mithin  aus  zwei  Theilen  zu* 
sanmien  mit  zwei  willkürlichen  Constanten  A  und  B,  so  dass  wir  also 
schreiben  können : 

Amn  *^mp  "T"  "mp  Pma 

1.2.3...a(m  +  l)(m+2)...(m  +  a)* 
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Es  ist  mithin  der  allgemeinste  hier  anwendbare  Werth  von  Rmn  : 

Rmn  =-=  Amn  ^m  (r  j/B^)  +  B„,„  (fm  (r  \/W^\ 

WO  (p  eine  Reihe  der  folgenden  Form  bedeutet: 

y'^'>  =  "'°(^-i:(i^  +  l-2.(m+l)(n.+2---)       ^''^ 
Dieser  Werth  wird  dann  in  die  Grenzbedingungen  (b.)  eingesetzt.  Die 
erste  liefert  eine  Gleichung  von  der  Form 

0  =  A„nÖ>+BmnS, 

so  dass  man  setzen  kann 

—  Ö>  =  Bn,n,  S'=  +  A„B. 

Benutzt  man  diese  Werthe,  so  erhält  man  endlich  aus  der  zweiten  Gleichung 
(b.)  eine,  die  nur  die  einzige  Unbekannte  Xmn  emtbäk.  Hat  man  daraus 
die  XjDo  berechnet,  so  ist  nun  Rmn  völlig  bekannt  und  demnach  auch  ^  bis 
auf  die  willkürlichen  Constanten  a,  /?,  ;^,  J,  welche  durch  den  Anfangs- 
zustand bestimmt  werden  müssen,  also  durch  Gleichungen  von  folgender 

Form:    für  t-c=  0  ist  C—  f(r,^)  und  £5  =  F(r,^). 

Für  die  Einzelschwingungen  ist  m  eine  bestimmte  Grösse.  Wenn  man 

x' 

nun  diese  gefundene  Gleichung  auflöst,  indem  man  -^  als  die  Unbekannte 

betrachtet,  so  sei  xii,  rii,...  die  Reihe  dieser  Werthe ,  die  nur  noch 
von  h  und  R,  also  von  den  Dimensionen  der  Platte  und  von  der  Etasticität 
wegen  /£  abhängen,  sich  aber  wesentlich  vereinfachen,  wenn  man  die  Glieder 
mit  dem  Factor  h*  vernachlässigt.  Die  Schwingungszahlen  der  Töne,  welche 
die  Scheibe  angeben  kann,  sind  dann : 

Xmn     1      e*Tmi       e^Tmg      t^^mS 

Diese  Werthe  hängen  nach  dem  Obigen  von  h,  R,  m,  f.i  ab.  Für  den  Grundton 
ist  demnach,  wenn  der  Werth  von  c*  S.  199  wieder  eingeführt  wird: 

2n  "*"2  7rj/r2(i_^*)G* 

Diese  Formel  enthält  das  Gesetz  von  §  248  des  Lehrbuchs. 

Um  die  Knotenlinien  zu  finden,  müssen  wii*  jede  Einzelschwingung, 

welche  eintreten  kann,  besonders  betrachten.    Eine  solche  ist  dargestellt 

durch 

^:=sC.Rnin  cos  m^  cos  Xnt  odcr  D.Rmn  sin  m^  sin  Xo  t. 

Wir  müssen  also,  um  die  Ruhepunkte  zu  finden,  setzen : 

Rmn  cos  m^ «=  0  oder  Rmn  sin  m^  ==s  0. 

Daraus  folgt: 

Rmn  =  0,    cos  m*=  0  oder  Rmn  =  0,    sin  m^ S3*i  0, 

also  jedenfalls: 

^       ^       du         2m  —  1         in/i^ä/r        m/c 
^^öT;:»    ^^^" — ^—-~  7t  oder  9==  0,    —,    ■—,.-—, 
2m     2m  2m  mm  m 
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d.  h.  m  verschiedene  Radien,  welche  gleiche  Winkel  gegen  einander  bilden, 
sind  Knotenlinien,  mithin  theili  sich  die  Scheibe  fächerartig  in  mTheile, 
deren  jeder  für  sich  schwingt.  Diese  Knotenlinien  sind  allen  Wurzeln 
^mn  gemeinsam. 

Eine  zweite  Art  von  Knotenlinien  sind  concentrische  Kreise,  deren 
Halbmesser  die  Gleichung  Rmn  "-"  0  bestimmen. 

3.    Schwingungen  einer  kreisförmigen  Membran. 

Zur  Aufstellung  der  Gleichungen  müssen  wir  wieder  zurück  zu  S.  132 

und  dürfen  nun  das  Glied  mit  der  Spannung  nicht  weglassen.    Bezeichnen 

Eh* 
wir  wie  dort  die  Spannung  mit  T  und  setzen  g*  =«  75— — r-jTTp,  so  wird 

12  (1      fi)*- 

mit  Hülfe  der  Transformationsformeln  aus  2.  die  im  Innern  zu  erfüllende 

Gleichung : 

*"       e*  L^'      12  5t'  Var»  ■*"  r  5r  "•"  r«  dyjj 
Die  Grenzbedingungen  werden  auch  anders,  indem  wir  annehmen, 
dass  auf  den  Rand  eine  Spannung  an  der  Mittelfläche  stattfindet,  so  dass 
also  dort  sSnimtliche  Momente  verschwinden.  Es  sind  demnach  die  Grenz- 
bedingungen nach  den  Transformationsformeln  2.: 

Der  Schwingungszustand  ist  wie  vorhin  gegeben  durch: 

^=»  ^^Rmn  (cCmn  COS  m^  COS  Xmn  t  -+■  /?mn  siu  m^  COS  Xma  t 
+  ymn  COS  m^  sin  Xmn  t  +  ^mn  sin  m^  sin  Xmn  t). 

Die  Einführung  dieses  Werthes  in  (f.)  giebt  eine  Bedingung  für  Rmo  : 

a^Rmn    .     2fflRmn        1+2m*a»Rmn        l+2m«aRmn 

"Sr^"*"  r  ""^5?"  r*       "5?""^       r«        "ST 

m*  — 4ra^  1   /ö'Rmn   .    1  öRmn       m«        \ 

Xin  Tp  h»  /^a'Rmn    ,     1   5Rmn        m'RmnM 

-  — |^Rm«-f2l^-5^  +  7-gp p~jj 

undfürr  — R: 

a^Rmn    ,         /l   ÖRmn        ^\     \        a       n 
^|J     "T^  l  7  -gj 73"  **mn  I  =  ü,      «mn  =«  U, 

Setzen  wir  ferner  analog  2.: 

R„„  =  cr«  +  c,ri  +  2  +  c,r»  +  2^ 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  c  durch  Gleichsetzung  der  Coefißcien- 
ten  folgendes  System  von  Gleichungen : 
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0— (i'— m»)[(i— 2)*— m»]c, 
0-[(i+2)«-m«](i«-m«)c.-(i'-m')  (^"  -  1)  c, 

0-[(i+4)«-in»][(i+2)«-in']c.-[(i+2)«-m'](^-i)c._?|!c, 
0«[(i+6)«_m«]  [(i+4)'-m«]c-[(i-H)'-m']  ^"-^)  c -^"c.. 

Diese  Gleichungen  haben  dieselbe  Form  wie  die  der  vorigen  Nummer, 
wir  setzen  demnach 

Rmn  —  Amn  (p  (t  J/BQ  +  B^n  (f^  (r  |/BK^, 

WO  hier  ist  ,-^____^__^_____ 

^  h»xi;,o 1 l/xLo  /h»xi,n  1    V 

"^"°~  96e^  88*  r  16e^"*""V96e'  8gV  ' 
!>'  h'xJLn  1  .  l/xJiD  ,  /h*xi>o  1  y 
'^'°"""  96c*       88*"'"r   16e*"*"V96e^       897  ' 

Diese  so  erhaltene  Form  von  Rmn  in  die  2^*  Grenzbedingung  (g.)  eingesetzt 

giebt 

0  =  A„n  (jPai  (R|/5U)  +  Bb»„  (p„,  (R»/55;0- 

Dies  ist  erfüllt,  wenn  man  setzt 

A«an=-9Pm(R|/BU),     B««  —  —  9«  (R  j/BSiD- 
Wenn  diese  Werthe  in  die  erste  Gleichung  von  (g.)  eingesetzt  werden, 
so  erhält  man  die  Gleichung,  aus  der  Xan  bestimmt  werden  kann.   Diese 
Einfuhrung  giebt: 

Da  die  Lösung  der  aufgestellten  Gleichungen  beinahe  zu  denselben 
Resultaten  führt  wie  oben,  so  gestaltet  sich  die  Untersuchung  der  Einzel- 
schwingungen und  der  Knotenlinien  auch  so  wie  vorhin,  und  die  noch 
willkürlichen  Constanten  a,  /?,  ^,  d  sind  durch  den  Anfangszustand  zu  be- 
stimmen. 

4.    Gewöhnliche  Theorie. 

Setzen  wir  die  Platte  so  dünn,  dass  die  Produkte  in  h'  vemachUissigt 
werden  können,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung  der  Bewegung,  die 
aus  (B*)  S.  132  entsteht  mit  Berücksichtigung  von  §  248,  1.,  wenn  nun 
statt  a,  b  die  übliche  Bezeichnung  x  und  y  gesetzt  ist: 

und  die  abzuleitenden  Grenzbedingungen  aus  (B.)S.  131  werden  identisch  0. 
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Als  Nebenbedingungen  sind  aber  wie  vorhin  gegeben  ^«0  an  der 
Umgrenzung  der  Membran  und  für  t  »^  0 

Mit  HttUe  dieser  Gleichungen  mögen  nun  die  Schwingungen  einer 
rechteckförmigen  Membran  untersucht  werden.*)  Die  Seiten  des  Rechtecks 
seien  1  und  b,  dann  ist  also  ein  Punkt  im  Innern  der  Membran  gebunden 
an  die  Ungleichungen  l>y>0,  b>x>0  und  die  Randbedingung  ist 
^=0  für  x«=0  und  x  =  b,  y  =  0  und  y  =  l. 

Eine  particuläre  Lösung  von  (1.)  ist: 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  (1.)  ein,  so  finden  wir  eine  Gleichung 

zwischen  a,  ß,  y^  nämUch 

y«_c«(a* +/»*).  (2.) 

Da  hier  die  wiUkürUchen  Constanten  nur  im  Quadrat  vorkommen,  so 

hängt  die  Lösung  nicht  von  deren  Vorzeichen  ab  und  es  kann  gesetzt 

werden: 

^=(pe-'+qe-")  (p.e^+q.e"^)  («^±6"'*). 
Wegen  ^==0,  wenn  x=0  muss  sein  p = — q, 

.  +2ab     .    ,  ,         m/rl/ — 1 

-  x=»=b    -       -   e^      s=:l,d.ka»: ^ ,m— 1.2.., 

-  y«:0    -       -  P,— q,,  

-  y=l     -       -   e+^'^=l,d.h.^=?^^^,n=1.2... 
Dann  muss  nach  (2.)  sein: 


und  es  sind: 

j.        .    m/r      .    UTT  ^  l/m*   .    n* 

f  =  sm-u-x8in  —  y  cos  CTTt  1/  -ri+  Ti» 

y       .    uiTC     .    UTt  xl/fla'   ,   n* 

^»ssin-^xsin  -p  y  sm  c^rt  1/  -r»  +  lä 

particuläre  Lösungen,  welche  den  Bedingungen  an  der  Grenze  genflgen. 
Als  allgemeine  Lösung  ergiebt  sich  daraus: 

C=  ^  ^  sm  -g-  X  sm  -j-yj  A„„  cos  CTrt  |/  -^  +  -^ 

in  =  l  n  =  l  

+  Bn,n8inCfrt  l/~j+~    \. 

Mithin  gelten  für  t  =  0  folgende  Gleichungen: 

f  (X,  y)  =  ^  ^  ^«nn  Sin  -^  X  sm  -y-  y, 

1?/      N       ^S  ^S        1  /m*   ,    n*  -j       .    mn      .    nn: 
F  (x.  y)  =  ^  ^  CTT  ^  p  -I- 15^  Brno  sm  —  X  sm  -y-y, 


*)  Riemann  a.  a.  0.  §§  94,  95.  —  Lam6  a.  a.  0.  X.  Le^on. 
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und  es  ist  nach  dem  Fourier*schen  Theorem: 

b  1 

Amn  =  j— j  /  /  f  (^»  A^)  sin  -r-  k  Sin  -p  fi.AXAfi. 


4  **    *  ukfc  nn 


blCTT 


Für  ein  durch  den  Anfangszustand  bestimmtes  m  und  n  ist  dann  die 
Schwingungsdauer : 


W^ 


Die  Knotenlinien  sind  bestimmt  durch  ^»b  0  für  jedes  t,  also 
b         2b  (m  — l)b 

m         m  m 

1         21  (n  — 1)1 

^        n  n  n 

Diese  Linien  sind  demnach  den  Seiten  des  Rechtecks  paralld  uad  xer^ 
legen  dasselbe  in  congruente  Theile. 

bt  das  Verhältniss  b' :  P  irrational,  so  sind  die  eben  betrachteten 
Knotenlinien  die  einzigen,  welche  einem  bestimmten  Ton  zukommen^  denn 
in  der  Summe  für  ^  giebt  es  dann  nur  ein  DoppelgUed  für  diese  Schwin- 
gungsdauer.  Ist  aber  z.  B.  b*«»  /?1*,  so  ist: 

y^  2b  ^  2b_ 

c|/m*  +  /?*n'       cy^r ' 
Wir  erhalten  dieselbe  Schwingungsdauer,  wenn 

r=«m«+^*n«  =  mj  +  /?»nj=*mj4-/?*nj  =  ... 
ist,  also  einem  bestimmten  Ton  entqprecheii  dann  mehrere  DofpelgUeder. 
bt  t.  B.  die  Membran  quadratisch,  dann  ist  b  «» 1,  also  /?■«  1,  und  ist 
m  SS  1,  n  s»  2,  so  giebt  dieselbe  Schwinguagsdauer  m,  =:  2,  n^  »=  1,  also, 

wenn  x  «=  -=-  :«  — 1/5  gesetzt  wird,  erhalten  wir  zwei  Doppelgheder  für 

Rundes  ist:      ^     ..  ^  .  ^     .     ,.   .   ^x  .   2^y 

fe=(A„  cos  xt+Bj,  sm  xt)  sm  -r-  sm  —r-^ 

I    /*,  A    ■    n       •        A\     •     2  TTX    ,     ftj 

+(A„  cos  xt+B^  sm  xt)  sm  — r-—  sm  -r-^. 

^       Soll  nun  ^BK  0  sein  können  unabhängig  von  t,  so  muss  ^  folgende 

Form  annehmen: 

y         /*\  I      ,    ftT  .   2  ftj  ,  ^   ,    2nx  .    njl 
?•"  9>  (0  s  <t  sm  -r-  sm  — r-=-  +  b  sm  — r—  sm  -r-i  > 

/♦\o  •  ^x  •  ^yf       ^y  I  t     ^^1 

«»  9  (t)  2  sm  ^  sm  -r-i  <  a  cos  -jp  +  b  cos  -r-  >, 
wo  die  CoefBcienten  a  und  B  vom  Anfangszustand  abhängen. 
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Wird  der  Factor  vor  der  Parenthese  gleich  NuH,  so  bezeichnet  dies 

TT  V  TCX. 

die  Ruhe  der  Grenzen  des  Quadrates.   aco8-~-|-^c<>s-r-="  0   giebt 

die  inneren  Knotenlinien,    bt  dann  l)bB«0,  2)  a»>0,  3)  a«»  —  b, 
4)  a»s  B,  so  ergiebt  dies  als  Knotenlinien: 

l)y-~,      2)x  =  ^,     3)y-x,     4)y-b-x, 

Weitere  Beispiele  sind : 

1)  r  ■=  m*  +  n*  —  1  +  1,  also  m  -*  1,  n  «»  1,  dann  ist 

?=y(t)sin-^sin  j^% 
also  die  Gleichung  der  Knotenlinien 

sm  -r-  sin  -p  -«=  0,  d.  h.  x  — :  0,  y  ■—  0. 

Die  Knotenlinien  sind  die  Grenzlinien. 

2)  r-«8,  also  m— »2,  naB2.    Die  Gleichung  der  Knotenlinie  ist 

dann:  .    2  7rx   .    2  7ry      . 

sin  — r—  sin     r-=  -=  0 

D  D 

oder  andere  Form : 

.    7tx  .    ny       n\       ny 
sin  -r-  sin  -r^  cos  T—  cos  -ri  ^  0. 
b  n  h  b 

Es  sind  also  ausser  xa=0,  ys^O  noch  x-^-r-,    y^-^"  Knoten- 

linien. 

3)  r  — 10.    m=-  J,    °~3- 
Die  Form  für  ^  ist  demnach: 

y         /*N  [      .    ^x   .    3^y  .  ti   .    Sttx   .    fry) 
^=K  ^  (t)  -j  a  sm  -r-  sin  -—■  +  o  sm  — r—  sm  -r-i  >. 

Die  Gleichung  der  Knotenlinien  wird  dann : 

,    Ttx   .    ^fty  .  ^  .    Zftx  ,    ny 
a  sm  -r-  sin  —j-^  +  o  sm  — =— -  sm  -r^  »>  0 

DD  DD 

oder  in  anderer  Form : 

9Ü.^8m^|a[4co8«^y-l]+B[4cos*^-l]}-0. 

WO  die  ganze  Parenthese  die  inneren  Knotenlinien  enthält: 
bt  nun  speciell: 

X  t:       ^        .  b  2b 

a)  b  —  0,  so  ist  y  =  -j ,      y  -=  -^, 

....  b  2  a 

b)  a  — 0,  so  ist  X*- y     ^""3"' 

c)  a««  —  B,  so  ist  cos  ^  ■=»  +  cos  -r^,  abo  y«-»x,  y="b  —  x, 

d)  a— =B,  so  ist  cos*  — +  cos*^  =  ■K^'i^'  i«  ^^^  Kreis. 
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Ist  die  Membran  ein  Rechteck  und  b* :  1'  rational,  also 
b  = 
dann  ist  für  ein  Doppelglied : 


b  =  4=  1      4= 


T__  ^^  =^  J^- 

c|/an*  +  /?m«      c\/t' 
Die  Untersuchung,  ob  mehrere  Doppelglieder  auf  dieselbe  Schwin- 
gungsdauer führen,  hängt  also  jetzt  ab  von  der  Lösung  der  Gleichung 

an*4-/?m*=«r, 
wo  a  und  ß  gegeben  sind. 


5«    Gleichungen  für  rechteckförmige  Luftplatten."*) 

Wenn  wir  die  Punkte  der  Luftplatten  auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  beziehen,  wie  es  bei  den  Membranen  geschehen  ist,  so  erhalten 
wir  nach  S.  161,  wenn  die  Theilchen  nur  Bewegungen  in  der  Ebene  der 
Scheibe  und  nicht  senkrecht  zu  derselben  ausfahren  können,  die  zu  inte* 
grirende  Differentialgleichung : 

Es  sind  demnach  die  Componenten  der  Geschwindigkeit 

und  die  Verdichtung 

1  dw 

Die  Grenzbedingungen  sind  folgende : 

1)  Bei  geschlossenen  Luftplatten. 

An  den  Rändern  ist  die  Geschwindigkeit  senkrecht  Yxi  denselben  *■  0 
für  jedes  t,  mithin  ist  für  x »s  0  und  x  ae  b: 

und  für  y  —  0  und  y  =  l: 

2)  Bei  offenen  Platten. 

Wir  machen  die  angenähert  richtige  Annahme,  dass  es  am  Rand  wohl 
eine  Geschwindigkeit,  aber  keine  Dichtigkeitsänderung  giebt,  also  q^^Q  ist. 

Das  allgemeine  Integral  der  obigen  Gleichung  ist  für  geschlossene 
Platten  : 


*)  Kundt,  Schwingungen  der  rechteckigen,  insbesondere  der  quadratischen 
Luftplattcn.    Pogg.  160. 
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2^^       mit  nrc      J   .  .  1/m*   .    » 

>  cos  -^  X  cos  -^  y .  {  Ann  COS  CTTt  ^  ^a  +  jT 


+  Binn  sin  CTTt  |/p+  ^[ 


und  für  überall  offene  Platten : 

>.sin  -p-xsin-py  |  AanCosc/rtJ/  ]^+|r 

4-  Bion  sin  CTTt  y~^  +  F  r 

Die  Constanten  A  und  B  werden  durch  den  gegebenen  Anfangszustand 
bestimmt 

Sind  die  Luftplatten  nicht  überall  am  Rande  offen  oder  geschlossen, 
so  sind  die  Schwingungen  durch  ganz  ähnliche  Ausdrücke  gegeben,  die  sich 
von  den  obigen  nur  durch  die  Einführung  der  gegebenen  Randbedingungen 
unterscheiden. 

Jedes  Glied  der  obigen  Doppelreihe  entspricht  einem  Ton,  dessen 
Schwingungsdauer  gegeben  ist  (s.  S.  205)  durch 

2 


■V¥^' 


Die  Bemerkung,  welche  firflher  gemacht  worden  ist  in  Bezug  auf  das 
Verhältniss  b* :  P,  gilt  auch  hier. 


6*    Discussion  der  erhaltenen  Gleichungen. 

Die  Knoten  findet  man,  indem  man  die  Punkte  x,  y  sucht,  welche  für 
jedes  beliebige  t  folgenden  Gleidrangen  genügen: 

^-.,       1-0.  w 

Da  also  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Knoten  zwei  Gleichungen  ge- 
geben sind,  so  werden  diese  im  Allgemeinen  nicht  wie  bei  den  Membranen 
in  Linien  liegen,  sondern  an  einzelnen  Punkten  sich  befinden. 

Die  Gesammtheit  der  durch  (a.)  dargestellten  Knoten  kann  in  drei  Unter- 
abtheilungen getheilt  werden  und  zwar  nach  den  Nebenbedingungen,  denen 
die  Coordinaten  der  Knotenpunkte  ausser  (a.)  genügen, 
a)  (7  =  0. 

An  den  hierdurch  bestimmten  Punkten  ist  also  keine  Bewegung  der 
Luft  und  ausserdem  keine  Dichtigkeitsänderung  vorhanden.  Solche  Stellen 
heissen  doppelte  Knoten. 
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Diese  BediDgungen  sagen,  dass  an  den  so  bestimmten  Punkten  die 
Verdichtung  ein  wirkliebes  Max.  oder  Min.  hat.  Die  Bewegung  der  Lull* 
theilchen  um  diese  Punkte  ist  also  entweder  nach  diesen  hin  oder  von  ihnen 
weg  gerichtet.  Solche  Stellen  heissen  umschlosseneeinfacheKnoten. 


Hier  ist  eine  Dichtigkeitsänderung  Torhanden,  aber  die  Verdichtung 
ist  weder  ein  Max.  noch  ein  Min.  Die'hierdurch  gefundenen  Punkte  m^gen 
nicht  umschlossene  einfache  Knoten  genannt  werden. 

Die  Lage  der  Bäuche,  d.  h.  die  Lage  der  Punkte,  wo  dSs  Maximum  der 
Bewegung  ohne  Dichtigkeitsänderung  stattfindet,  ist  gefunden  durch  die 
Gleichung  a  «=  0  für  jedes  t.  Die  Bäuche  werden  also ,  da  sie  durch  eine 
Gleichung  gegeben  sind,  auf  Linien  liegen,  man  wird  demnach  hierTon 
Bauchlinien  sprechen  müssen.  Die  Bedingung  er ««  0  ist  aber  auch  unter 
a)  als  eine  der  Bedingungen  für  einen  doppelten  Knoten  gegeben.  Eine 
einfache  Betrachtung  lehrt,  dass  diese  Knoten  die  Schnittpunkte  zweier 
Bauchlinien  sind. 

Man  sieht  femer,  dass  die  Bauchlinien  übereinstimmen  mit  den  Knoten- 
linien bei  schwingenden  Platten  und  Membranen. 


7«    Untersuchungen  zweigliedriger  Schwingungen. 

Wenn  1  und  b  incommensurabei  sind ,  so  entspricht  jedem  Ton  ein 
DoppelgUed. 

Es  soll  nun  im  Folgenden  zugleich  *als  Erweiterung  Ton  4.  das  elegante 

Verfahren,  dessen  sich  Knndt  zur  Constmction  der  Bauchlinien  bedient,  an-* 

gegeben  werden,  für  solche  Schwingungen  einer  quadratischen  offenen 

Luftplatte,  denen  zwei  Doppelgheder  entsprechen.   Es  ist  abo  abgekürzt : 

dw  ,  .    m/r      ,    nn     ..  w*    ,   «       •    w^x 

.-^  =  —  cV  =  sm  -r-  X  sm  -r-  y  (Amn  cos  Kt  +  Bmn  sm  Kt) 

+  sm  -j—  X  sm  -r-  y  (Anm  cos  Kt  -J-  Bnm  sm  Kt). 
Dieser  Gleichung  geben  wir  nach  Analogie  von  S.  205  die  Form : 

dg>  ,  «...    f         .     TÜTt         .      UTT        ,    -.     .      UTT         .     lüTV     \ 

-T^  =  —  cV  =  f (t)  l  a  sm  -r-  X  sm  -r-  y  4-  ^  sin  -r-  X  sm  -r-  y  >. 

Die  Gleichung  der  Bauchlinien  ist  demnach: 

a  sm  -i~-  X  sm  -r-  y  +  0  sm  -r-  X  sm  -r-  y  =  0 
b  b  ^    '  b  b    ^ 

oder 


.    mn                   .    mn 
sin  -r~  X              sin  -r-  y 
D                 t         h 

sin  -r-  X                sm  -j-  y 

itticitst  etc. 

t4 
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Dieser  Bedingung  ist  genQgt,  wenn  die  ZäUer,  aber  nicht  die  Nenner 
verschwinden,  also  wenn 

x-=—  und  y  = 

ist,  wo  p  und  q  beUebige  ganze  Zahlen  bedeuten.  Hiemach  sind  jedenfalls 
die  Schnittpunkte  der  durch  diese  Grössen  bestimmten,  den  Kanten  parallele 
Linien,  Bauchpunkte,  wenn  nicht  etwa  die  Punkte  auf  einer  Linie  liegen, 
für  welche  die  Nenner  yerschwindeai. 

Femer  ist^r  Gleichung  gentigt,  wenn  die  Nenner  gleichseitig  ver- 
schwiiMkeD,  ohlk  dass  es  die  Zahler  thnn« 

Dies  ist  errekfai,  wenn 

rb       j  sb 

X  =  —  und  y  =  — 

n  ^        n 

ist,  wo  r  und  s  wieder  beliebige  ganze  Zahlen  sind.  Die  Schnittpunkte  der 
hierdurch  gebildeten  Parallelen  sind  demnach  wieder  Bauchpunkte,  wenn 
dieselben  nicht  auf  einer  der  im  Vorhergehenden  bestimmten  Linien  liegen. 
„Durch  die  beiden  quadratischen  Gitter  zusammen,  beschreibt  Kundt 
weiter,  wird  die  Ebene  in  eine  Anzahl  von  verschieden  geformten  Recht- 
ecken getheilt.  Jedes  dieser  Rechtecke  hat  unter  aUen  Umständen,  minde- 
stens zwei  Gitterpunkte  als  Ecken.  Die  Curve  kann  also  in  jedes  Rechteck 
durch  einen  Gitterpunkt  eintreten  und  durch  einen  anderen  aus  dem  Recht- 
eck wieder  austreten.  Wird  aber  ein  beliebiges  der  ungleichen  Rechtecke 
von  der  Curve  wirkUcb  durchlaufen,  so  können  alle  die  Rechtecke,  die  mit 
einer  Seite  an  das  durchlaufene  anstossen,  nicht  von  der  Curve  getroffen 
werden,  denn  beim  Ueberschreiten  irgend  einer  GitterUnie  ändert  eine 
Seite  der  Gleichung  ihre  Zeichen,  während  die  andere  dasselbe  behält  Ist 
daher  die  Gleichung  in  einen  Rechtecke  erfttUt,  so  kann  sie  nicht  in  einem 
benachbarten,  seülioh  anstossendra  erflUlt  sein.  Eine  Ausnahme  wäre  nur 
dann,  wenn  die  Grenzlinie  beiden  Gittern  zugleich  angehört.^^ 

Fi«.  18. 

a  =  b 


Dies  möge  durch  die  beiden  Figuren  (17  und  18)  für  m  ^  3,  n  as  5, 
die  aus  den  40  von  Kundt  entworfenen  entnommen  sind,  erläutert  werden. 
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Die  beiden  Gitter  sind  dorch  gestrichelte  Linien  und  die  Gitterponkte 
durch  kleine  Kreise  bezeichnet.  Die  ausgezogenen  Linien  sind  die  Bauch- 
linien. 


Longitadinale  Schwingungen  der  Saiten  und  Stfibe.    (§  249.) 

Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  und  deren 
Integration. 

Aus  den  Gleichungen  der  Elasticität  S.  109  und  denen  Yon  §  245,  1. 
erhalten  wir : 

„    ÖV  n     .    G      3*w 


mit  der  Grenzbedingung  fllr  z  ss  I : 


E,(g)-, 


Wenn  die  äusseren  Kräfte  gleich  Null  gesetzt  werden  oder  wenn  auch 
nur  das  Ende  des  Stabes  durch  Kräfte  und  KrSftepaare  angegriffen  ist,  so 
erMlt  die  obige  Gleichung,  da  dann  jedenfoUs  Px'«=0  ist  (S.  102),  Äe 
Form,  wie  sie  auch  nach  der  Theorie  der  absolut  biegsamen  Saiten  (§  245, 4.) 
gefolgert  werden  kann. 

Da  dann  aus  der  Differentialgleichung  durch  Division  der  Querschnitt 
des  schwingenden  Körpers  entfernt  werden  kann,  so  müssen,  wenn  dieser 
durch  die  Grenzbedingungen  nicht  wieder  hereinkommt,  die  Longitudinal- 
Schwingungen  unabhängig  vom  Querschnitt  sein. 

Setzt  man  w  =  w„  cos  (xn  t),  wo  Wn  eine  Function  von  z  ist,  so  erbdt 
man  nach  Einführung  dieses  Werthes  in  die  Differentialgleichung,  wenn 
von  den  äusseren  Kräften  abgesehen  wird, 

ax  _    Gxj 

Deren  allgemeines  Integral  ist 

w„  =  An  COS  f  x„z  ^g-j  +Bn  sin  fx„z  y  ^' 

Sei  nun  der  Anfang  des  schwingenden  Körpers  in  Ruhe,  also  Wq  «»  0 
fOr  z  SB  0,  so  ist.  Ao»=  0  und  es  bleibt  nur 

W<»  Bn  sin  fxü  Z  l/g-)  cos  3Cn  t. 

a)  Ist  ausserdem  das  andere  Ende  fest,  also  auch  Wn  •=«  0  filr  z  =  1 
somuss  .    /"TI/Tn       ^ 

sein  oder  

7i\/Wi  27rl/Eg  37irl/Eg        UTrl/E^ 

"""""Tr  "G"'     Tr  "G '     TV  'G.'-'T V T • 


14* 
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Die  Schwingungszahlen  sind  demnach 

"»_  11/11  2|/Ei  3^1/Ei  n.l/|i 

2?i:~2ir   G'      2ir   G'      2ir   G'*;;^2ir   g' 

1  1/Ec 
Fttr  den  Grundton  ist  die  Schwingungszahl  äi  1/  7^ ' 

Zur  Bestimmung  der  Scbwingungsknoten  dient  die  Gleichung 
8in(xaz[/^)  =  sinB^z  =  0. 


nrc 


Dieser  ist  genügt,  wenn  -p  z=m7r  ist,  wo  m  irgend  eine  ganze  ZaU 

ml 

bedeutet   Da  hiemach  z  =  —  ist,  so  giebt  es  n  —  1  Knotenpunkte  für 

den  n^^"  Ton,  welche  den  ganzen  Stab  in  n  einander  gleiche  Theile  theilen. 
Alle  obigen  Betrachtungen  gelten  auch,  wenn  wir  statt  cos  Xo  t  setzen 
sin  Xnt,  mithin  erhält  w  die  allgemeine  Form: 

sm-^fBn  cos  "j-p/  -^t  +  Co  sm  — ^"^M- 

Die  darin  vorkommenden  Constanten  sind  dann  durch  den  Anfangs- 
zustand zu  bestimmen.   Es  muss  nämlich  noch  gegeben  sein  für  t^^O 

w  »B  f  (z)  und  ^  =a  F(z).  Dies  führt  zu  den  Bedingungen 


f(z)  =  2Bn-^,  F(z)-2tK^ 


UTTZ 
1    "' 

h/rz 


Cn  sin 


/" 


MultipUcirt  man  diese  Gleichungen  mit  sin  —r—  ^^^  integrirt  von  0 
bis  1,  so  fallen  rechts  alle  GUeder  bis  auf  Bh  und  Ch  fort,  es  ist  mithin 

f*,,  ^   .    hnz  ,         1  -.  /*_ .  ^    .     h^z  ,         hfr  I  /Eg  ^ 

^f(z) sm  — p  dz  =  -  Bh,    J  F(z)  sm    ^-  ^^  =  y  J/  -^  Ch- 

Die  Anfangsbedingungen  bestimmen  also  die  B  und  C,  und  man  er- 
kennt, dass  die  Intensität  des  Tones  vom  Anfangszustande  abhängt,  während 
die  Tonhohe  davon  unabhängig  ist 

Da  nun  die  Schwingungen  durch  die  angestellten  Untersuchungen 
vollständig  bestimmt  sind,  ohne  auf  die  Spannung  Rücksicht  zu  nehmen,  so 
ist  dadurch  bewiesen,  dass  diese  ohne  Einfluss  ist  auf  <He  Tonhühe. 

b)  Das  Ende  z^l  sei  frei,  dann  geht  die  oben  aufgestellte  Grenz- 
bedingung über  in  Eq  fnr-j  =0;  denn  das  Ende  ist  ganz  frei,  also 
keinerlei  Zugkraft  unterworfen.    Es  ist  mithin 


also 


7t 


X||=*2ll/     r« 


lg  3yg|/Eg  Iffl/l«       (2n  — l)yg 

G  '         21  r    G  '         21  r     G""        21 
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^'  ^  Dies  giebt  dieselbe  Reihe  der  Schwingungszahlen  wie  unter  a)^  nur  ist 
der  Grundton  um  eine  Octave  tiefer. 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Knotenpunkte  ist 

K'G'        .    (2n  — 1) 
—  =:  sm  ^^ — TTj — -  ftz  =  0. 

O  ml 

Diese  ist  erfüllt  durch  z=k — :3t-   Um  demnach  die  Knotenpunkte 

zu  finden,  muss  man  die  Länge  des  Stabes  in  so  viel  einander  gleiche  Theile 
theilen,  als  diejenige  Zahl  beträgt,  welche  das  Yerhältniss  der  Schwingungs- 
zahl des  Begleittones  zu  der  des  Grundtones  angiebt.  Alle  geraden  Theil- 
punkte  vom  festen  Ende  des  Stabes  an  gerechnet  sind  dann  Knotenpunkte. 
Der  allgemeinste  Ausdruck  der  Schwingung  ist  hier 

2.    2n— 1      /„        2n  — 1       i/E^, 
sm — ^-j— TTzfBnCos — ^-j — 7c  l/-^t 


+  Cn  sm 


F^-l/f')- 


2] 

Um  den  Anfangszustand  einzuführen,  verführt  man  wie  vorhin,  multi- 

2h  —  1 
plicirt  zur  Bestimmung  der  Constanten  mit  sin  — ^-j —  tcz  und  integrirt 

von  0  bis  1.   Dies  giebt 


y  f(z)  sin  ( — 21 —  ^A  dz  =  -2  Bm 

0 

yF(z)sin(^^=:l^z)dz  =  l 


(2h-l)     1/Eg 

—2 — "^y-Q^^' 


Longitndinale  Schwingungen  von  Luftsäulen.  Gedeckte  Pfeifen.  (§250.) 
1.    Geschwindigkeitspotential   für   einen   einfachen  Ton.*) 

Ein  einfacher  Ton  ist  charakterisirt  durch  eine  bestimmte  Schwin- 
gungszahl n.  Wir  können  demnach  setzen : 

qp  =sa  t//  cos  2  Trnt  + 1//'  sin  2  Ttnt, 
wo  1//  und  t//'  Functionen  von  x,  y,  z  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass 
jede  derselben  nach  §  229,  7.  (4.)  der  Gleichung  Jip  +  x^tp  =  0,  wenn 

X  = gesetzt  wird,  genügen  muss. 

a 

Da  es  sich  hier  nur  um  Luftsäulen  handielt,  so  ist  q>  und  damit  xj/  und 

if/'  nicht  von  y,  z  abhängig,  wenn  die  Längsrichtung  der  Luftsäule  mit  der 

xAxe  zusammenföUt. 


*)  Kirchhoff  a.  a.  0.  S.  323. 
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Die  für  die  tfß  zu  erfüllende  Bedingungsgleichuiig  reducirt  sich  dem- 
nach auf 

d? ">• 

Deren  allgemeines  Integral  ist 

t^aasA  cos  xx  +  B  sin  xx, 
vfo  A  und  B  die  willkOrUchen  Constanten  sind,  die  fClr  die  i//  und  %!/'  be- 
sonders zu  accentuiren  sind. 

Ftthren  wir  diese  Werthe  Yon  i/;  in  9)  ein,  so  erhalten  wir,  wenn  wir 
den  Coordinatenanfang  und  den  Anfangspunkt  der  Zeit  passend  verlegen, 
aber  die  alte  Bezeichnung  x  und  t  beibehalten,  eine  Gleichung  von  der  Form : 
q}^A  cos  XX  cos  2  ^rnt  -f-  -B  sin  xx  sin  2  ^rnt. 

Die  Discussion  der  Werthe  A  und  B  wird  dann  die  verschiedenen 
Schwingungsknoten  und  Bäuche  der  Luftsäule  geben. 

Statt  einer  beUebigen  Luftsäule  können  wir  aber  auch  eine  solche 
nehmen,  welche  in  eine  nach  beiden  Seiten  unendUche* Rohre  einge- 
schlossen ist. 

Bezeichnet  n  die  Richtung  der  Normale  auf  die  Rohre,  so  mm»  terfoUt 

sein,  da  senkrecht  zur  Rohrenwand  keine  Bewegung  stattfinden  kann, 

8a) 

7r£  SB  0.  Diese  Gleichung  ist  aber  bei  unserer  Annahme,  dass  q>  von  z  und 

y  unabhängig  ist,  selbstverständUch  immer  erfUlU. 


3.    Discussion  der  erhaltenen  Gleichung. 

a)  Ist  £  >B  0,  dann  erhalten  wir 
o)  =  ^  cos  XX  cos  2  n^rt. 


=-=  -^  =  —  xA  sin  XX  cos  2  n^rt. 


a 


-^  =  ~  -^  cos  XX  sin  2  n/rt. 


=/vdt  =  - 


sin  XX  sin  2  nrcL 


2n7r' 
Jeder  Punkt  bewegt  sich  nach  den  Gesetzen  von  §  224,  1.,  die  Am- 

plitude  ist  — sin  xx  und  die  Phase  2  n/r.  Es  ist  also  die  Phase  un- 

abhängig  von  x,  d.  h.  für  einen  Augenblick  überaU  dieselbe,  während  die 

AmpUtude  sich  mit  x  ändert    Dies  bedeutet  eine  stehende  Schwingung, 

or- 
deren A  ==  —  (§  236)  ist    Setzt  man  nun 

X 
X  «=  (2  m  -j- 1)  -j-,  so  ist  sin  xx  «a  l, 

also  befindet  sich  an  diesem  x  das  Max.  der  AmpUtude,  d.  h.  ein  Schwin- 
gungsbauch. 
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X  a=  2  m  -7-  ist  sin  xx  =«  0. 
4 

Damit  sind  die  x  gegebnen,  an  denen  die  Amplitude  gleich  Null  ist,  d,  h. 

die  Knotenpunkte. 

Die  Dichtigkeitsänderung  richtet  sich  nach  emem  ähnUchen  Gesetz. 
^  Das  Max.  a  befindet  sich  an  den  Knoten,  während  an  den  Bäuchen  sich  die 
Dichtigkeit  nicht  ändert. 

Es  ist  leicht  zu  übersehen,  dass  ^  «»  0  zu  ähnlichen  Resultaten  führt. 

b)  Ist  ^  »B  +  £,  so  erhält  man 

(jp  =  -^  cos  x(x  +  at), 

da) 
V  =  ^  =  —  xA  sin  X  (x  7  at), 

1   dw      —  X    ^   .       ,  —  ,^ 

j(^  

s  =  +  7: —  cos  X  (x  +  at). 

Nach  6  225  bedeutet  dies  fortschreitende  Schwingungen,  die  nach  den 
yerschiedenen  Seiten  der  s^Axe  gehen.  Die  Amplitude  ist  immer  dieselbe 
aber  die  Phase  ändert  sich  von  Ort  zu  Ort 

c)  Für  den  aUgemeinen  Fall  ist: 

V  =s  V-  «BB  —  xA  sin  KX  006  2  mit  -f-  xfi  cos  xx  sin  2  yrnl. 


5  X  y^^  ßin*xx  +  B*  cos'xx  sin  (2  Ttnt  —  d). 


r  = z  -1?  =  — -{ — -^ cos XX  sin27mt+£sinxxcos27rnt), 


—  y^i*  cos* XX  -f-  B*  sm'xx  sin  (2  Tcni —  e), 


a 

s  — j/^sin'xx+B*cos*xx  cos  (2  /rnt  —  «), 

a 

wo  tg  J  =  -g  tg  XX,  tg  e  —  —  tag  XX  ist. 


3«    Anwendung  auf  gedeckte  Pfeifen. 

a)  Ist,  wie  bei  den  gedeckten  Pfeifen,  die  Luftsäule  durch  eine  zur 

X  Axe  senkrechte  Ebene  geschlossen,  so  ist  für  diesen  Punkt  y  s«  ^  ;==  0. 

Das  ist  aber  nach  den  Werthen  in  2.  a),  b),  c)  von  v  nur  bei  a)  möglich.  Es 
müssen  also  dann  die  Schwingungen  stehende  sein  und  an  dem  festen  Ende 
muss  ein  Knoten  sich  befinden. 
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b)  Ist  die  Röhre  bei  x  =  0  und  \  =  1  geschlossen,  so  müsseo  in  den 
stehenden  Wellen  an  x  =  0  und  x  =  1  sich  Knoten  befinden,  also  ist  nach 
2.  a): 

i  =  2m  A  ==  m  ^  =  m  y  =  m  2*-  (§  236). 

c)  Der  Querschnitt  x  =  0  sei  fest  und  der  bei  x  s=  1  werde  von  aussen 
in  einer  solchen  Bewegung  erhalten,  dass  er  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit 
G  cos  2  Tcnt  in  der  Richtung  der  x  Axe  habe,  wo  G  und  n  beliebig  gegebene 
Constanten  bedeuten.    (Kundt's  Experiment.) 

Es  muss  dann  unser  in  der  vorigen  Nummer  unter  a)  berechneter 
Werth  für  X  =  1  dem  gegebenen  v  gleich  sein,  d.  i.: 

V  =  —  xÄ  sin  xl  cos  2  ycnt  =  G  cos  2  /rnt, 
also  ist 

A — s- 

X  sm  xl 
Dies  giebt 

G 

qp  = : 1  cos  XX  cos  2  7Cüt 

^  X  sm  xl 

Die  Bewegung  der  Lufttheilchen  hängt  von  xl  '=  2  tt  y-  ab. 

X 
Ist  nun  l«»=2m-T-,   so  ist  xl  =  m7r,    also  sinxl  =  0  und  damit 
4 

die  Amplitude  unendlich  gross.  D.  h.,  wenn  der  erregende  Körper  Schwin- 
gungen macht,  die  dem  Eigenton  der  Luftsäule  entsprechen,  so  kommt  die 
Luft  in  intensive  Schwingungen.  Dass  aber  nie  die  Bewegung  der  Luft 
ins  Unbegrenzte  wächst,  liegt  daran,  dass  die  Röhren  wände  nicht  absolut 
fest  sind,  dass  der  bewegliche  Stempel  nicht  vollkomnien  dicht  schliesst  und 
hauptsächlich  an  der  Reibung  der  Luft. 

Bemerkung:  Die  Theorie  des  Versuches  mittels  Stimmgabel  und 
Glascylinder,  um  das  Gesetz  von  §  250  nachzuweisen,  findet  sich  in  §  255, 3. 


4.   Erweiterung  für  kugelförmige  Wellen. 
Nach  §  229,  8.  ist  allgemein 

(jP-lFJr-at)  +  ~F,(r  +  at) 
und  nach  §  229,  7.  (4*)  ist  zu  erfüllen 


^-'i^^m 


Diesen  Gleichungen  genügt  für  einen  einfachen  Ton 
y«e— (A^cosxr+B'sinxr)cos27i:ntH — (A"co8xr-f-B"8inxr)Mn2fmt. 
Für  dnen  speciellen  Fall  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  «n 


--  cos  X  (r  —  at)       ..  sin  x  (r  —  at) 
qp  =  M M, ' . 
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Diese  Gleichung  stimmt  überein  mit  §  236,  2.,  es  bedeutet  dies  also 
Rugelwellen,  die  von  einem  Erregungspunkt  ausgehen  und  nach  Aussen 
fortschreiten. 

Ein  anderer  specieller  Fall  ist 

g?  =  —  (A  cos  xr  +  B  sin  xr)  cos  2  /rn  (t  —  iX 

^        r 

Hierdurch  werden  stehende  Wellen  dargestellt,  denn  es  ist 
^=  —  a*a  = (A  cos  xr  +  B  sin  xr)  2  Ttn  sin  2  ttu  (t  —  tj, 

da) 

also  ist  -^  und  damit  die  Verdichtung,  wenn  A  cos  xr  -j-  ^  sin  xr  =  0  ist, 

immer  <B  0.   Hierdurch  sind  die  Kugehi  bestimmt,  auf  deren  Oberflächen 

die  Dichtigkeitsänderungen  fortwährend  yerschwinden,  also  Bauchkugeln. 

Femer  ist 


xA  sin  xr  -\-  xB  cos  xr) 


—  -jj  (A  cos  xr  +  B  sin  xr)  \  cos  2  /rn  (t  —  t,^) 

für  jeden  Werth  von  t  gleich  Null,  wenn 

A  (cos  xr  +  xr  sin  xr)  +  B  (sin  xr  —  xr  cos  xr)  =  0  ist. 

An  den  Kugeln,  deren  Halbmesser  hierdurch  bestimmt  sind,  ist  also 
die  Geschwindigkeit  gleich  Null,  es  sind  Knotenkugeln. 

Sind  die  Halbmesser  der  die  Luftmasse  begrenzenden  festen  Kugeln 

R,  R'  gegeben,  so  bestunmen  dieselben  den  Werth  x  =>  j- ,  also  den  Eigen- 
ton der  betrachteten  Luflmasse.   Es  muss  nämlich  dann  gelten 

A  (cos  xR  +  xR  sin  xR)  +  B  (sin  xR  —  xR  cos  xR)  =  0, 
A  (cos  xR'  +  xR'  sin  xK')  -f-  B  (sin  xR'  —  xR'  cos  xR')  =  0. 

X 

Die  EUmination  von  ^  aus  diesen  Gleichungen  giebt 

tgx(R-RO=^^'^-"\ 

Ist  aber  speciell  R'  =  0,  so  ist 

tg  xR  =  xR. 

In  beiden  Fällen  erhalten  wir  demnach  ein  bestimmtes  x,  also  be- 
stimmte Eigentone  der  durch  die  begrenzenden  Kugelflächen  gegebenen 
Luftmasse. 
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Die  ofbne  Lippenpfnfe.   (§  251.) 
1.    Auffindung  des  Geschwindigkeitspotentials.*) 

Im  Folgenden  soll  die  Bewegung  der  Luft  an  dem  offenen  Ende  einer 
cylindrischen  Röhre  untersucht  werden,  wenn  im  Innern  derselben  durch 
irgend  eine  Ursache  ebene  Wellen,  die  einem  eingehen  Ton  von  nSdiwin- 
gungen  in  der  Secunde  entsprechen,  zu  Stande  gekommen  sind,  und  sich 
die  Bewegung  durch  das  offene  Ende  der  Rohre  der  äusseren  Luft  mittheilt, 
welche  übrigens  durch  keine  anderen  Schall  erregenden  Kritfte  afficirt 
werden  möge. 

Ftlr  unsere  Untersuchung  macben  wir  folgende  Annafamen  Ober  die 
RitVhre.  Sie  sei  eylindrisch  von  beUebigem  Querschnitt  und  ihre  LAogsaxe 
falle  mit  der  x  Axe  des  einzuführenden  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
zusammen.  Am  offenen  Ende  kann  die  Pfeife  eine  geringe  Aenderung  der 
Cybnderform  haben,  auch  kann  die  Oeffnung  theilweise  gedeckt  sein.  Die 
Dimensionen  der  Oeffnung  und  die  des  nicht  cylindrischen  Theiles  der 
Röhre  seien  gegen  die  Wellenlänge  sehr  klein.  Die  yz  Ebene  des  Coordi- 
natensystems'falle  mit  der  Oeffnung  lusanunen  und  die  Röhre  liege  nach 
der  negativen  x  Axe  zu.  Der  Anfang  sei  vorläufig  irgendwo  in  der  Oeffnung. 
Das  an  der  Oeffnung  der  Röhre  gelegene  Stück  derselben  charakterisiren 
wir  dadurch,  dass  ß  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  nach  innen  gerichtete 
Normale  auf  die  Röhrenwand  mit  der  positiven  x  Axe  bildet  Ist  demnach 
ß  s=  900,  so  endigt  die  Röhre  cylinderförmig.  Den  äusseren  Raum  denken 
wir  uns  nach  einer  Seite  begrenzt  durch  eine  unendliche  Ebene,  die 
yz  Ebene.  Es  muss  also  nach  unserer  Annahme,  wenn  sich  y  und  z  beziehen 
auf  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Oeffnung  xy  und  xz  und  wenn  x  sich 
bezieht  auf  den  Theil  der  Pfeife,  der  nicht  die  cylindrische  Form  hat,  xx 

verschwindend  klein  gegen  1  sein,  da  x,  wekhes  nach  §  236  gleich  -y 

ist,  wegen  der  Grösse  der  Wellenlänge,  und  x,  y,  z  für  diesen  Fall  sehr 
klein  sind. 

Wir  unterscheiden  nun  drei  verschiedene  Arten  des  Geschwindigkeits- 
potentials. 

a)  Innerhalb  der  Röhre  befinde  sich  ein  Abschnitt,  zwischen  welchem 
und  der  Oeffnung  keine  äusseren  Kräfte  auf  die  Luflmasse  einwirken.  In 
diesem  ist  dann  das  Geschwindigkeitspotential  nach  §  250,  wenn  t  passend 
angefangen  wird : 

q)  SS  (A'  cos  XX  4-  B'  sin  xx)  cos  2  nnX.  -j-  B"  cos  xx  sin  2  Trnt.    (A.) 

b)  Zwischen  dem  Raum  zweier  Halbkugeln  auf  der  positiven  Seite  der 
X  mit  sehr  grossen  Halbmessern,  deren  Mittelpunkte  im  Coordinatenanfang 


'*')  Helmholtz,  Theorie  der  Luftschwingungen  in  Röhren  mit  offenen  Enden. 
Crelle's  Journal  57.    1860. 
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liegen,  soll  q>  die  Form  für  kugelige  Wellen  haben,  die  in  den  unendlichen 

Raum  hinauslaufen.  Also  ist  daselbst  nach  §  236,  2.  oder  §  250,  4. : 

„  cos  (xr  —  2  Ttni)       ^  sin  (xr  —  2  /rnl)  ,^ . 

y  — Bl _ M^ .         (B.) 

M  und  Mj  sind  unabhängig  von  r,  aber  möglicher  Weise  abhängig  von 
den  Winkehi,  welche  r  mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 

Jenseits  der  äusseren  jener  beiden  Kugeln  ist  ein  Raum,  wo  die  Schall* 
bewegung  erst  beginnt. 

c)  Zwischen  der  Region  der  ebenen  Wellen  in  der  Röhre  (A.)  und  der 
Region  der  Kugelwellen  (R.)  soll  die  Stärke  und  Phase  der  Luftschwingungen 
stationär  geworden  sein,  also  ist  hier  q)  von  der  Form 

qp  =  ^  cos  2  ftni  + 1//'  sin  2  /mt,  (C.) 

wo  1//  und  \f/'  nach  §  250  der  Gleichung 

z^<//H-xV  =  0 
genügen  müssen.  ^ 

Längs  der  ganzen  Wand  der  Pfeife  und  an  dem  Theile  der  yz  Ebene, 

der  nicht  von  der  Röhrenöffnung  eingenommen  ist,  muss  sein  t^^  =  0,  wo 

n  die  Richtung  der  Normalen  bedeutet. 

Für  die  weitere  Untersuchung,  die  uns  den  Zusammenhang  der  CoefQ- 
cienten  A',  R',  R'',  M,  Mj  geben  soll,  theilen  wir  uns  den  Raum  in  vier  Ab- 
theQungen:  • 

1)  Innerer  Raum  der  Röhre  von  der  Ebene  der  Oeffnung  bis  zu  einem 
Querschnitt,  der  innerhalb  der  ebenen  Wellen  liegt,  also  von  x  =  0  bis  zu 
einem  —  x. 

2)  Freier  Raum  auf  Seite  der  positiven  x,  der  einerseits  begrenzt  ist 
durch  die  yz  Ebene  und  andererseits  durch  eine  um  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  als  Mittelpunkt  construirte  Kugelfläche,  welche  in  die  Region 
der  kugeligen  Wellen  fällt. 

3)  Raum  theils  in  der  Röhre  und  dort  begrenzt  von  einem  Querschnitt 
in  der  Region  der  ebenen  Wellen,  theils  ausserhalb  und  dort  begrenzt  von 
einer  Halbkugel  der  obigen  Art  in  der  Region  der  Kugelwellen. 


3.    Untersuchung  de^  Geschwiodigkeitspotentials  für 
Punkte  in  der  Röhre. 

In  diesem  Räume  gehören  die  Geschwindigkeitspotentiale  einestheils 
zu  (A.)  und  anderentheils  zu  (C). 

Wir  gebrauchen  zu  dieser  Untersuchung  einen  Satz ,  der  zuerst  von 
Green*)  aufgestellt  worden  ist  und  folgendermassen  lautet:  Sind  U  und  V 
zwei  beliebige  endliche  und  stetige  Functionen  von  x,  y,  z  innerhalb  eines 


♦)  Crelle's  Journal  89,  44,  47. 
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bestimmten  Volumens  S,  so  ist,  wenn  doi  ein  FUichejielement  der  Grenze 
dieses  Volumens  und  n  die  Richtung  der  Normale  auf  die  Grenzfläche  ist. 

Nach  derselben  Formel  ist 

Aus  den  beiden  obigen  Formehi  ergiebt  sich: 

Wenn  wir  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  addiren 
y//x»UVdxdydz, 
so  geht  sie  über  in 

Jn  g^ ^^+JJf^  (^V  +  X* V)  dx  dy  dz  = 

fy  1^  ^^+Jfh  (-^U  +  x*U)  dxdy  dz. 

Diese  Gleichung  muss  also  auch  gelten,  wenn  U  und  V  Geschwindig- 
keitspotentiale sind. 

Da  in  unserem  Raum  der  Annahme  nach  keine  Erregungspunkte  liegen, 
so  muss  also  gelten  nach  §  229,  8.,  weil  die  dort  mit  q  bezeichneten  Grössen 
verschwinden, 

^V+x*V  =  0,        z/ü  +  x*ü  =  0. 

Der  Satz  von  Green  lautet  also  auf  die  Geschwindigkeitspotentiale  in 
unserem  Räume  angewendet 

a)  Setzen  wir  V  ==  cos  xx,  also  für  V  eine  Function,  die  der  Bedin- 
gungsgleichung jy  +  X*  V  =  0  genügt,  und  für  U  die  Werthe  aus  1.  unter 

(A.)  und  (C.).    ^-  =  ^  ist  nun  nur  an  der  Oeffnung  der  Röhre  und  im 

inneren  Querschnitt  derselben  von  0  verschieden. 
An  der  Oeffnung  haben  wir  nach  (C.): 

^= — "3^  =  —  (Tr*  ^^s  2  7rnt-f--^  sm  2  7mtl. 

Das  negative  Zeichen  steht,  da  die  Normale  (x)  nach  der  inneren  Seite  geht 
Der  horizontale  Strich  über  dem  Functionszeichen  soll  bedeuten,  dass 

der  Werth  gemeint  ist,  welchen  die  Function  an  der  Oeffnung  hat. 
An  dem  inneren  Querschnitt  ist  nach  (A.) : 

^  =  T^  =  (—  xA'  sin  XX  4-  xB'  cos  xx)  cos  2  /rnt — xB''  sin  xx  sin  2  Trat, 

V  ist  an  der  Oeffnung,  da  dort  x  =  0  ist,  gleich  1. 

Daraus  ergiebt  sich  also,  wenn  die  möglichen  Integrationen  ausgeftüirt 
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werden  und  der  Querschnitt  der  Röhre  mit  Q  bezeichnet  wird,  als  die  rechte 
Seite  der  Green'schen  Gleichung  (L): 

/v  ^  d£t>= /cos  XX  -V-  dw, 

=  —  cos  2  ^nt  /  -^  dw  —  sin  2  yrnt  7  -3—  dw. 

+  0  ( —  >cA'  sin  XX  +  xB'  cos  xx)  cos  xx  cos  2  7mt 
—  QxB"  sin  XX  cos  xx  sin  (2  ^nt). 

Zur  Bestimmung  der  linken  Seite  haben  wir  -^  = — 3 amcylin- 

drischen  Theile  gleich  Null,  denn  die  Richtung  von  n  fällt  da  mit  der  von 

y  und  z  zusammen  und  Y  ist  von  y  und  z  unabhängig. 

Am  inneren  Querschnitt  der  Rohre,  wo  die  Richtung  von  n  mit  der 

5V 
von  X  zusammenfällt,  ist  3-  =  —  x  sin  xx. 

An  dem  nicht  cylindrischen  Theile  der  Robrenwand,  der  nach  1.  durch 
ß  charakterisirt  ist,  hat  man,  da  ^  =  -3-  =  0  ist, 

^  =  cos  /?  TT-  =  —  X  sm  XX  cos  ß. 

Es  ist  also 

U  TT-  dw  =  ^  Q  (xA'  cos  XX  +  xB'  sin  xx)  sin  xx  cos  (2  jmi) 

—  QxB"  cos  XX  sin  xx  sin  2  nni  —  x  cos  2  Ttnifif/  sin  xx  cos  ß^ta 
—  X  sin  2  nVLifxf/^  sin  xx  cos  /?dw. 
Wenn  wir  nun  diese  beiden  Werthe  in  (I.)  einführen  und,  da  dann 
diese  Gleichung  fOr  alle  t  gelten  muss,  die  CoefQcienten  von  cos  2  Tcni  und 
sin  2  Ttni  einzeln  einander  gleichsetzen,  so  erhalten  wir 

QxB'  =  A-^  döi  —  X  fxf/  sin  xx  cos  /Jdw,  (1.) 

0  =  /  -^  dw  —  X  /xp'^sin  xx  cos  ßioj.  (2.) 

b)  Setzen  wir  für  denselben  Raum  Y  =  sin  xx  und  betrachten  in  den 
verschiedenen  Werthen  von  ^  nur  den  Coefficienten  von  cos  2  /rnt,  der 
auch  der  Gleichung  Jtp  -f-  %*^ ^=  0  genügt,  so  erhalten  wir  Folgendes: 

An  der  ROhrenwand  ist       di(/      ^ 

an  der  OefTnung  ist  V  =  0 ; 

am  Querschnitt  der  Röhre  ist 

if/z=:A'  cos  XX  +  B'  sin  xx, 

-^  =  —  xA'  sin  XX  +  xB'  cos  xx, 

d\ 
V  =  sin  XX,       5~  =  5^  ^^*  ^^^ 
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also  ist  daselbst 

Demnach  ist,  da  also  nur  der  Querschnitt  zu  berücksichtigen  ist, 

Femer  ist  an  der  Wand  der  Rohre 

3-  =as  X  COS  XX  cos  ß 

ön  ^ 

und  an  der  Oefifnung 

also  ist,  wenn  noch  der  Werth  von  ^  am  Querschnitt  dazugenommen  wird, 
/U  77-  d£t>= /i//  Tc-  dw  =  X  /t//  cos  XX  cos  /Jdoi  —  x  1x1/ A(a 

Führt  man  nun  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  Green'schen  Satzes 
(L)  ein,  so  erhält  man  nach  Division  mit  x  und  bei  Berücksichtigung,  dass  die 

xp'  ^  dwj  die  über  den  inneren  Querschnitt  auszudeh- 
nen sind,  wegfallen :  _^ 

_  A'Q  =/i//  cos  XX  cos  ßdü)  —fxl/dw.  (3.) 

Das  erste  Integral  ist  auszudehnen  soweit  als  ß  von  90^  verschieden 
ist,  also  über  das  nicht  cyKnderftJnnige  Ende  der  Röhre,  wahrend  das  zweite 
sich  über  die  OeiTnung  erstreckt. 


3«    Untersuchung  der  Geschwindigkeitspotentiale  für  den 

Raum  2). 

Wir  gehen  wieder  aus  von  der  allgemeinen  Green'schen  Gleichung 
aus  2. : 

yu  1^  d(ü+/i7"  (^  +  x«V)  dxdy  dz  «. 

yV  |^dw+^^/^  (z/ü  +  x«U)  dxdy  dz. 

Nehmen  wir  nun  an,  um  ganz  allgemeine  Gleichungen  für  spätere 
Untersuchungen  §  255  zu  erhalten,  dass  in  diesem  Räume  Erregungspunkte 

sind,  dass  also  nach  §  229,  7.  die  X,  Y,  Z  oder  -^  nicht  verschwinden,  oder 

dass  nach  g  229,  9.  für  diese  Punkte  0  »» 4  nq+x^ip+Jtp  ist,  oder  dass 
nach  §  236,  2.  es  erregende  Punkte  mit  den  Coordinaten  a,  /?,  y  giebt. 
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Unsere  obige  Gleichung  können  wir  dann  setzen 

/v  1^  dw  +[[f^  (^U  +  x*U)  dx  dy  dz. 

Es  hat  nun  Green  bewiesen,  dass  diese  Gleichung  auch  noch  richtig 
ist,  wenn  in  einem  unendlich  kleinen  Raumelement  dxdydz  des  Raumes  S 
die  Grösse  q  einen  so  grossen  constanten  Werth  annimmt,  dass  q dxdydz 
einer  endlichen  Grösse  A  gleich  wird,  obgleich  V  an  dieser  Stelle  nicht 

stetig  bleibt,  sondern  unstetig  wird  wie  — . 

Nehmen  wir  nun  an,  Y  sei  dSs  Geschwindigkeitspotentiai  in  dem  un- 
endlich kleinen  Raumelemente  dx  dy  dz,  dessen  Coordinaten  a,  /9,  y  seien,  wo 
q  nicht  gleich  Null  ist,  während  sonst  q  überall  verschwindet,  so  dass  also 

cos  xr 
V  in  endlicher  Entfernung  vom  Punkt  er,  ß^  y  den  Werth  habe  V=  A . 

Dass  y  diesen  Werth  annehmen  kann ,  findet  man  durch  Ausführung 
der  Differentiationen  und  Einsetzung  in  die  das  Geschwindigkeitspotential 
charakterisirende  Differentialgleichung  §  229,  7.,  8.  Es  reducirt  sich  dar- 
nach das  dreifache  Integral  auf  der  linken  Seite  unserer  Ausgangsgleichung, 
wenn  wir  den  Werth,  welchen  U  im  Punkte  a,  /?,  y  hat,  mit  Ua  bezeich- 
nen, auf :  U«  fq  dx  dy  dz  =  A\ia . 

Damit  ist  unsere  Gleichung  des  Green'schen  Satzes,  wenn  wir  noch 
setzen  JM  +  x*U  =  0,  also  U  ein  Geschwindigkeitspotential  für  den  Raum 
ohne  Erregungspunkte  sein  lassen : 

j     WT  /Vr  ^  /cos  xr\  j  /*öÜ  cos  xr  , 

4  ^U„  =  /  U  ^- (^-^ j  dcu -y  ^ -^  de.. 

Diese  Gleichung  können  wir  nun  fQr  unseren  Raum  behalten. 

Wenn  wir  aber  einen  Erregungspunkt  mit  den  Coordinaten  er,  /$,  y 
einführen,  können  wir  statt  der  Grenzebene  yz  nach  §  231  zu  je  einen  Er- 
regungspunkt noch  einen  in  Bezug  auf  diese  Ebene  symmetrisch  gelegenen 
hinzunehmen.  Nennen  wir  r^  die  Entfernung  eines  Punktes  x,  y,  z  von 
o,  /?,  y  und  r,  die  von  dem  hiBXUgedacliten  Punkte  —  a,  /9,  y,  so  können 
wir  setzen 

V      A  coB(xr,  —  2ymt)       JL^  co6(xr, — 2ymt) 

^  ~  2  r,  +2  r. 

Es  ist  demnach  die  oben  mit  A  bezeichnete  Grösse  der  Factor  von 

cosxr,       cosxr,     ,     .        ^      , 
H ',  also  i  cos  2  /rnt. 

■^  ist  überall  an  der  yz  Ebene  ^^  =  0. 

^  =  3^  igt  überall  an  der  yz  Ebene  gleich  Null,  ausser  an  der  Oeff- 
nung,  wo  es  nach  der  eingeführten  Bezeichnung  v-  ^^d* 
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V  ist  an  der  yz  Ebene  V  = ^ — ? ,  da  dann  r,  =  r,  ist. 

Es  ist  mithin,  wenn  statt  Va  nun  q)a  gesetzt  ist,  wo  also  q)a  den  Werth 

von  qp  im  Punkte  a,  ßj  y  bezeichnet, 

/«      .X                  r^W  cos(xr.  —  2  Trnt)  , 
2  TC  cos  (2  Trnt)  (fa  =  —  /  ^ .  — ^— ^ dw 

x\   r     ^  fl  cos(xr,  — 2/rnt)   ,     1  cos()tr,— 2 /mt)!  . 

^\,hwAj — \ +2 — ^ — J'''' 

/5<y?  r  1   cos(xr,  —  2yrnt)        1  cos(xr, — 2ymt)  ,11 
.     äS'L2  F;  +2"  T,  "^"^Jj' 

wo  die  erste  Integration  über  die  Mündung  und  die  in  {}  über  die  Halb- 
kugeloberfUlche  auszudehnen  ist.  ^ 

Dafür  setzen  wir  abgekürzt       _■ 

2  n cos (2  Trnt)  (fa^=^—  1  ^  — ^-^ dw  +  6.     © 

Die  Grösse  (S  ist  von  der  Zeit  unabhängig;  denn  für  die  weit  entfernten 

Punkte  der  Kugelfläche  lässt  sich  unser  (f  nach  §  236,  2  schreiben 

cos  (xo  —  27rnt  +  ^) 
ip  == , 

^  1 

Berechnet  man  dann,  wenn  nur  Grossen  der  Ordnung  —  (wo  nun  ^ 
den  Halbmesser  der  Kugel  bedeutet)  beibehalten  werden, 

80  findet  man  einen  von  der  Zeit  unabhängigen  Werth,  also  ist  auch  das 
Integral  (E  davon  unabhängig. 

Bedenken  wir  endhch,  dass  an  der  Oeffnung  nach  (C) 
9)  =  V/  cos  2  Trnt  +  V"  sin  2  fmt, 
ist,  so  finden  wir 

qp«  =  ^  cos  2  Trnt  +  V'«  sin  2  Trnt 

und  dw  c      .^'   X    '    ^      7^^' 

-^  =:  cos  2  Trnt  -^  +  sm  2  Trnt  -^. 

Nachdem  wir  diese  Werthe  in  Q  eingeführt  und  dann  die  erhaltene 
Gleichung  nach  cos.  4  Trnt  und  sin  4  Trnt  geordnet  haben,  setzen  wir,  da  sie 
für  alle  Werthe  von  t  gelten  muss,  einander  gleich  1)  die  von  der  Zeit  un- 
abhängigen Grössen,  2)  die  Coefficienten  von  cos  4  Trnt,  3)  die  Coefficienten 
von  sin  4  Trnt. 

Diese  Rechnung  giebt:  _ 

fc  .j    .    •   /'/öü/cosxr,    ,   ö^/'sinxrA  , 

(s  =  „^«  4.  ly  (^-^  — -^  +  ^  __' j  de, 

A  .j    .    1   /"/öiy  cosTrrj       öi//'sinxrA 

A  .n       t   ffdü/  smxr,    ,   öi/;"cosxrA  , 
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Die  beiden  kizten  dieser  Gleichungen  geben  dann 

1     fdlj/  cos(xr,— 2  7mt)^^ 

"f^  —  ^itJ   Sx  7, ^^ 

J_    /*  dt//'  sin  (xr,  —  2  ygnt) 
27t  J      dx  Fj  ' 

also  den  Werth  unseres  Geschwindigkeitspotentials  für  alle  Punkte  des 
Raumes  auf  der  positiven  Seite  von  x. 

Wenn  wir  damit  eine  Umformung  vornehmen,  me  §  236,  2.,  indem 
vnr  setzen 

a  =  ^  cos  cc;,  /?  s:  ^  sin  cc;  cos  ^,  ^  ;*=  ^  sin  ctj  sin  ^, 
so  ertialten  wir  die  Form  (B.)  von  q>  für  einen  weit  vom  Coordinatenanfang 
entfernten  Punkt,  wenn  wir  setzen : 

^ — ¥^/f{-ä  '"^  "* + -^ «"  "*)  ''y  '^'    ^*-) 
"• — -2iv/f{^  •="«''«-  ^  «'^ "«)  «»y  «^^    (^•> 

wo  die  Integration  über  die  Oeffnung  der  Röhre  auszudehnen  ist  und  ge- 
setzt ist 

€  «-B  y  sin  cc;  cos  ^  +  z  sin  ia  sin  ^. 

4.    Untersuchung  des  Gesehwindigkeitspotentials  für  den 

Raum  3). 

Für  diesen  Raum  gilt  (C.)  d.  i. 

q>Bistf/  cos2  nnni  + 1//'  sin  2  nuU 
Hier  können  wir  sofort  den  Green'schen  Satz  in  der  Form  (I)  anwen- 
den, nämlich 

wenn  wir  setzen  U  =  ?//  und  V  =«?  i//'. 

Wir  haben  also  zu  untersuchen  die  Gleichung 

Längs  der  ganzen  festen  Wand  der  Röhre  ist 

es  ist  also  die  Integration  nur  über  den  Querschnitt  in  der  Röhre  und  tiber 
die  Halbkugel  auszudehnen. 
Im  Querschnitt  ist 

1^  =  A'  cos  XX  -f-  B'  sin  xx    ,    t//'  =  B"  cos  xx, 
also 


-W~i'  "ST' 

Klein,  Theorie  der  ElasUcitlt  etc.  15 
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An  der  KugelflXche  ist,  wenn  q  den  KageUialbmeBser  bezeichnet. 

Durch  Ausführung  der  Integration  erhalt  man 

2»        in 

0  — xB'B''Q  +  x/*d*/d«(lP4-M?)ßinw.  (6.) 


5*    Zusammenstellung   und   Vereinfachung   der  erhaltenen 

Resultate. 

Die  Ausgangsgleichungen  für  diese  Nummer  sind 

xB'Q  —  ^  J^  dfti  —  xy  V^  sin  xx  cos  ß  dw,  (1.) 

0  —y  ^  dw  —  xy  V^'  sin  xx  co6  ß  Aw,  (2.) 

A'Q  +  / 1//  cos  XX  cos  ßiu}—  fxj/  doi  —  0,  (3.) 

Mj"-  — •5—   /  f -^  cos  x€ TT-  sin  x«  j  dw  -«  0,         (5.) 

271        in 

0  —  xB'B"Q  +  X  /*d*  fiia  (W  +  Mf)  sin  cü.  (6.) 

'0        0 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  Werthe  der  CoefBcienten  A',  B',  B'', 
M,  Mj  und  der  Funktionen  tf/  und  tp''  im  freien  Raum  zurückgeführt  auf 
Integrale,  in  denen  nur  die  Werthe  vorkommen,  welche  tj/^  tf/'  und  deren 
Differentialquotienten  theils  in  der  Mündung  der  Röhre  selbst,  theils  an 
dem  nicht  cylindrischen  Theile  ihrer  Wand  haben. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  nun  weiter  vereinfachen,  denn  unserer 
Annahme  nach  sind  die  Dimensionen  der  Mündung  und  die  Länge  des  nicht 
cyhndrischen  Theils  der  Röhre  gegen  die  Wellenlänge  sehr  klein,  wir  kön- 
nen demnach  (cf.  1.),  da  x€  gegen  1  sehr  klein  ist,  Grössen  von  der  Ord- 
nung x6  gegen  1  vernachlässigen  und  erhalten  somit,  wenn  wir  setzen 
xB'  — B 
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auB(l.):  BO— y^dw.  (1.*) 

„  (2.):  (^-^  f^  Ata  — x*J'tl/'x  cos  ß  da.  (2.*) 

Aus  (5)  wird  zunächst 

Der  erste  Theil  dieses  Ausdrucks  ist  nach  (2*)  eine  Yerschwindend 
kleine  Grösse.  Den  zweiten  können  wir  verschwinden  machen  durch  pas- 
sende Wahl  der  Lage  des  noch  ganz  unbestinunt  gelassenen  Coordinaten- 
anfangs  in  der  Oeffnung.  Wir  erhalten  demnach  M^  gegen  M  als  ver- 
schwindend klein. 

Dadurch  folgt,  da  nach  (4*)  M  unabhängig  von  den  Winkeln  ui  und  ^  ist, 
BW'Q  =  —  2nxVl\  (6*) 

Nach  (4*)  wird  dann  aus  (6*) 

B''  — xM  — —  ^BQ. 

2n: 

Aus  (3)  wird 

A'Q  =  yV  ^^  —  1^  «<>8  /*  ^^^  (3*) 

Da  nun  aus  der  Gleichung  in  3.  für  if^  mit  Vernachlässigung  kleiner 
Grössen  sich  ergiebt  _ 

^^      2ftJ    dx    r' 
so  sind  nach  (4^  BI,  BQ,  ei//  Grössen  von  derselben  Ordnung. 
Statt  (3*)  können  wir  schreiben 

wo  die  Integration  über  alle  y  und  z  auszudehnen  ist,  welche  der  Oeffnung 

und  der  Wand  der  Röhre  angehören,    (-f-  steht,  wenn  cos  /9  >>  0  ist  und 

an  der  OeflTnung,  —  steht,  wenn  cos  /?  <  0  ist). 

BO 
Daraus  folgt,  dass  A'  von  der  Grössenordnung  xj/  oder  —  ist 

Es  ist  abo  endlich 

xA 

1)  Innerhalb  der  tieferen  Theile  der  Röhre^  wenn  -^  =  —  tg  xa  ge- 
setzt wird, 

B'  B'x*Q 

d)  «-B sin  X  (x  —  a)  cos  2  nni —  cos  x  x  sin  2  /mt.  (Hl.) 

^      cosxa  2n 

2)  An  entfernteren  Stellen  des  Raumes 

B^Qx  cos  (xg  —  2  ygnt) 


15* 
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6*   Discussion  der  erhaltenen  Werthe. 
Nach  der  Formel  (III)  ist  die  Geschwindigkeit  eines  Theiles  in  der  Röhre 

V  -B  -J?  SB  — —  cos  X  (x  —  a)  cos  2  ^mt  +  -^r —  sin  xx  sin  2  rtnU 
öx       cosxa  2n 

Setzen  wir  dies  in  Uebereinstimmung  mit  unseren  im  Früheren  ein- 
geführten Bezeichnungen 


:  I  cos  2 


"(t-') 


so  ist 


n      „,-./cos*x(x — a)   ,  x*Q'  .  ,     \ 

P  m^  B' V   ^ +  TTT  an*  XX  , 

\      cos'xa         '   4  TT  / 

X*  Q  sin  XX  cos  xa 


ig2  7td' 


27rcosx(x  —  a)' 


Da  nun 


dx  \  4  TT  cos*  xa        / 

ist,  so  finden  sich  Blaxima  und  Minima  Ton  P  an  aUen  den  Stellen ,  fOr 

die  ist 

x*Q»  .    ^  sin2x(x  — a)      ^ 

-y-^  sm  2  XX j ^s-=  0 

4  TT  cos*  xa 

oder 

sin  2  xa 
tg  2  XX  = 


cos  2  xa  —  'j—:t  cos'  xa 

4  TT 


Bezeichnet  Xo  einen  Werth  von  x,  der  dieser  Gleichung  genügt,  so  ge- 
nügen auch  die  Werthe 

,         n  ,        ^ 

Xo  +  m— =x^  +  m-, 

d.  h.  die  Maxima  und  Minima  der  Schwingungen  hegen  in  der  Röhre  um 
Viertelwellenlängen  von  einander  entfernt 

Wichtig  ist,  dass  an  x  »^  0,  d.  h.  an  der  Oeffnung  der  Röhre,  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  der  Schwingung  hegt,  dass  also  die  Bauche 
und  Kneten  nicht  um  ein  genaues  Vielfaches  einer  Viertelwellenlänge  von 
der  Oeffnung  der  Röhre  entfernt  sind  und  dass  an  der  Oeffnung  sich  nicht 
ein  Bauch  befindet. 

Nehmen  wir 

als  Ißine  verschvnndend  kleine  Grösse,  so  vereinfacht  sich  die  Gleichung, 

welche  die  Maxima  und  Minima  giebt,  in 

m  X 

tg2xxaBtg2xa  oder  x-ea-f-r— Tr-^a+roT- 
^  2x  -  4 
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Da  nun  bei  dieser  Annahme  ist 


\      cos  xa      J ' 


so  erhalten  wir  die  Maxima  von  P,  wenn  wir  setzen 

7C  B'*x* 

,  X  =  a  4*  2  m'  ;r- ,   also  ist  Max.  P  — =  — ; —  . 
'  2x  cos'xa 

Die  Minima  finden  wir,  wenn  wir  setzen 

x  =  a  +  (2m'  +  l)ii, 

DfSyens 
dann  ist  Min.  P=  0  oder  genauer       '^     cos'xa. 

Wir  dürfen  also  nur  annehmen,  dass  an  den  Knotenpunkten  voll- 
ständige Ruhe  ist,  wenn  die  oben  angegebene  Grosse  vernachlässigt  werden 
kann. 

Die  obigen  Formeln  geben  femer  den  genauen  Ort  des  nach  der  ge- 
wöhnlichen Annahme  an  das  Ende  versetzten  Schwingungsbauches,  wenn 
vrir  annehmen,  dass  die  ebenen  Wellen  der  Rohre  sich  auch  über  die  Oeff- 
nung  hinaus  fortsetzen.  Der  Bauch  hegt  nämlich  dann  um  a  von  der  Oeff- 
nung  der  Rohre  entfernt 

Diesen  Werth  finden  wir  aus  der  Definitionsgleichung  des  Werthes  a, 
welche  ist  nach  5. : 

xA 

-j— tgxo. 

Fttr  kleine  Wertbe  x  ist  also 

A 
a -g. 

Von  dieser  Grosse  findet  nun  Helmholtz  (a.  a.  0.  S.  39),  indem  er  die  ge- 
wonnenen Resultate  mit  denen  der  Electricitätslehre  vergleicht,  dass  sie  um 
so  grosser  werden  muss,  je  enger  die  Mündung  der  Rohre  gemacht  wird,  und 
dass  sie,  wenn  die  Oeffnung  sehr  klein  und  kreisförmig  ist,  gesetzt  werden 

kann  trn  f  ^^  I^  ^^^  Radius  der  Oeffnung  bedeutet. 
2K 

Denken  wir  uns  nun  dieses  Stück  a  zur  Pfeife  hinzu  und  nennen 
dann  diese  so  gefundene  Grosse  mit  Helmholtz  die  reducirte  Länge,  so  folgt 
aus  dem  Obigen,  dass  alle  in  §  251  des  Lehrbuchs  aufgestellten  Sätze  gelten, 
wenn  wir  statt  der  Länge  der  Pfeife  setzen  die  reducirte  Länge  derselben. 

Die  Dichtigkeitsänderungen  in  der  Pfeife  erhalten  wir  mit  Hülfe  der 
Formel  §  229,  7.  (2.). 

Wir  finden 

a=« :  ^  — sm  X  (x — a)  sui  2/mt-f--s cosxx  cos  27rnt, 

a»  dt       a  cos  xa  '    2  ^ra 


:  L  sin  2  TT 
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wenn 


^     ,,  x*Q  C08XX  cos  xa 

lg  2  Tri' -=  —  TT^^^ -, 

^  2  7rsinx(x  —  a) 


a*    \     cos'xa  4  7r  / 


Die  Untersuchung  über  die  Maxima  und  Minima  Ton  L'  giebt  dieselben 
Gleichungen  wie  oben,  nur  erhalten  wir  da,  wo  oben  Max.  P  ist,  ein  Min.  L* 
und  umgekehrt 

Setzen  wir  x  ■«  0,  so  finden  wir 

B'x  B'x*Q 

a  == ' —  sin  xa  sin  2  /mt  + cos  2  mit, 

a  cos  xa  2  /ra 

also  ist  diese  Grösse  ron  der  Zeit  abhingig  und  nicht  immer  gleich  Null, 

wie  die  gewf^hnliche  Annahme  ist 

Die  Untersuchung  der  Geschwindigkeitsmaxima  ist  abhängig  von  der 

Gleichung  3^=  0  oder,  da  sein  muss 

-^  +  x'qp  =  0,  von  qp  =  0. 


Sie  Zunganpfdifia.    (§  252.) 

1.  Gleichungen  für  eine  offene  Röhre,  deren  eines  Ende  in 
Schwingungen  versetzt  wird.*) 

Wir  behalten  die  Bezeichnungen  aus  §  251  bei,  denken  uns  aber  die 
Rühre  nur  bis  x  «■  —  1  reichend  und  dieses  EInde  im  Bereiche  der  ebenen 
Wellen.  Diesem  Ende  werde  eine  Bewegung  mitgetheilt,  so  dass  die  Ge- 
schwindigkeit der  dort  sich  befindenden  Lufttheilchen  gegeben  ist  durch 

G  cos  2  TT  (  Y  —  ^'  ],  wo  tiber  die  willkttrlich  hinzugefügte  Constante  V 

beliebig  so  verfügt  werden  kann ,  dass  der  Anfang  der  Zeit  passend  ge- 
wählt wird. 

Wir  setzen  ferner  die  Geschwindigkeit  der  Lufttheilchen  in  der  Röhre 
nach  §  251,  6. : 

V=  g^  — I  cos  2  TT  f^  —  A 

An  dem  Ende  x  »=  —  1  müssen  nun  diese  Werthe  einander  gleich  sein, 
also  ist  dort 

G  cos  2  TT  f  Y  —  *')  —  I  <^^  2  fr  (^  Y  —  A 


*)  Helmholtz  a.  a.  0.  S.  45. 
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Diese  Gleichung  ist  für  jedes  t  erfüllt,  wenn  ist 

\      cos'xa  4/1*  ) 

o    i      4       €%    ±t       *'0  sin  xl  cos  xa 

Ung  2  Trd  —  tang  2  ttJ'  —  -jt" Tf-J — r  • 

2  ^  cos  X  (1 4-  <x) 
Das  Geschwindigkeitspotential  in  dem  Raune  ausser  der  Rühre  ist 
nach  §  251,  1.  und  5.: 

co»(Kg-2^nt)       „ 1   pQ 1^3,Q 

Aus  diesen  Gleichungen  können  nun  R'  und  M  durch  die  geg^enen 
Grössen  G,  einer  bestimmten  Grösse  der  erregenden  Schwingungen,  und  1 
ausgedrückt  werden,  wodurch,  da  diese  die  Factoren  der  Geschwindigkeits- 
potentiale sind,  die  Intensitttt  der  Schwingungen  in  der  Röhre  und  der 
äusseren  Kugelwelle  gegeben  ist 

Die  Ausführung  dieser  Rechnung  giebt 
-,,  2  ttG  cos  xa 


M> 


X  |/4  fr*  cos*x  (l+a)+x^Q*  cos*xa  sin^xl' 
GQ  cos  xa 


V'47r*cos*x(l+a)+x*Q*co8*xasin*xl 
Die  Schwingungen  werden  also  die  grösste  Intensität  haben,  wenn  der 
Nenner  in  beiden  Ausdrücken  ein  Minimum  ist,  abo  wenn  1  so  gross  ist, 

^^     cos*x(l  +  a)  — 0  oder  x(l  +  «)  — (2m  +  l)y- 
Es  ist  mithin 

Max.D'-      ^^  ^'^ 


Max.  M  ~ 


x'Q  cos  xa      4  fr"Q  cos  xa ' 
G  i*G 


X*  cos  xa  4n;* cos  xa* 

Der  absolute  Werth  von  1,  bei  dem  diese  Maxima  erreicht  sind,  ist  also 

l  =  a  +  (2m  +  l)^. 

Vergleichen  wir  nun  diesen  Werth  mit  §  251,  6.,  so  finden  wir,  dass 
in  der  Röhre  die  stärkste  Schwingung  ist  und  im  freien  Raum  der  stärkste 
Schall  stattfindet,  wenn  die  Rewegung  der  Luft  an  einer  Knotenfläche  mit- 
getheilt  wird.  Der  Schall  kann  sehr  stark  werden,  aber  doch  nicht  unend- 
lich gross,  da  cos  xa  nicht  Null  werden  kann.  Ist  cos  xa  »■  1 ,  so  ist  die 
Intensität  des  Schalles  ganz  unabhängig  von  der  Röhre. 

Ist  cos  X  (l-t-a)  =  1  oder  x  (1+a)  =—  2  m  -j-»  8^  ist  mit  Weglassung 

kleiner  Grössen 

1*.     D/       1  r-  !«•     IC  G.Qcosxa 

Hin.  D'  =«  —  G  cos  xa,  Min.  M  — ^ • 

X  27r 

Dies  ist  erfüllt,  wenn  die  Röhre  in  der  Gegend  eines  Schwingungs- 
bauches in  Rewegung  gesetzt  wird. 
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3.    Anwendung  auf  Zungenpfeifen.*) 

Das  Tonerregende  ist  hier  das  Luftvoiumen  Vdt,  weiches  in  der  Zeit  dt 
in  die  Zungenpfeife  einströmt.  Dieses  Volumen  kann,  da  es  periodisch  ist, 
dargestellt  werden  durch  folgende  Reihe: 

Vdt=-=  Co  +  C,  cos  (2  mit  + 1,)+  C,  cos  (4  Trnt +  g  + . . . ., 
wo  die  verschiedenen  C  Yerschiedenen  Tönen  zugehören. 

Wir  wollen  femer  annehmen ,  dass  unsere  Röhre  cyUnderformig  ist 
und  einen  kreisförmigen  Querschnitt  mit  dem  Radius  R  hat,  so  dass  also 
nach  §251,  6.: 

0       ^R  .  . 

Nach  der  vorigen  Nummer  haben  wir,  wenn  wir  nur  einen  Ton  Ca 

berücksichtigen,  das  Geschwindigkeitspotential  im  freien  Raum 

--     cos  (mx^ + 2  mnnt) 

g>  ^  Mm . 

Q 
Setzen  wir  dann  cos  mxa  =»  1,  was  immer  erlaubt  ist,  wenn 

2/r  n^R 

klein  ist,  so  ist 

w  Cm 

"*"V^4  TT*  cos'mx  (1  +  a)  +  m*x'Q'  sin*xl  * 
Nach  uns^er  früheren  Annahme  ist  aber  x'Q  als  sehr  klein  voraus- 
gesetzt, mithin  dürfen  wir  setzen 

v*m  ^m 


Mm  ^* 


2  7rcosmx(l+«)       «  ^tt,,  ,     / 

2  7rco8  my-(l-|-a) 


Das  Max.  M  ist  demnach  erreicht,  wenn  die  reducirte  Länge  \  +  a 
gleich  ist  einem  ungeraden  Vielfachen  einer  Viertelwellenlttnge  des  betreffen- 
den Tones. 

Es  w^den  demnach  mit  dem  Grundton  gleichzeitig  in  cylindrischen 
Röhren  (Clarinette  §  263)  die  ungeraden  Obertöne  verstärkt 


Kittönen.   (§255.) 
1.    Aufstellung  der  Gleichungen. 

Untersuchung  der  Schwingungen,  wenn  ausser  den  Kräften,  welche 
die  Schwingungen  verursachen  und  beeinflussen,  also  ausser  der  Elasticität 
und  dem  Widerstände  des  Mediums  noch  eine  wirkt,  welche  von  der  Be- 


*)  Helmholtx,  Tonempfindungen,  Beilage  VL 
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wegung  unabhängig  und  eine  Function  der  Zeit  ist*)   Mit  f  (t)  werde  diese 
a^if  die  Masseneinheit  bezogene  Kraft  bezeichnet. 

Die  zu  integrirende  Differentialgleichung  ist  dann  nach  §  224,  wenn 

G 

G  das  Gewicht,  also  ~  die  Masse  der  Volumeneinbeit  des  Körpers  bedeutet, 

mit  Beibehaltung  der  anderen  eingeführten  Bezeichnungen : 

S xs-2*v  +  -if(t). 

^  Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt,  wenn  zur  Abktirzung  gesetzt 

Wenn  nun  die  von  der  Zeit  abhängige  Kraft  von  einer  schwingenden 
Bewegung  herrahrt,  also  eine  periodische  Function  ist,  so  kann  sie  als 
Reihe  von  folgender  Form  dargestellt  werden : 

f (t)  =«  A,  cos  (m,t  +  Tj)  +  A,  cos  (m,t  +  t,)  +  •  •  • 
— =^A  cos  (mt  +  T). 
Dadurch  wird  die  angedeutete  Integration  ausftihrbar.  Wir  geben  dem 
s  eine  Form,  welche  den  Ausdrücken  von  §  224  entspricht,  also 

^^2a  sin  (mt  +  &)  +  e'^^2a'  sin  (at  +  y).  (1.) 

Die  darin  enthaltenen  Constanten  mögen  dadurch  bestimmt  werden, 
dass  wir  die  Zeit  t  von  dem  Moment  rechnen ,  wo  die  Kraft  f  (t)  zuerst  den 
Körper  trifft,  und  dass  vorher  der  Körper  ruhend  war,  d.  h.  ftlr  1*^0  ist 

s  und  TT  ■-  0. 
dt 

Dies  giebt  die  folgenden  Gleichungen : 
0  — J^asin  *  +  :^a'sin  y, 

0  =  ^ma  cos*  — €:?a'  sin  y  +  Sa'B  cos  *'.  ^^ 

Ausserdem  erhält  man  durch  Einsetzung  des  Werthes  (1.)  in  die  ur- 
sprüngliche Differentialgleichung 
—  2  am*  sin  (mt+*)+^— x  2a  sin  (mt+*)— 2  e  2am  cos  (mt+*) 

+  -I-  -SA  cos  (mi  +  T)  +  By 

wo  wir  unter  A  und  B  alle  die  Grössen  zusammenfassen,  welche  die  a'  und 
*'  enthalten  und  aus  der  Bedingungsgleichung  als  identisch  verschwinden. 
Der  Rest  der  Bedingungsgleichung  giebt  dann,  da  diese  Gleichung 
gelten  muss  für  jeden  beliebigen  Werth  von  t,  durch  Nullsetzung  der  CoefQ- 
cienten  von  sin  mt  und  cos  mt: 

Äff 
a  cos  *  (m*  —  x)  +  2  acm  sin  *  —  -j:?  sin  t. 

Äff 
a  cos  *(2a€m)+ösin*(x — m*)=-~  cos  t. 


*)  A.  Seebeck,  Repertorium  der  Physik  von  Dove,  VID.   1849. 
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Aus  diesen  Gkichungen  findet  man  zunächst  cos  &  und  sin  ^,  dann 
durch  Quadriren  und  Addiren 

A*g*  1 

und  durch  Division 

^    ^       2€m  sin  T  +  (x  — m*)co8T     ,      ,    .^        v       x  —  m* 

tg  *  = p-J =—: —  oder  tg  (*  —  t)  =  -j; . 

^  2€mcosT  +  (x  —  in*)8inT  ^^  2  cm 

Diese  Werthe  geben  endlich  o/  und  ^  mit  Htllfe  von  (2.): 

.        ^,           ca  sin  *  +  cm  cos  *  /   •     o/  •     a 

o/  cos  ^  B» ■ ,      a'  sm  y  ««  —  a  sin  ^. 


3.    Discussion  der  erhaltenen  Werthe. 

Die  beiden  Theile,  aus  denen  die  rechte  Seite  von  (1.)  zusammengesetzt 
ist,  zeigen,  dass  die  Schwingungen  bestehen  erstens  aus  solchen,  die  dieselbe 
Periode  haben  wie  die  wirkende  Kraft,  und  zweitens  aus  solchen,  die  dem 
Körper  eigen  sind,  also  veranlasst  sind  von  der  Elasticität.     Letztere 

Schwingungen  sind  behaftet  mildem  Factor  e  ,  welcher  angiebt,  dass 
sie  mit  der  Zeit  verschwinden. 

Die  weitere  Discussion  des  erhaltenen  Werthes  s  hängt  nun  ab  von 
einer  genaueren  Bestimmung  der  von  der  Zeit  abhängigen  KrafL  Diese 
Kraft  denken  wir  uns  hervorgebracht  durch  einen  longitudinalen  Wellenzug, 
sie  wird  daher  jedenfalls  der  Verdichtung  vor  dem  Körper  proportional  sein, 
welche  wiederum  der  Geschwindigkeit  des  sich  bewegendenMoleküles  pro- 
portional ist.  Man  wird  also,  wenn  diese  Geschwindigkeit  mit  u  bezeichnet 
wird,  setzen  können  f(t)  >=  hu. 

Wenn  nun  zunächst  die  ankommende  Schwingung  eine  einfache  ist, 
so  kann  sie  dargestellt  werden  durch  u  =  rm  cos  (mt+i^))  wo  bekanntlich 

(§  224)  m  ==:  -7=-  ist  und  r  die  Amplitude  bedeutet.    Dann  ist 

,      bVmV  1 b'r'g^  1 

«=      G«      4.«m«+(«'-x)»-     G«     U^+n.^(l-^:f' 

Dieser  Werth  er,  welcher  die  Amplitude  der  durch  die  hinzukommende 
Schwingung  hervorgebrachte  Bewegung  bestimmt,  ist  um  so  grösser,  je 

X  X 

näher  — z  der  1  ist  und  erreicht  ein  Max.,  wenn  — ^  =  1  ist,  d.  h.  die  Schwin- 
m'  '  m* 

gungen  des  mittönenden  Körpers  werden  um  so  intensiver,  je  genauer  die 

eigenen  Schwingungen  mit  den  anregenden  übereinstimmen  und  ist  x^^m^ 

so  nimmt  der  mittönende  Körper  zuletzt  ganz  die  Bewegung  der  Lufltheil- 

eben  an. 
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Besteht  der  erregende  Wellenzug  aus  mehreren  Gliedern,  so  kann  die 
eben  gemachte  Schlussweise  auf  aUe  einzelnen  Glieder  ausgedehnt  werden, 
es  macht  also  dann  der  Körper  nur  die  Bewegungen  merklich  mit,  welche 
von  seiner  eigenen  Periode  nicht  zu  sehr  verschieden  sind. 


3.    Resonatoren. 

Im  Folgenden  sollen  die  Schwingungen  untersucht  werden,  welche  in 
einer  an  dem  einen  Ende  geschlossenen  Rohre  dadurch  erregt  werden,  dass 
in  einer  grösseren  Entfernung  von  der  Oeflhung  derselben  ein  Schall  er- 
regt wird.  Die  Röhre  selbst  sei  cylinderfDrmig,  nur  an  ihrem  offenen  Ende 
kann  sie  ein  wenig  von  der  Cylinderform  abweichen  durch  eine  geringe 
Erweiterung  oder  Verengerung.*)  Bei  diesen  anzustellenden  Untersuchun- 
gen können  wir,  da  unsere  Annahmen  mit  denen  von  §251  tibereinstimmen, 
von  den  dort  gefundenen  Formeln  ausgehen. 

Die  Röhre  ist  geschlossen  an  der  Stelle  x»«  —  1. 

Wir  haben  also  zunächst  ein  Geschwindigkeitspotential,  indem  wir  von 
dem  erregenden  Punkt  ausgehen,  dieses  setzen  wir  nach  §  236,  2.  und 
§  251,  3.,  indem  wir  die  Constante  unter  der  trigonometrischen  Function 
weglassen 


< 


cos  (xrt  —  2  yrnt)       cos  (xr^  —  2  yrnt)"" 
r«  r« 


An  der  yz  Ebene  gilt 

öv_av_ 

ön  5x 
Unserer  Annahme  nach  ist  der  Erregungspunkt  weit  von  der  Oeffnung 
entfernt,  welche  wir  klein  gegen  die  Wellenlänge  setzen,  so  dass  die  Ver- 
schiedenheiten des  Werthes  V  (der  Strich  bedeutet,  dass  das  V  auf  die  Oeff- 
nung bezogen  ist)  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Oeffnung  vernach- 
lässigt werden  können.   Wir  setzen 

V  =  Gcos27r(nt-hT"), 
wo  durch  Gleichsetzung  der  Coefßcienten  der  verschiedenen  t  enthaltenden 
Functionen  sich  ergiebt 

G-=^,      ig2rc%'' tgxr,. 

Innerhalb  der  Röhre  ist 

V  =B  G  cos  XX  cos  2  TT  (nt  +  t")« 

d\ 

Dann  ist  V  an  der  Oeffnung  continuirlich  und  ^  innen  und  aussen 

an  derselben  gleich  Null. 


*)  HebnholU,  GreUe's  Journal  57,  S.  47.    1860. 
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d\ 
Innerhalb  der  Röhre  ist  an  der  Wand  -^  ,  wenn  wir  die  kleine  Ver- 
änderung der  Cylinderform  in  der  Nähe  der  Oeffnung  vernachlässigen,  gleich 

^  =  ^^  =  0 

5y      ^z 

Am  geschlossenen  Ende  ist  ^  «^  ^    aber    im  Allgemeinen    nicht 

gleich  Null,  wir  werden  aber  dafür  eine  Bedingung  finden,  wenn  wir  die 
Schwingungen  im  Innern  der  Röhre  betrachten. 

Das  Geschwindigkeitspotential  der  ebenen  Wellen  im  Innern ,  welche 
in  den  freien  Raum  Qbergehen ,  ist  (p.  Es  ist  dann  das  Geschwindigkeits- 
potential im  ganzen  Raum 

y  +  ip. 

Da  der  Boden  der  Röhre,  x  =»  —  1,  fest  ist,  so  muss  dort  die  Geschwin- 
digkeit Null  sein,  es  muss  also  für 

I      d\  ^  d(p      ^ 

X  =  — 1,       5-+^  =  0 

sein.   Da  nun  ist 

5V 

Tp  «-=  —  xG  sin  XX  cos  2  ^  (nt  +  %'') 

und 

da> 

^  «=  I  cos  2  /r  (nt  —  d) 

nach  §  251,  6.,  wo  ist 

¥*       n/t  .  /cos*x  (x  —  a)   ,    x*Q*    .   ,     \ 

P  =  B'*x'   \ +  1,-^  sm*xx ) , 

\      cos*xa  4  TT*  / 

so  ist  für  X  =  —  1 

—  xG  an  xl  cos  2  tt  (nt  +  «")  —  I  cos  2  tt  (nt  —  6). 
Diese  Gleichung  muss  gelten  für  jedes  beliebige  t,  folglich  erhält  man 
durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  von  cos  2  ^rnt  und  sin  2  nni: 
tg27ri  =  — tg27CT", 

X* G*  sm  *xl  =B  P  =  B'*x*   1  +  -rht  sm '  xl  . 

\     cos*xa  4/r  / 

Das  Minimum  der  Resonanz  tritt  demnach  für  ein  bestimmtes  G  ein, 

wenn  1  so  genommen  wird,  dass  sin  xl  =  0  oder  1  =  m  -^  ist,  dann  aber 

wird  B'  SB  0  und  damit  q>^^0,  also  die  Bewegung  im  freien  Raum  gerade 
so  als  ob  die  Röhre  nicht  da  wäre. 

Die  obige  Gleichung  lässt  sich  umstellen  in 

4  7t*  (cot  xl  —  tg  xo)* + X*  Q»  * 
Dies  wird  ein  Maximum,  wenn 

cot  xl  =  tg  xa  oder 

xl  +  xg=-=^^'"^^^7r,  d.  i.(l  +  a)  =  (2m  +  l)  jist. 
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Wenn  demnach  die  reducirte  Rohrenlänge  ein  ungerades  Vielfaches 
des  Viertels  d^  Wellenlänge  ist,  so  hat  die  Röhre  den  grössten  Einfluss  auf 
die  Schwingungen,  d.  h.  die  Resonanz  erreicht  ihr  Maximum. 


CombinationBtöne.    (§  259.) 

Weil  die  CombinationstOne  nur  bemerkbar  werden,  wenn  die  primären 
Töne  stark  auftreten,  also  dann  die  AmpUtuden  der  Schwingungen  nicht 
mehr  sehr  klein  gesetzt  werden  dürfen,  schliesst  Helmholtz  *),  das»  der  all- 
gemeine Satz  §  228  von  der  Superposition  der  kleinen  Bewegungen  hier 
uicht  mehr  gelten  kann,  sondern  dass  wenigstens  die  Quadrate  der  Ver- 
schiebungen einen  merklichen  Einfluss  auf  die  Grösse  der  Bewegungskräfte 
erhalten. 

Betrachten  wir  unter  dieser  Voraussetzung  die  Bewegungen  eines  ein- 
zelnen beweglichen  Massenpunktes  mit  der  Masse  m.  Wir  setzen  also  die 
Kraft,  welche  ihn  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  strebt,  abhängig 
*von  der  ersten  und  der  zweiten  Potenz  der  Elongation  x,  also  nach 
§  224,  3.  ax-|-bx^  Ausserdem  mögen  noch  zwei  Schallwellenzüge  den 
beweglichen  Massenpunkt  treffen  und  auf  ihn  einen  periodisch  veränder- 
lichen Druck  f  sin  pt  und  g  sin  (qt  +  c)  ausüben.  Es  gilt  dann  die  eine 
solche  Schwingung  repräsentirende  DiiTerentialgleichung 

dH 
—  m  ^  =  a  X  +  b  x'  4-  f  sin  (pt)  +  g  sin  (qt  +  c). 

Die  Integration  dieser  Gleichung  geschieht,  indem  man  x  in  eine  Reihe, 
die  geordnet  ist  nach  einer  Grösse  c,  entwickelt,  indem  man  also  setzt 

X  =  €X,  -f  €*X,4-  €%  -H , 

f=€f„ 

Da  X,  obgleich  nicht  unendUch  klein,  doch  immer  noch  klein  ist,  so  ist 
die  Grösse  e  so,  dass,  wenn  die  x, ,  x,. . . .  endhch  sind,  höhere  als  die  dritte 
Potenz  von  e  jedenfalls  zu  vernachlässigen  sind.  Wird  nun  diese  Reihe  in 
die  Differentialgleichung  eingeführt,  so  erhält  man  durch  Gleichsetzung  der 
Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  e  folgende  Gleichungen  : 

d*x 

1^,  +  m  ^  =  —  f,  sin  (pt)  —  g,  sin  (qt  -f  c),  (a.) 


ax. 


d*x« 
a^  +  m^  =  — bxj»,  (b.) 

d*x 
ax3  4-m-j^^  =  — 2bXjX,.  (c.) 


*)  Helmholtz,  Ueber  CombinationstOne.    Pogg.  Ann.  99. 
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Das  Integral  von  (a.)  ist 

x,  =  A  siD  f  t  1/—  +hj  +  u  sin  (pt)+v  sin  (qt  +  c), 

worin  A  und  h  die  beiden  Integrationsconstanten  sind ,  u  und  v  aber  fol- 
gende Werthe  haben: 

mp*  —  a'  mq* — a' 

Wir  haben  demnach  drei  TOne,  deren  Schwingungszahlen  sind: 

2nV  m'        27t^'        2/p''* 

Der  erste  dieser  Töne  ist  der  eigene  Ton  des  schwingenden  Punktes. 
Dieser  Ton  wird  aber,  wenn  er  auch  im  Anfang  vorhanden  ist,  jedenfalb, 
wenn  er  nicht  durch  Mittönen  verstärkt  wird,  bald  verschwinden.   Im  All- 
gemeinen werden  wir  demnach  A  »  0  setzen  können,  so  dass  gilt 
X,  »s  u  sin  (pt)  +  V  sin  (qt  +  c). 

Hier  haben  wir  noch  ungestörte  Superposition  der  Schwingungen. 

Die  Integration  mit  Beibehaltung  der  Eigentöne  ergiebt  sich  aus  §  329. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  x,  in  die  Gleichung  (b.)  ein,  so  er-- 

halten  wir: 

d*x 
ax,  4-  m  -j-j  —  —  b  { u*  sin*pt-(-v*  sin*(qt-|-c)+ 2  uv  sin  pt  sin  (qt+c)} 

=  — b{i(u*-f- v^  —  iu'  cos  2pt  — iv«  cos  (2qt  +  2c) 
-f-  UV  cos  [(p  —  q)  t  —  c]  —  UV  cos  [(p  +  q)  t  +  c]  }. 
Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,  wenn  wie  oben  der  eigene  Ton  des 
schwingenden  Punktes  wegbleibt, 

b  bu'  bv' 

X. Ta  ^"*+^-2(4mp'-a) ''''  ^  P* "  2(4mq»-a)  ^«*  ^  (qt+c) 

Hier  erhalten  wir  also  Töne,  deren  Schwingungszahlen  sind  ^,  ^, 
d.  h.  die  Nebentöne  der  primären  Töne,  femer  solche,  deren  Schwingungs- 
zahlen -^ —  j    ly     sind,  d.  h.  die  Differenz-  und  Sununationstöne,  also 

die  Combinationstöne  erster  Ordnung. 

Die  Amplituden  dieser  letzteren  Töne  enthalten  uv,  sind  also  u  und  v 
sehr  klein ,  so  sind  die  Amplituden  der  Combinationstöne  der  ersten  Ord- 
nung klein  und  wachsen  u  und  v  gleichmässig,  so  wächst  uv  im  quadrati- 
schen Verhältnisse.  Dadurch  ist  bewiesen,  dass  bei  sehr  schwachen  primären 
Tönen  die  Combinationstöne  unhörbar  sein  müssen,  bei  starken  primären 
Tönen  die  letzteren  dagegen  in  einem  stärkeren  Verhältnisse  wachsen 
mtissen. 
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Unter  der  Annahme,  dass  der  eigene  Ton,  wie  es  bei  dem  schlaff  ge- 
spannten Trommelfell  sein  wird,  ziemlich  tief  ist,  haben  wir 

~<p  — q<p  +  qi 

a  <  m  (p  —  q)«  <  m  (p  +  q)* 
und 

buv         ^^  buv 

>»(P  — q)*— a      n»(P  +  q)*  — a' 
d.  h.  die  Amplitude  des  Differenztones  ist  grosser  als  die  des  Summationstones. 
Rechnen  wir  nun  ebenso  weiter  unter  Berücksichtigung  des  dritten 
Gliedes,  also  mit  Gleichung  (c),  so  finden  wir  durch  Integration  Töne,  deren 
Schwingungszahlen  sind 

3p   3q  2p  +  q  2p  — q  p  +  2q   p  — 2q  j^   q_ 

27t'      27t'  27t       '  27t       '  27t        '  27t       '  27t'      27t' 

Unter  diesen  sind  die  Töne  ^~ — ^,  -^-=--^CombinationstOne  zweiter 

27t  27t 

Ordnung,  deren  AmpUtuden  aber  Grössen  der  dritten  Ordnung  von  u  und 
V  sind. 

So  können  wir  weiter  schliessen,  dass  bei  Berücksichtigung  des 
n^®°  Gliedes  der  Reihe  die  Combinationstöne  der  n^^  Ordnung  konunen 
werden,  deren  Amplitude  eine  kleine  Grösse  n+1^  Diniension  sein  wird. 


Sie  Klänge  der  Saiten.    (§  262.) 
1*    Die   Saite   werde   gezupft.*) 

Bei  dieser  Untersuchung  gehen  wir  aus  von  den  Gleichungen  der  voll- 
kommen biegsamen  Saiten  $  245,  2. : 

D=Op 

u  =  ^y  (Bn  cos  Xb  t  -f-  Co  sin  Xn  t)  sin  ^^, 

WO  u  den  Ausschlag  bedeutet  und  Xn  =  -r-  |/  ^  ist. 

Es  ist  dann  die  Aufgabe  dieses  §,  far  die  verschiedenen  Arten  der  An- 
schlagsweise die  Bn  und  Cq  zu  berechnen.  Dazu  ist  es  nöthig,  nach  den 
dort  gegebenen  Werthen  von  Bq  und  Cn  die  Functionen  u  =  f(z)  und 

^  «->:  F(z)  für  die  Zeit  t «»  0  zu  bestimmen. 

Die  Saite  werde  gezupft  in  der  Entfernung  z  ==  a  vom  Anfang  und 
zur  Zeit  tB=  0  habe  man  den  Stift  fortgezogen,  so  dass  in  diesem  Augen* 
bUck  die  Schwingungen  beginnen. 


'*')  Helmholtz,  Tonempfindungen,  Beilage  D. 
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Es  ist  also  für  t : 
nur  bleibt 


Fig.  19. 


■0,  ^=F(z)=?=0,  mithin  Co«=0,  sodass  also 


naaOO 


Bn  COS  Xn  t  SlO  -y— , 


D=l 


f(z),  welches  die  Form  der  Saite  zur 
Zeit  t==  0  bestimmt,  wird  für  unseren  Fall 
aus  zwei  Theilen  bestehen,  es  ist  nämlich, 
wenn  die  Saite  (Fig.  19)  im  Punkt  z  »:  a  um 
b  aus  der  Gleichgewichtslage  gebracht  ist 
b 


und 


a>z>0, 
l>z>a, 


u=  —  z 

a 


mithin  nach  S.  181 

1 

2^  Bh  =  ^  f  (z)  sin  -^  dz, 


1  — a 


1-z, 


a  1 

fb        .     h/rz  ,     ,     /*   b     ,,        .    .     hTTZ  , 


bP 


sm 


h/ra 


h*7r*a(l— a)'""     1 
Dies  giebt  die  Schwingungsgleichung 


n=!X) 


2        2  hl*  n/ra    .     n/rz 

-r— r— = :  Sm  — |—  Sm  — ;—  COS  Xn  t. 
n*7r*a(l — a)  1  1 

11=1 

In  dieser  zusammengesetzten  Schwingung  f^Ut  immer  das  Glied  weg, 
n/ra       ^  .  .     ,  ,  1       2131 


wo  sm  —. —  =  0  ist,  d.  h.  a  =  — ,    — , 

1  nun 


Denkt  man  sich  dem- 


nach die  Saite  in  n  gleiche  Theile  getheilt  und  in  einem  der  Theilpunkte 
angeschlagen,  so  Mt  ihr  n^^**  Ton  weg,  dessen  Knotenpunkte  auf  die  ge- 
nannten Theilpunkte  fallen.  Dasselbe  findet  statt  für  den  2n*«",  3n*«°, 
4  n^'^' . . .  Ton,  da  auch  ein  Theil  von  deren  Knotenpunkten  mit  den  vorigen 
zusammenfällt* 

3,    Die  Saite  werde  mit  einem  harten  Stift  angeschlagen.'^) 

Wir  nehmen  zum  Anschlagen  einen  harten,  schmalen  Metallstift,  der 
augenblicklich  zurückspringt,  so  dass  also  der  Stoss  die  Form  der  Saite  nicht 
ändert  aber  eine  gewisse  Geschvdndigkeit  auf  die  getroffene  Stelle  überträgt, 


*)  HeUnholtz  a.  a.  0.,  BeUag^  lY. 
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während  alle  anderen  Punkte  der  ganzen  übrigen  Saite  noch  keine  Ge- 
schwindigkeit haben. 

Da  jetzt  für  t  =  0,  s  =  f(z)  =  0  ist,  so  ist  Bn^—  0. 

--.  F  (2)  ist  2m  Zeit  t  —  0  nach  unserer  Annahme  =  0  für  alle 

Punkte  ausser  für  den  Anschlagspunkt  z  =  a.     Es  ist  mithin  nach  der 
oft  gebrauchten  Methode 

1  n        r^^  '     h/rz  ,  .     h/ra 

Xh .  2"  Ch  =*/  5J  8'"^  —]—  dz  —  c  sm  —j—, 
0 
wo  c  das  Produkt  aus  der  Geschwindigkeit  und  der  yerschwindend  kleinen 
Länge  des  geschlagenen  Theiles  der  Saite  bezeichnet.   Man  erhält  also 

n«=oc 

2      2  n;ra    .        ^   .    uttz 

c  ^j —  sm  — —  sm  Xn  t  sm  — j — . 

n  =  l 

Da  auch  hier  in  s  das  Glied  wegfallt,  wo  sin  — y—  »i  0  ist,  so  gilt  die- 
selbe Bemerkung  wie  oben. 


3*    Ein  elastischer  Hammer  schlage  die  Saite. 

Der  Hammer  ist  mit  einem  elastischen  Polster  überzogen ,  wie  beim 
Ciavier,  so  dass  derselbe  sehr  nachgiebig  ist  und  bedeutend  znsammen- 
gepresst  werden  kann.  Dann  dürfen  wir  den  Druck  des  Hammers,  den  er 
gegen  die  Saite  während  des  Stosses  ausübt,  so  gross  setzen,  als  er  sein 
würde,  wenn  der  Hammer  gegen  einea  ganz  festen  und  vollkommen  un- 
nachgiebigen Körper  schlüge.  Wir  nehmen  demnach  den  Druck  des  Ham- 

mers  Da^A  sin  mt  für  t «»  0  bis  — ,  wo  —  die  Länge  der  Zeit  ist,  während 

welcher  der  Hammer  an  der  Saite  anliegt.  Dabei  ist  m  um  so  grösser,  je 
grösser  die  elastische  Kraft  und  je  geringer  das  Gewicht  des  Hammers  ist. 

Um  nun  f  (z)  »>  0,  d.  h.  die  die  Form  der  schwingenden  Saite  bestim- 
mende Gleichung,  nachdem  der  Hammer  die  Saite  verlassen  hat  und  die 
selbe  sich  selbst  überlassen  ist,  zu  finden,  verfahren  wir  folgendermassen. 

Es  soll  zunächst  die  Bewegung  der  Saite  bestimmt  werden  während  des 

Zeitabschnittes,  wo  der  Hanmier  anliegt ,  also  von  t  «=  0  bis  t  <=»  — . 

Die  Saite  von  der  Länge  1  werde  in  z  »=  z^  angeschlagen,  wodurch  sie 
in  zwei  Theile  getheilt  wu*d. 

Die  Ausschläge  für  z  >>  z^  seien  mit  s'  und  die  fttr  z  <:1  z«  mit  s^  be- 
zeichnet. Der  Druck,  den  die  Saite  auf  den  schlagenden  Hammer  ausübt, 
muss  abhängig  sein  von  dem  Winkel,  den  die  gebogene  Saite  an  der  An- 
schlagstelle mit  der  zAxe  bildet.    Die  Tangente  dieses  Winkels  ist  [3:)  9 
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WO  der  Index  0  bedeutet,  dass  in  ^  z>k  zugesetzt  werden  soll.  Es  ist  dann. 


wenn 


S  die  Spannung  der  Saite  bedeutet,  die  eine  Componente  S  I  icf  j , 


die  andere  —  ^  ( 31  ]  ^  ^^  ^^^  ^^  erhalten 


■,-A..„._s[(|)-(DJ 


Von  der  geschlagenen  Stdk  gehen  nach  beiden  Seiten  WeUen  aus  und 
es  kann  deshalb  gesetzt  werden,  wenn  mit  a  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit dieser  Wellenbewegung  bezeichnet  wird  (§  229,  9.)> 

s,  1»  f)  (z  —  z,,  +  at),  wenn  0  ^  t  :^  —  und  z»  5  x  5  z»  —  at  ist, 

^w^q)(z^  —  z  4-  «t),  wenn  0  ^  t  :^  —  und  lo  ^  *  ^  «#  +  «t  ist. 

Diese  willkürliche  Function  bestimmen  wir  folgendermassen. 

Wir  erhalten,  wenn  mit  g>'  der  Differentialquotient  von  q>  bezeichnet 
wird:  D-^ A  sin  mt>»2S.^'(at).  (a.) 

Dies  nach  t  integrirt  giebt: 

C cos  mt  i»  —  flP(«t). 

m  a    "^ 

Setzen  wir  nun  statt  at  entweder  z  —  z^  +  ^^  ^^  ^  —  z  +  *t,  also 


sUtt 


Z  -       Z-  Za  "—"  z 

t  entweder +  t  oder  -S h  t,  so  geht  diese  Gleichung 

a  a 


tiber  in 

C-^c«s(^(.^..)  +  mt)- 

2S 


r       A        /m,  ,  ^     A      2S 


Die  hierin  enthaltene  Constante  bestimmen  wir  dadurch,  dass  s,  und 
s'  >»  0  unserer  zunächst  zu  lösenden  Aufgabe  nach  sind,  wenn  s  ■«  z^Ifat 
gilt.  Dann  sind  also  s,  und  s'  und  damit  die  gesuchte  Function  gt  durch 
die  folgenden  Gleichungen  gegeben: 


aA   ,, 
^*-2mS^^-^^^ 
^        aA   I  . 


"  (z  — zj  +  ml 


(b.) 


Hiermit  ist  die  Bewegung  der  Saite  bestimmt  in  der  Zeit  von  0  bis  — , 

vorausgesetzt,  dass  in  dieser  Zeit  die  Bewegung  noch  nicht  an  ein  Ende 
gekommen  und  dort  reflectirt  worden  ist. 

Im  Folgenden  soll  nun  die  Bewegung  nach  der  Zeit  —  untersucht 

werden. 
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Ist  t=B  —  geworden,  so  ist  der  Hammer  abgespruDgen  und  damit  der 

Druck  verschwunden,  also  für  t  ^  ~  ist  D  «=  0  und  somit  nach  (a.) 

m 

0«:f)'(at),  also  ^(at)a»Const 
Diese  Const  finden  wir,  indem  wir  in  beide  Gleichungen  (b.)  setzen 

7t  aA 

t aK  —  und  zwm\     Es  ergiebt  sich  dann  Const  ■«  — ^.  Diesen  Werth he* 
m  mö 

halten  demnach  s,  und  s'  bis  Theile  der  von  den  Enden  reflectirten  Wellen 
an  die  betreffenden  Punkte  gelangen. 

Analog  §  231  kann  man,  um  die  Wirkung  der  r^ectirten  Wellen  zu 
berücksichtigen,  statt  der  beiderseits  begrenzten  Saite  eine,  welche  nach 
beiden  Seiten  ins  Unendliche  gdit,  einUnhren  und  in  allen  Punkten,  welche 
um  Vielfache  von  2 1  vom  Anschlagpunkt  z^  abstehen,  einen  ^en  solchen 
Anschlag  gleichzeitig  mit  den  von  z«  stattfinden  lassen ,  so  dass  von  allen 
diesen  Punkten  eben  solche  Wellen  auslaufen  wie  von  z«,  femer  in  den 
Punkten ,  fttr  welche  z  «=  —  a^  :i:  2  al  ist,  gleichzeitig  mit  den  vorigen  An- 
schlagen noch  andere  von  derselben  Art,  aber  in  entgegengesetzter  Richtung 
anbringen,  so  dass  von  diesen  letzteren  Punkten  den  vorigen  gteiche  Wellen, 
aber  nach  negativer  Hohe  ausgehen.  Aus  den  Lehren  der  Interferenzer- 
scheinungen ergiebt  sich  dann,  wie  bei  den  Luftschwingungen  §  231,  dass 
dadurch  derselbe  Effect  hervorgebracht  wird,  also  namentlich  alle  Punkte 
z  sJo,  1,  21...— I,  —  21. ..in  Ruhe  bleiben.  Die  hiermit*  angegebene 
WeUenbewegung  ist  eriäutert  in  Fig.  20  durch  die  ausgezogenen  Wellenberge 
und  WeUenthäler. 

^. \ K 4 * \ * 1- rp^ 

(^  --.^^^----  ^^ 


3Si£ 


Von  dem  Augenblick  an,  wo  der  Hammer  die  Saite  verlässt,  also  für 

t  OB  ~  haben  wir  also  auf  der  unendUchen  Saite  rückwärts  und  vorwärts, 

d.  h.  nach  der  Richtung  der  negativen  und  positiven  z  fortschreitende 
Wellensysteme. 

Diese  einzelnen  abgerissenen  Stücke  wollen  wir  nun  passend  ergänzen, 
um  ein  zusammenhängendes  vorwärtsschreitendes  und  ein  eben  solches  rtlck- 

wärtsschreitendes  System  zu  erhalten,  von  welchen  jedes  zur  Zeit  t  »>  — , 

wo  delr  Hammer  die  Saite  verlässt,  sich  anfängt  zu  bewegen,  also  f(z)  und 

F(z)  bestimmt.   Bei  der  rückwärts  gehenden  Welk,  deren  Ausschläge  mit 

aA 
s,  bezeichnet  werden,  ist  erst  s,  ■»« 0,  steigt  dann  auf  — g,  wie  es  an  der 

Figur  gezeichnet  ist.  Geht  man  über  den  Anschlagspunkt  hinaus  und  über 

16* 
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die  von  dort  aus  vorwärts  schreitende  Welle ,  so  findet  man  wieder  Werthe 

aA 
von  s, ,  die  gleich  Null  sind  und  welche  bis  auf ^  sinken,  sobald  man 

die  erste  negative  Welle  überschreitet.  Um  nun  die  positiven  und  negativen 
rttckwärtsschreitendeQ  Wellen  mit  einander  zu  verbinden,  muss  man  sich 
zwischen  jedem  positiven  und  dem  nächstfolgenden  negativen  Anschlags- 

aA 
punkte  die  Grösse  +  ^  zu  den  Werthen  von  s^  hinzudenken.  Ebenso  ver- 
bindet man  die  vorwärtsschreitenden  Weilen  und  erhält  so  nur  positive 
rückwärtsgehende  und  negative  vorwärtsschreitende  Wellen. 

Die  Rechnung  nach  diesen  Wellensystemen  ist  nun  folgende. 

Nach  der  allgemeinen  Formel  für  die  Wellenzüge  §  245,  S.  181  ist 
für  dem  positiven  rückwärtsgehenden  Wellenzug 


«'.-2[«»-«'-(»-S)+^-«»(»-^)] 


sm 


n/rz 


TC 


wo  s,  Cq  für  tt,  Bq  und  der  Einfachheit  wegen  t  —  ^  statt  t  gesetzt  ist. 


TC 


Zur  Bestimmung  der  Bq  und  Cq  ist  dann  für  t  >«  — 


m 


n=qo 


sm 


0  =  1 

^-F(z)-2<^°^'» 


DfTZ 


.    n^TZ       .^,. 
sm  — r— ,  mithin 


21 


n  =  l 


/fW 


h/rz  ,        ... 
sm  — i — dzaalBb, 


21 

/f(z) 


sm  — T— dz  a- XulCh . 


1  *""'  y*v-/^       j 

0  0 

Dass  die  Integrationsgrenzen  0  und  2 1  sind,  ergiebt  sich  daraus,  dass 
die  gleichartigen  Anschlagspunkte  in  Abständen  21  sich  wiederholen,  also 
2 1  die  Wellenlänge  ist 

Es  ist  nun  die  nächste  Aufgabe  f  (z)  und  F(z)  für  die  einzelnen  Stücke 
zu  bestimmen. 

Nach  der  Art,  wie  wir  die  einzelnen  Wellenstücke  zu  einander  ver- 
binden, ist 


von  zsa« 
1)0 

2)Zo- 
3)Zo 


a/r 
m 


5)  21  — Zo 


bis    Zae 

a^c 


21  — z. 
21 


.f(z): 


aA 
mS 
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Setzen  wir  nun  diese  Werthe  in  das  Integral  ein  und  führen  die  Inte- 
gration über  die  einzelnen  Stücke  aus,  so  folgt 

,„  aAm*P  .    /hfra/rX    .    hTt 

5s, 
■5t' 


Smh/r(m*l*  — h«a*7r*) 
'-  F(z)  ist  überall  Null,  nur  von 


a/r 
^        m 


21— Zo- 


fkTt 

m 


bis  zav 


tl  — Zo 


'F(z)-  . 


ist  dg. 
cit' 
aA    .     m,  . 

aA    .    m  ^,  V 

-2S'^°7^'-'*-'^- 


Die  Einsetzung  dieser  Wertbe  liefert  dann 

,^  2a*A  ml*  ./h^a7r\    .    hn 

Für  den  fortschreitenden  negativen  Wellenzug  ist,  abgesehen  vom 
Vorzeichen, 

Basl 

Die  Bestimmung  von  f(z)  und  F(z)  ftlr  t««  —  ist  hier 


TOD   Z— ' 

bis  z»B 

8'-f(z) 

1)  0 

Zo 

0 

2)2. 

2mSl* 

3)^  +  ^ 

21  — «0 

aA 
mS' 

4)21-z. 

21-Z.+ 

a^r 
m 

2msr 

5)  21-1,+ 

m 

21 

0, 

ds' 


■cos 


?<^-4 


{l  +  C08™(21  — z,— z)}. 


^  »  F  (z)  ist  aberall  Null,  nur 


TOD  z> 

z« 
21  — 


bis  ZiK 


'■+T 
2,-.+-^ 


ist 


as' 


F(z)- 
m 


z,). 


aA    .     ™, 

2^         •  "*    /  All  \ 

^8in-(z-214-x^. 


Die  Beracksichtigung  dieser  liVertbe  ergiebt  dann 
aAmM» 

1B-  — —  ;; : 7-T5S TS-S-SrSin 


S.nihrt(mM»  — h»a»7i*) 
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und 

,^  2aA  mal*  ,/h;r  a/rX   .    hn 

X.lC,  =  -^.^,p_^,^^,C08'(^-p^j  8«.  -  Z, 

Die  Gleichung,  welche  die  gesochle  resuHirende  Scfawingang  ergiebt, 
ist  endlich  s  =  s,  —  s'  oder  nach  Einsetzung  der  berechneten  Werthe 

^  — 7-iii üTii;  s*>*  -i sin  -r-  locos  xn  ( t sin  -T- . 

11  =  1 

Daraus  folgt  auch  hier  analog  dem  Früheren ,  dass  die  Glieder  in  der 

n  7t 
Reihe  für  s  wegfallen,  in  denen  sin  -p  z^ »=  0  ist. 


4.    Form  der  schwingenden  Saiten.*) 

Zur  Bestimmung  der  in  der  allgemeinen  Schwingungsgleichung  §  245 
«nthakenen  Coeffidenlen  mOssen  wir,  w«in  wir  die  f(z)  und  F(z)  den  Ex- 
perimenten entsprechend  nehmen  wollen,  die  Beobachtungen  mitdemVibra- 
tions-Mikroskop  benutzen.  Aus  diesen  näiplich  geht  hervor,  das»  die  Haupt- 
bewegung aller  Saitenpunkte  abwechselnd  auf-  und  absteigend  ist  in  der 
Weise,  dass  das  Aufsteigen  und  Absteigen  mit  constanter  Geschwindigkeit 
geschieht,  dass  aber  diese  Geschwindigkeiten  im  AllgeMeinen  von  einander 
yerschieden  sind  und  demnach  auch  die  Zeiten  des  Auf-  und  Absteigens. 
Bezeichnen  wir  denmach  diese  verschiedenen  Geschwindigkeiten  mit  f  und 
g,  so  können  wir  schreiben,  wenn  t  die  Steigzeit,  T  die  Schwingungsdauer 
bedeutet^  also  T  —  t  die  Fallzeit  ist, 

Ton  t—iO  bis  t=-«T,      Si»ft-f-a, 
von  t  — T  bis  t-=T,      s  — g(T  — t)-f-a,         ^*' 
folglich  ist 

fT  — g(T  — t).  (b.) 

Denken  wir  uns  nun  die  Schwingung  eines  Punktes  der  Saite  f&r 
irgend  ein  z  ausgedrückt  durch  die  Reihe 

2\j^     .    2  7rnt  ,  ^         2/rntl 
\Ba  sm  -^  +  (7n  cos-^   , 

SO  ergiebt  sich  durch  Integration 

T  T 

Bhy  sm*-^  dt  =  ^&sin  -j-dt 


und 

T 


Q,  I  cos*    ^    dt  =  /  s  cos  -^—  dt 


t^  HelmholU  a.  a.  0.  Beilage  V. 
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Die  AosfahniBg  der  Integration  mit  Berüdtsiehtifimg  des  obigen 
Werthes  ron  s  und  der  Gleichung  (b.)  gi^t  dann 


^^ 2F;iS~  ""^  T"' 

^^ — -^v^y-^'  ir}- 


Die  SchwingUBgsgleichung  wird  demnach 

„       (f+g)T°"^ri    .    nm   .    2nnf,       tN"! 

Dies  ist  also  der  Werth  des  Ausschlages  für  irgend  einen  Punkt  der 
Saite,  dessen  Ort  durch  z  bestimmt  ist.  Einen  anderen  Ausdruck  derselben 
Grösse  giebt  die  Formel  aus  §  245,  d.  i. 

s  — 2  [^»  cos  xn  ^t-  |.)  +C„  sin  xo  ^-  -l^lsin^. 

Diese  beiden  Gleichungen  müssen  nun  in  Uebereinstimmung  gebracht 
werden. 

Dies  verlangt,  da  Xn  «-=  -i«—  ist,  dass  giU 

Bo  — 0  und  Cnsm-j—  — -^ -j  ffln-—-.  (c.) 

Zur  weieren  Bestimmung  von  Cq  bedenke  man,  dass  f -f-  g  und  v  von 
z,  aber  nicht  von  n  abhängig  sind.  Setzen  wir  daher  z.  B.  n^»  1  und 
ii  *»2,  so  erhalten  wnr  durch  Division 

^eos-^-^co»^. 

C.       1  1 

Nun  ist  für  z  i»  0  auch  t  »-«  0,  also  ^  "» -r-  und  dann  für  z  ««  tt  überein- 

tij       4  2 

T 

stimmend  mit  den  Beobachtungen  t^m^-jr, 

r 
Nach  Einführung  dieses  Quotienten  ~  ergiebt  sich 

1  ""t 

Hierauf  erhftlt  man  dann  mit  (c) : 

f+g   T 
TT»     n«' 

also  ist  f-f-g  auch  unabhängig  von  z  und  wir  erhalten  für  jeden  Punkt 
der  Saite 


(d.) 


c„=: 


■=i 
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Wir  können  endlich  noch  statt  f  und  g  die  Amplitude  einführen. 
Setzen  wir  p  die  Amplitude  des  Saitenpunktes  z  und  P  die  des  üittelpunktes, 

zns— •,  80  erhalten  wir  nach  der  Definition  von  f,  g,  t^  T 

2p  — fT  — g(T  — t), 
also 

f4.g«2p      _2p___2pT_ 

Damit  ergiebt  sich  mit  Httlfe  roo  (d.) : 

2pP 

Ebenso  können  wir  setzen 

2P  — fT  — g(T  — t) 
und  erhalten 

2  PI«  8P 


:  ^4('-^) 


(f.) 


Dies  in  den  Werth  von  Cq  eingesetzt  giebt  endlich 

^"       ^n« 

und  damit  die  Gleichung  der  Schwingung 

a=oo 

UTTZ 

sm 


*-^  2  E^'^" ""('-!) 


T 

I 

Hieraus  bsst  sich  noch  Folgendes  über  die  Art  der  Schwingung  folgern. 

8  ist  >K  0,  wenn  t  ^^  -jr+mTC  ist,  d.  h.  alle  Punkte  gehen  gleichzeitig 

durch  die  Gteichgewichtsbge,  von  da  ab  ist  die  Geschwindigkeit  f  des 

Punktes  f—^.  ♦ 

2  (1 i) 

Da  aber  nach  (e.)  und  (f.)  p  -«  4  P  .^ — -  ist  und  dann  mit  Berück- 
sichtigung von  (d.)  folgt  p  «-=  4  P-^ j  so  erhält  man  f=- — -. • . 

Diese  Geschwindigkeit  f  bleibt  aber  nur  bis  zur  Zeit  t,  d.  i.  nach  (d.) 
bis  zur  Zeit  t>-bP -- ,  also  ist 

fürt^Tf    s-ft-il^>t, 

oder 

8P 

Von  t  >K  T  -j-  an  geht  der  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  g  zurück, 

2  p        8  Pz 
wo  nach  den  obigen  Werthen  g  «-s       *^    m^  -—-  ist. 

1  —  T      1  r 
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Es  ist  demnach  für 

T^t>T  j  oder  t« 


'^  +  t|i  wo  t, ^T  —  T  ist, 


da  die  Bewegungen  während  der  Zeit  t  und  t,  entgegengesetzt  sind  und 
mit  den  Geschwindigkeiten  f  und  g  gemacht  werden, 

z(l  — z). 


1> 


IT 


Dies  giebt  nach  (d.): 


oder 


■7?{T-(M-g} 


s»^(T-t). 


(g*) 


Die  Schwing^jing  der  Saite  theilt  sich  also  in  zwei  Theile.  Auf  dem 
einen  Theile  derselben  ist  die  Ablenkung  gegeben  durch  (g.),  auf  dem  ande* 
ren  durch  (g*).  Beide  Gleichungen  geben  für  die  Gestalt  der  Saite  eine 
gerade  Linie,  die  entweder  (g.)  durch  den  Punkt  z  i~  1  oder  (g*)  durch  den 
Punkt  z  ix  0,  also  durch  die  Endpunkte  geht.  Fttr  den  Schnittpunkt  dieser 
Geraden  ist 

8P. 


'-TT^' 


.z)t  =  |^z(T-t), 


also  It  — zT. 


Die  Abscisse  z  des  Schnittpunktes  wächst  proportional  der  Zeit.  Der 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden,  welche  die  schwingende  Saite  bildet,  der 
zugleich  der  am  meisten  aus  der  Gleichgewfchtslage  entfernte  Punkt  der 
Saite  ist,  rückt  also  mit  constanter  Geschwindigkeit  von  einem  Ende  der 
Saite  zum  anderen  und  während  dieser  Zeit  liegt  er  auf  einem  parabolischen 
Bogen,  da  für  ihn 

4P 

Saspss  —  Z(l Z)  ist. 

„Die  Bewegung  der  Saite  lässt  ^*^-  **• 

sich  also  (Hehnholtz  S.  579)  kurz  so 
beschreiben:  dass  in  Fig.  21  der 
Fusspunktd  der  Ordinate  ihres  Gipfels 
mit  constanter  Geschwindigkeit  auf 
der  Linie  ab  hin-  und  hereilt,  wäh- 
rend der  Gipfelpunkt  selbst  die  beiden  parabolischen  Bogen  ac^b  und  bc,a 
nach  einander  durchläuft  und  die  Saite  selbst  in  den  beiden  geraden  Linien 
aCj  und  bc^  oder  ac^  und  bc,  ausgespannt  ist/* 
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Stärke  der  SehaUempilndiing.    (§  272.) 

Die  Intensität  ist  proportional  dem  Quadrat  der  Amplitude 
und  indirect  proportional  dem  Quadrat  der  Schwingungs- 
dauer. 

Die  Entstehungsstärke  des  Schalles  ist  proportional  der  lebendigen 
Kraft  der  schwingenden  Theilchen,  also  dem  Quadrat  der  Schwingungs- 
geschwindigkeit.  Diese  Geschwindigkeit  ändert  sich  mit  der  Zeit,  erhält 
aber  nach  Verlauf  einer  Schwingung^uer  wieder  denselben  Werth,  sie  ist 
daher  veränderlich  von  Moment  zu  Moment.  Denkt  man  sich  auf  emer 
Geraden  Senkrechte  errichtet,  weldie  von  Zeittheilchen  zu  Zeittheilchen 
die  lebendige  Kraft  darstellen ,  so  sind  nach  der  Formel  von  §  224  (28.) 
diese  einzelnen  Senkrechten:  • 

iniv'«simu'  cos*-»r-. 

Verbindet  man  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  durch  eine  Linie,  so 
ist  die  Fteche  zwischen  dieser  Linie  und  der  Geraden,  wenn  man  die  Figur 
für  die  Dauer  T  ausfuhrt,  die  Summe  aUer  in  der  Zeit  T  auftretenden  Elen- 
digen Kräfte,  jede  mit  einem  kleinen  Zeittheilchen  multiplicirt  Dividirt 
man  also  diese  ganze  Summe  mit  T,  so  erhält  man  die  mittlere  lebendige 
Kraft. 

Dies  analytisch  dargestellt  giebt  folgenden  Ausdruck  fQr  die  mittlere 
lebendige  Kraft : 


1/ 


i  niH»  co8»Ht^  dl  l :  T  —  1  mu» 


T- 


also  proportional  u*,  das  ist  der  Oscillationsintensität    Dieses  u'  ist  aber 

4  TT* 

(§  224)  -=p  r',  also  ist  die  Intensität  dem  Quadrat  der  Amplitude  direct 

und  dem  Quadrat  der  Schwingungsdauer  indirect  proportional 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Stärke  der  SchaUenqpinduiig 
übereinstimmt  mit  der  objectiven  Intensität  der  Schallerregung,  wie  unter 
1.  und  6.  im  Lehrbuche  auseinandergesetzt  ist.  Anders  beim  LiekA  (vergL 
§  284). 


Beugung  dea  Sehallea.    (§  276.) 
Die  Schall-  und  Lichtstrahlen  sind  gerade  Linien. 

Wenn  der  Schall  auf  einen  Schirm  trifft,  in  dem  eine  OefiTnung  ist,  so 
vernimmt  man  ihn  im  Allgemeinen  in  allen  Richtungen  hinter  der  Oeff- 
nung,  während  dies  nicht  bei  dem  Lichte  der  Fall  ist.  Man  hat  demnach 
behauptet,  dass,  wenn  die  Undulationstheorie  des  Lichtes  richtig  wäre,  so 
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Flg.  22. 


müstte  das  Licht  hinter  der  Oeffkiung  eines  Schirmes  sich  ebenso  verhalten 
wie  der  Schall.  Diese  Behauptung  ist  durch  die  folgende  Untersuchung^ 
widerlegt,  wobei  sogleich  die  Theorie  der  Beugung  angedeutet  ist,  deren 
genauere  ^rOrterung  in  §§  370  und  371  enthalten  ist. 

Bedeute  AB  (Fig.  22)  einen  die  Wellenbewe- 
gung aufhaltenden  Schirm  und  ab=2  e  eine  Oeff- 
nung  in  demselben.  An  diesen  Schirm  treffe  eine 
Welle,  deren  Ausgangspunkt  weit  entfernt  sei,  so 
dass  wir  das  Stück  ab  der  sphärischen  Welle  als 
eben  ansehen  dürfen.  Untersuchen  wir  nun  die 
Erregung,  die  in  Folge  der  Welle,  welche  durch  ab 
geht,  in  einem  Punkte  M  eines  Halbkreises  mit  dem 
Halbmesser  r,  dessen  Mittelpunkt  in  C,  d.  i.  der 
Mitte  Yon  a  b,  ist,  bewirkt  wird.  Wir  theilen  uns 
den  Spalt  ab  in  unmerklich  kleine  Theile  von  der 
Breite  dx,  so  dass  also,  wenn  der  Winkel  BCM  mit 
&  bezeichnet  wird,  die  Entfernung  M  von  dem 
Ende  des  ersten  Theiles  ist 

Mx  =  j/r*+x*  — 2rxcos^, 

X* 

=  r  —  X  cos  ^  +  ^  sin*^  + 

2r 

Nach  dem  Huyghens'schen  Princip  nehmen  wir  nun  an,  dass  von  jedem 
Theile  des  Spaltes  eine  neue  Welle  fortgeht,  deren  Amplitude  in  M  wir  um- 
gekehrt proportional  der  Entfernung  setzen  müssen.  Wir  können  demnach 
die  in  M  antreffende  Schwingung  ausdrücken  durch 

adx   .    27C 


dy: 


oder  ndherungsweise 


Mx 


sin  -j-  (at  —  Mx), 


adx       2  TT 

.sm  -;r-  (at  —  r  4-  xxos  d-). 


Mx  ^'^  l 
Die  Erregung  des  Punktes  M  von  allen  diesen  Elementenwellen  ist  dann : 

?adx   .    2/r.  ,  ,  ^, 

y  =  /  -jjj—  sin  -y-  (at  —  r  -f-  x  cos  d). 


+• 
d.  i.  wenn  Mx^^r  gesetzt  wird,  was  für  kleine  Oeffnungen  2e  gestattet  ist, 

y  =  ^ _^  ^^^  ^\  cos  -r-(at— r — ecos^)— cos— (at — r-f-ecos^)  , 

2e7rco8^   .    271,   , 
sm ^ sm  -T-  (at  —  r). 


2  Trr  cos  ^  I 

ai_ 

Trr  cos  ^ 


Für  die  Untersuchung  der  Intensität  kommt  aber  nach  §  272  nur  die 

A      1*  j        21^        .     2e7r  cos  ^  .    -.  ^     , 

Amphtude       —  .  sm     -    , m  Betracht. 

Trr  cos  ^  .    A 


*)  Gehler's  Lexikon,  Undulation  §  21. 


Digitized  by 


Google 


252  IL  Wellmbeiregiiiig,  Akustik. 

1)  >t  >*  e.  Dies  wird  meist  bei  SchallweUen  der  Fall  sein,  wo  ausser- 
dem die  Wellenlange  immer  gross  im  Va^leich  zu  denen  des  Lichtes  ist. 

Wir  können  dann  setzen 

.    2e7rcos^      2e/rco8^ 
«n j j—, 

mithin  ist  dann  die  Amplitade 

aX       2eyreos^      2ea 
Trr  cos  ^         k  r    ' 

also  eine  Grosse,  welche  von  &  ganz  unabhängig  ist,  d.  h.  die  Schallerregung 
ist  in  allen  Punkten  der  Kugel  von  demselben  Halbmesser  ganz  dieselbe. 

Dass  dieser  letztere  Schluss  nur  begrenzt  richtig  ist,  geht  aus  den  Be- 
obachtungen hervor,  die  §  273  des  Lehrbuchs  angegeben  sind. 

2)  >t  •<  e.  Dies  wird  beim  Licht  meist  der  Fall  sein. 

Hier  ist  für  einen  Punkt  N ,  der  der  Oeffnung  nahezu  gerade  gegen- 
übersteht, weil  d'  wenig  Ton  90^  yerschieden  ist,  cos  ^  eine  sdu*  kleine 
Grösse,  also 

.    2  OTT  cos  ^      2  OTT  cos  ^ 
8.n j ^ . 

2  ea 
Die  Amplitude  erhält  für  diese  Punkte  den  obigen  Werth . 

Die  AmpUtude  ist  aber  gleich  Null  an  allen  Punkten,  für  welche 

2e7r  cos^       ,  .  ^       ,nX. 

ssz  +  UTt  oder  cos  ^  =  +  ^r-  ist. 

l  ""  "72e 

Solche  Punkte  giebt  es  nun  um  so  mehr,  je  kleiner  l  gegen  e  ist,  da 

es  dann  um  so  mehr  Werthe  von  n  giebt,  ehe  ^  »=  i  ist. 

Zwischen  diesen  ganz  finsteren  Punkten  giebt  es  lichte  Punkte,  welche 
aber  viel  schwacher  beleuchtet  sind  als  die  dem  N  benachbarten  Stellen.  Es 
finden  sich  nämlich,  wenn  nicht  &  nahezu  90<^  ist,  noch  Max.  yon  Helligkeiten, 

wenn  sin s s«  + 1  igt.  Die  Amplitude  für  diese  Punkte  ist  dann 

a>t 

;:,  mithin  stehen  die  Intensitäten  der  Erleuchtung  von  N,  d.  i.  I  zu 

r/r  cos  ^ 

der  der  anderen  erleuchteten  Punkte  F  in  folgendem  Verhältniss:  ' 

aU> 


I:F 


{^)' 


(ttv  cos  d)*' 

1 


'4e*7r*cos*^' 

also  ist  F  im  Vergleich  zu  I  eine  um  so  kleinere  Grösse,  je  mehr  &  von  90<^ 
verschieden  ist. 
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Das  Doppler'sche  Prinoip.    (§  277.) 

Um  die  Gleichungen  für  das  Doppler'sche  Princip  aufzufinden ,  legen 
Klinkerfues*)  und  Ketteier**)  ihren  Betrachtungen  eine  unendliche  Reihe 
Yon  elastischen  nebeneinander  hegenden  Kugeln  zu  Grunde  oder  auch  eine 
von  Mach***)  beschriebene  Vorrichtung,  die  aus  einer  Reihe  schwerer  Me- 
tallcyUnder  besteht,  deren  Axen  zu  je  zwei  durch  ringförmige  elastische 
Stahlfedern  verbunden  sind. 

Im  Folgenden  soll  die  Entwickelung  von  Ketteier  reproducirt  werden« 

Zur  Vereinfachung  des  Problems  nehmen  wir  an,  dass  die  Translations- 
geschwindigkeit g  des  tonerregenden  Körpers  ein  kleiner  Bruchtheil  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  der  Wellen  ist  Dann  ist  es  erlaubt,  die 
Aenderung  der  Amplitude  und  der  Gesetze  der  Schwingungen ,  die  wegen 
der  entstehenden  Reibung  vorhanden  sein  müssen,  zu  vernachlässigen  und 
von  der  localen  Dichtigkeitsänderung  des  Mittels  in  unmittelbarer  Nähe  der 
Quelle  abzusehen. 

Es  geschieht  die  Uebertragung  der  unendlich  vielen  und  unendlich 
kurzen  Stösse,  durch  deren  continuirliche  Folge  die  Wellen  entstehen,  an 
das  leitende  Mittel  in  gleicher  Weise,  mögen  dieselben  von  demselben  oder 
von  verschiedenen  Punkten  des  Raumes  aus  erfolgen.  Es  darf  stets  die 
Ton-  oder  Lichtquelle  als  während  einer  unendlich  kurzen  Zeit  ruhend  ge- 
dacht werden. 

Die  Gesetze  der  Schwingungen  mögen  bei  Ruhe  oder  Bewegung  ge- 
geben sein  durch  s=B:f  (t)  oder  speciell  für  pendelartige  Schwingungen  durch 

s=a  sm  -=r  t. 

Das  Princip,  dessen  Benutzung  uns  die  Gleichungen  unseres  Problems 
Hefert,  ist  folgendes:  Bei  jeder  wellenförmigen  Bewegung  bat  jeder  schwin- 
gende Punkt  in  jedem  Augenblick  diejenige  OsciUationsgeschwindigkeit, 
welche  jeder  vorhergehende  um  soviel  früher  gehabt  hat,  ab  die  einzelne 
Erschütterung  braucht,  um  von  jenem  zu  diesem  zu  gelangen. 

Für  unendlich  nahe  Punkte  giebt  dies  ^  "C"     '  ' 

af(z4-^z,t4-z/t)      ÖS         If^^  '    '  -■    . . ' 
5t  ^  di"      l  ^ -'    ' 

Dies  giebt  nach  dem  Taylor'schen  Satz  die  bekannte  DifferenGalgteichung 

a*8_  ^dH 


5?  —  ^  Bi- 


f** 


*)  Die  Abeiratton  der  Fixsterne  nach  der  Wellen theorie.    Leipzig  1867.   — 
Briot,  Mathematische  Theorie  des  Lichtes.    Uebereetxt  und  mit  einem  Zusati  ver- 
mehrt  Leipzig  1867%  —  W.  Hnggins,  Spectralanalyse  der  Himmelskörper.   Deutsch 
mit  Zusätzen.   Leigzig  1868. 
♦♦)  Pogg.  Ann.  CXLIV. 
*♦♦)  Pogg.  Ann.  GXXXn. 
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Für  endliche  Entfernung  liefert  unser  Princip  die  Gleichungen 

,_,(.-i),    ..-r(.-l). 

Nehmen  wir  nun  aus  der  unendlichen  Menge  Ton  Cylindem  bei  der 
Mach'schen  Vorrichtung  irgend  einen  Cylinder  als  den  ersten  und  betrach- 
ten die  Bewegung  des  p^®",  die  von  da  aus  an  die  folgenden,  den  p  + 1**" 
p  ^  2**"  ....  abgegeben  wird.  Derselbe  mache  in  Folge  irgend  welcher 
Ursache  zu  den  Zeiten 

l,  t  +  ^t,  t  +  2  ^t . . . , 

die  Excursionen 

f(i),      f(t  +  ^i),      f(l  +  2.yt).... 
Denselben  Erfolg  können  wir  erhalten,  wenn  wir 

1)  Yom  0'*°  Cylhider  beginnen  und  diesen  zu  den  Zeiten 

t_M?,     t  +  ^t-P^',      t+2^t— B:^,... 
c  c  '  c 

die  Excursipnen 

f(t),  f(t  +  -^t),  f(t  +  2^t)... 

machen  lassen; 

2)  von  beliebigen  Cylindem  ausgehen  und  zwar  wie  folgt  denselben 
zu  bestimmten  Augenblicken  bestinunte  Excursionen  ertheilen: 

Nummer  des  Gylinders  Zeit  Excursioii 

„_      t-»— "■)^'+^t      f(t+^t), 

c 

C 

c 
Letzterer  Vorgang  ist  der,  welcher  in  contiauirlieher  Form  in  Luft  und 
Aetber  bei  Bewegung  von  Ton-  oder  LichtqueUe  yor  sich  geht. 

Zur  Zeit  t  •-»  0  beginne  die  Bewegung,  man  habe  s^  <»  f  (0)  und  zwar 

bei  z  =»  0. 

Nach  der  Zeit  Ji  ist  diese  Excursion  fortgerückt  nach  z  »«  cz/t,  wäh- 
rend die  Excursion  s^ «-» f  (^t)  sich  befindet  bei  z  «=  gz/t. 

Nach  der  Zeit  2zyt  ist  die  Excursion  So  bei  z»:2c^t,  s,  ist  bei 
z=8(g  +  c)^  und  Sj  — f(2zyt)  ist  bei  z-=2gzyt. 

Diese  Betrachtung  ist  deuthcher  durch  die  folgende  Zusammenstellung: 
Die  Excursionen  8,,=  f (0),  s,  =  f (^t),  s,  =  f (2  Ji)...  befinden  sich 
zur  Zeit  t  =  0      bei  z  =  0, 

Ji  cJi,      gJiy 

2^t  2c^t,   (g+c)z/t,  2g^t, 

ZJi  3c^t,   (g+2'c)^t,  (2g+c)^t... 


n^t  nc^t,    (g-t-n— lc)^l,    (2g-}-n— 2c)^t,... 
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Man  hat  also  allgemein,  wenn  ^t »:  •—  t  gesetzt  wird 

.,-f(i.),b.w-c.[L£(i-i)], 

woraus  dann  durch  Elimination  Ton  —  folgt 


8-=f 


t-i 
c 


-rf) 


^^,genähert=«a8in-~    (c  +  g)ft— ^j    . 


als  Gleicliung  der  WeQe. 

Ist  das  Schwingungsgesetz 

.    2^  ^ 
s  =  a  sin  -y  t, 

so  ist  die  Gleichung  der  erzeugten  Welle 

.    2ft  et  — 

s  — asin-=r-- 
1     c 

Um  nun  die  veränderte  Schwingungsdauer  T^  und  Wellenlänge  X^  zu 

finden,  geben  wir  dieser  Gleichung  die  Form 

8-.9in2n:(l-^). 

Durch  Gleichsetzung  dieser  Werthe  Ton  s  erhalten  wir  dann 

i:^T-T.,     (c-g)T-A., 
c 

da  ausserdem  A  -«  cT  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  wichtige  Folgerung 

T       A' 

d.  h.  die  Schwingungsdauer  und  Wellenlänge  yerändern  sich  in  gleichem 
Verhältniss. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Gleichung  der  Welle  in  der 
allgemeinsten  Form  der  Bedingung  genügt,  dass  für  denjenigen  Punkt  des 
Uittels,  der  von  der  Quelle  gerade  passirt  wird,  die  Elongation  desselben 
der  Elongation  der  Quelle  gleich  ist.  Denn  setzen  wir  die  für  diesen  Punkt 

— — — J  ein,  so  erhalten  wir 

s  =  f(t). 

AUe  obigen  Entwickelungen  beruhen  auf  der  Annahme,  dass  der  Bruch 

~  eine  sehr  kleine  Grosse  sei.  „Ist  das  nicht  der  Fall  (a.  a.  0.  S.  125),  so 

können,  wie  bereits  angedeutet  wurde,  bei  der  Bewegung  von  Ton-  und 
Lichtquelle  Momente  auftreten,  die  eine  unmittelbare  Identiflcirung  der 
Erscheinung  mit  dem  analogen  Vorgange  auf  der  Mach'schen  Maschine 
nicht  mehr  gestatten.  Sieht  man  ab  von  dem  Einfluss  der  Bewegung  auf 
die  Schwingungen  der  Quelle  selbst,  so  bleibt  noch  zu  beachten,  dass  die 
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rasche  Translation  eine  sich  auf  eine  gewisse  Entfernung  hin  erstreckende 
Dichtigkeitsdnderung  des  Mittels  hervorruft,  und  dass  die  Schwingungen 
sich  zunächst  an  diese  verdichtete  resp.  verdünnte  Umgebung  übertragen. 
Die  Theilchen  innerhalb  derselben  haben  eine  Translationageschwindigkeit, 
die  alle  Zwischenstufen  umfasst  zwischen  g  und  0 ,  und  ebenso  liegt  ihre 
Dichtigkeit  zwischen  einem  gewissen  Maximal-  resp.  Minimalwerth  und  1, 
so  dass  die  entsprechende  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  c  +  c,  all- 
mähUg  in  c  übergeht.  Nun  ist  klar,  dass  unsere  Betrachtungen  ihre  Gültig- 
keit behalten ,  wenn  man  sie  in  continuirlicher  Weise  auf  jede  unendlich 
dünne  Schicht  der  genannten  Umgebung  überträgt.  Und  andererseits  wird 
der  Fehler,  der  durch  die  Vernachlässigung  dieser  Verhältnisse  entsteht, 
immerhin  ein  geringer  sein.^^ 

Klinkerfues  kommt  a.  a.  0.  auf  die  Differentialgleichung 

a^s    .  ^  .,a«s 

und  deren  Integral 

8  —  a  sin  -^  f (c  4-  g)  t  —  z  +  Z], 
auf  Resultate,  die  Ketteier  als  unrichtig  verwirft. 
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Begriff  und. Wesen  des  Idohtes.    (§  279.) 

1.   Differentialgleichungen  der  Schwingungsbeweguag 
des  Aetbers.*) 

Nach  i  18  haben  wir  ans  den  Aether  als  einen  Sto£f  s«  denken,  dessen 
einzelne  Theile  eine  gegenseitige  Abstossnng  oder  Ansiehung  auf  einander 
ausüben,  wdehe  bewirkt,  dass  die  Theilchen  in  ihren  ursprtnglichen  gegen- 
seitigen Abständen  verharren.  Wird  aber  4kr  Aether  direh  den  Process 
des  Leuchtens  in  Bewegung  gesetzt,  so  sind  es  eben  diese  Krüfte,  welche 
die  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgetriebenen  Theilchen  zu  ihr  zurttck*- 
zuftthren  streben  und  hierdurch  die  Fortpflanzung  der  eingeleiteten  Licht- 
bewegung yermitteln.  Diese  Kraft  ist  nun  jedenfalls  eine  Function  der  Ent- 
fernung r  dieser  Theilchen,  also  f(r),  von  der  wir  annehmen,  dass  sie  sich 
mit  r  stetig  ändert,  aber  mit  zunehmendem  r  rasch  abnimmt.  Diese  Func- 
tion sei  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Kraft  ist  attraciiv  oder  repulsiv. 
Da  ferner  diese  gegenseitigen  Anziehungen  oder  Abstossungen  auch  pro- 
portional den  Massen  sdn  mttssen,  so  wird  m,.m2f(r]  der  allgemeine  Aus- 
druck der  Kraft  sein,  die  zwischen  den  Theilchen  wirkt,  deren  Massen  m^ 
und  m,  sind  und  deren  gegenseitige  Entfernung  r  ist  Wir  denken  uns  nun 
durch  ein  Aethertheilchen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  gelegt  und 
bezeichnen  mit  r  den  Abstand  der  Aethertheilchen,  welche  auf  einander 
wirken,  femer  mit  x^  /,  z'  die  Projectionen  von  r  auf  die  Coordinatenaxen, 
so  dass  also  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  von  r  gegen  die  Goordinaten- 

x'    y'    z' 
axen  — ,  ^,  —  sind  und  r*  =  x'* -+-/*  +  «'*  »t-    Nach  Einführung  des 

selbstverständlichen  Algorithmus  2  erhaben  wir  dann,  da  die  Gomponenten 
nach  den  drei  Axen  verschwinden  müssen ,  als  Gleichgewichtsgleichungen 
fUr  jedes  Molekül: 

0  — :?mf(r)-,       0=::^mf(r)^,       0  — :?Biif(r)  ~. 

*)  Beer,  Einleitinig^  in  die  höhere  Optik.  Braunsekweig  1853.  —  Briot,  M»- 
thematische  Theorie  des  Lichtes,  übersetzt  von  Klinkerfues.  Leipzig  1S67.  —  Ra- 
dicke,  Handbuch  der  Opük.   Berlin  189^. 

Klein,  Theorie  der  Elasticit&t  etc.  17 
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Wir  nehmen  nun  an,  dass  durch  eine  beUebige  Ursache  die  Aether- 
Moleküle  sehr  wenig  aus  ihrer  Gleichgewichtslage  gebracht  sind  und  dass 
sie  in  Folge  dessen  kleine  Schwingungen  um  diese  ihre  Gleichgewichtslage 
ausführen.  Nennen  wir  dann  $,  i; ,  ^  die  Veränderungen  der  Coordinaten 
eines  Aethermoleküles,  so  werden  die  des  benachbarten  sich  ausdrQckeii 
lassen  durch  g  +  J^,  ij  +^'?»  ?  +  ^-  Während  voriier  deren  Abstand  r 
war,  so  sei  er  jetzt  r  -f-  ^j  so  dass  also  ist 

(r  +  ^)«_(x'  +  ^§)«  +  (/  +  ^)»  +  (z'+^«. 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  demnach  ganz  allgemein : 

§-.«,(.+..,^. 

Diese  Gleichungen  (t.)  vereinfachen  sich,  da  es  sich  um  kleine  Schwin- 
gungsbewegungen handelt  und  wir  in  Folge  dessen  kleine  Gritosen  zweiter 
Ordnung,  d.  h.  die  Potenzen  und  Produkte  der  Verschiebungen  oder  ihrer 
Projectionen  vemachlässigen  können. 

Eine  bequemere  Ausdrucksweise  erhalten  wir,  wenn  wir  Ton  nun  an^ 

^    .     ^  ^  oder  —  mit  dem  einfachen  Functionszeichen  f  bezeichnen,  also 

r  +  ^r  r 

f(r) 
seUenf(r)  statt -^. 
^  r 

In  Folge  der  genannten  Vernachlässigungen  ist 

^^^r'Ji  +  r^  +  ffJ^^       f(r  +  ^r)-f(r)  +  r(r)^r. 

r 
Durch  Substitution  dieser  Grössen  unter  Benutzung  der  Gleichgewichts* 
bedingungen  verwandeb  sich  die  Gleichungen  (1.)  in 

^-^mf(r)^f+^mr(r)[x'^f+y'^ij+z'^^, 
^  — ^mf(r)^,+^mr(r)[x'^f +y'^i,+z'^  ^,     (2.) 

Diesen  Gleichungen  (2.)  wollen  wir  eine  fUr  das  Folgende  bequemere 
Form  geben.    Man  kann  nämlich  schreiben  nach  dem  Taylor'schen  Satz 

^3: +y  IT  +*  TT 

und  der  Exponentiah-eihe  5  +  ^?— »5  +  e     ^         ^Y  ^*—  1, 

wenn  man  symbohsch  bezeichnet  durch  (  ^'  g^  +  y'  3^  +  z'  tt  )  ^^^  Werth 

und  dem  entsprechend  die  höheren  Potenzen  dieser  Parenthese. 


^ 
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Es  ist  dann 

und  diesem  analog  können  die  beiden  anderen  Gleichungen  umgeformt 

werden. 

Nach  der  Bemerkung  zu  §  309,  1.  ergiebt  sich,  dass  die  dort  mit 

^  +  h'  u 

5—^^ —  bezeichnete  Grosse  verschwinden  muss;  setzen  wir  aber  f  (r)— ■  -^, 

d.  h.  nehmen  wir  die  Kraft  zwischen  den  Aethertheilchen  umgekehrt  pro- 
portional der  n'®''  Potenz  des  Abstandes,  so  ist 

^       2.3.5  -^  r»-»  2.3.5.7  ^  r"-»  7     ^' 

also 

,.  +  h._^(,_^)_,-S=J!. 

Es  muss  also,  damit  g'+h' »» 0  wird,  n  aa  6  sein.  Da  ferner  nach  den 
dort  gebrauchten  Bezeichnungen  g  +  h  positiv  ist  (cf.  §  373,  4.),  so  muss 
die  Kraft  die  Entfernung  der  Theilchen  vergrössem,  d.  h.  eine  repulsive 
sein.  Die  Molekularwirkung  der  Aethertheilchen  auf  einander  ist  demnach 
eine  repulsive,  die  mit  der  sechsten  Potenz  der  Entfernung  abnimmt. 

Nach  §  309,  2.  muss  nahezu  g, -t-hj-»0  sein.    Setzen  wir  nun 

folghch 

.  K            0  —  2 
gi  +  h.  — j-g,- 

Dies  ist  gleich  Null,  wenn  n  »b  2  ist.  Die  Wirkung  der  ponderabelen  Mo- 
leküle steht  also  im  umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrats  des  Abstandes 
und  wird,  da  wir  aus  anderen  Gründen  annehmen  müssen,  dass  die  Dichtig- 
keit des  Aethers  in  den  ponderablen  Mitteln  grösser  ist  als  im  freien  Aether, 
eine  Anziehung  sein  müssen. 

3.    Integration  der  Gleichungen  für  homogene  Mittel. 

Für  homogene  Mittel  müssen  die  Coefficienten  der  Grossen  J^^  Jr],  Jt, 
in  den  Gleichungen  (2.)  constant  nach  allen  Richtungen  dieseften  sein. 
Wir  wollen  daher  den  Gleichungen  (2.)  folgende  einfachere  Form  geben: 

17* 
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0  — L^l  +  R^  +  Q^, 


^- 


M^  +  P^  +  R^l, 
0-N^  +  O^S  +  P^, 


(3.) 


wo  ist 


L-5» 

f(D+yf(r) 

,    P-2m^r(r), 

M-Sm 

f(r)  +  ^r(r) 

»    O-Sm^'ffr), 

Nw2m 

f(r)  +  yV(r) 

,    R-Sm'-Jl^fCr). 

Es  koBUQt  nan  darauf  la,  zu  beaUmmen  {,  i;,  ^  ab  FunctioBen  der  ^eii 
und  der  Goordinaten  x,  y,  z  des  schwingenden  Punktes. 

Da  wir  also  lineare  Differentialgleichungen  mit  constanten  CoefBcien- 
ten  haben,  so  genügen  denselben  Integrale  von  der  Form 
^_^^^nij  +  Ty  +  wi  — rt 

,».Be"'^  +  ^  +  ^-«\ 

^_Ce"'^  +  ^  +  ''"~**, 
wo  u,  V,  w  und  A,  B,  C,  s  wUlkttriiche  Constanten  ümd.  A,  B,  C  sind  pro- 
portional den  Cosinus  dar  Winkel,  welche  die  ScbwingungBricIituBgeB  mit 
den  Coordinatenaxen  machen.  Diese  Grössen  sind  9  22^9  1.  mit  a,  /?,  / 
beieicimet  Die  Constanten  u,  t,  w,  s  setzen  sich  aus  einem  recUen  juid 
einem  imaginireii  Theil  lusammw«  Wenn  dies  besonders  eriMerl  warian 
soll,  schreiben  wir  «».V+ui,  ve«V+bi,  w  — W+äi,  8=«S4-ari- 
Durch  Substitution  dieser  Integralwerthe  in  (3.)  ergeben  sich  Bedingungs- 
gleichungen für  die  Constanten  A,  B,  C,  s.  Wenn  wir  höhere  Potenzen 
von  x^  y',  z'  als  die  zweite  vemaehlässigen,  erhalten  wir  zunilchst 

^|_x'|l  +  y'||  +  2'^  =  |(x'u  +  y'v  +  2'w), 
=  X' |5  4.  y/ ^  _,_  j.  g  _  ,  (x'u  +  y'v  +  z'w), 

^x'^^  +  y'|^  +  r'^-C(x'u  +  y'T-t-«'w) 

und  dann  durch  Substitution  in  (3.) 

As*  =  f  AL'  +  BB'  +  CO']  (x'u  ^-  y'v  +  z'w), 

Bs»  —  [BM'  +  CP'  +  AB']  (x'u  +  y'v  +  z' w),  (4.) 

Cs>  «-  [CN'  +  AQ'  +  BP]  (x'u  +  y'v  +  /w), 

wo  die  L',  M',...  F,  Q'...  die  obigen  Werthe  von  L,  M,...  P,  Q...  sind, 

wenn  nur  die  eben  geschriebene  Näherung  von  ^^,  Jtj  ,  J^  genommen 

wird. 
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Will  man  aber  höhere  Potenzen  berücksichtigen,  so  kann  man  setzen, 
wenn  symbolisch  bezeichnet  wird  mit  u,  t,  w,  u*,  uv...  die  partiellen  l)eri- 

wten  emer  Funcüon,  also  ^,  ^,  ^,  gp,  ^^ . . . 

J^  =  (e«'ü+  y'r  +  t'w  _  j)  |^ 

Jr}  =  (e«'"  +  y'^+»'w  _  l)  ,, 

JZ  =  (e»'»  +  y''  +  *'*  —  i)  s, 

also  dann  symbolisch 

As'l  —  [AL  +  BR  +  CO]  (e*'»  +  7''+«'»  —  l)  |, 

Bs»./  =  [BM  +  CP  +  AR]  (e»'"  +  y'' + *'^  _  i)  tj,        (4*) 

Cs»  ?  —  [CN  +  AQ  +  BP]  (e«'"  +  ?'' +  *'''  —  l)  ?. 

Aus  den  Gleichungen  (4.)  oder  (4*)  können  folgende  abgeleitet  werden, 
die  sich  einfacher  schreiben,  wenn  wir  die  Produkte  der  Grossen  L,  H,  N,  P, 
Q,  R  mal  den  letzten  Parenthesen  Dbit  L,,  M,,  N,  etc.  bezeichnen. 

Wir  eliminiren  ans  der  ersten  und  zweiten  C,  aus  der  zweiten  und 
dritten  A,  so  erhalten  wir  die  Doppelgleichung 
A[P.(8«-L.)+0,RJ-B[Q.(8»-MJ+R.P.]=C[R.(8*-N.)+P.Q.]. 

Die  Resultante  dm*  Gleichungen  (4.)i  wenn  A,B,C  die  drei  unbekannten 
COS.  sind,  ist 

s*-l;   -r.     -0, 

—  R,      s*  — M,      —  P, 

-0,        -P.      s*-It. 
(8»  -  L.)  (s«  -  M,)  (s>  -  N,)  -  P,^  (s«  -  L.)  -  Q,«  (s«  -  M,) 
-R,«(9'-N.)-2P,Q.R,  =  0. 
Einer  jeden  Wurzel  s'  dieser  Gleichung  entspricht  ein  System  Ton 

B      C 

Werthen  der  Verhältnisse  -r-,  t^  so  dass  also  eine  der  Constanten  will- 
A      A 

kürlich  bleibt.   Bezeichnen  wir  dann  mit  s',  s'',  s"'  die  drei  Wurzeln  dieser 

Gleichung,  so  können  wir  schreiben  als  das  Integral  der  Gleichungen : 

^  B^g«x+vy+wz  —  8a^g,^^ux+vy+wx—  s"t^  ßf ,f ^wx+vy+wz  —  s^'t  ^ 
j.  ^^  £f^«x+vy+wz— s't  ,  ^,,^ux+vy+wz— 8"t  ,   Q,„^nx+yy+wz—s'f'i  ^ 

3.    Trennung  des  Imaginären  vom  Reellen.     Ebene  Wellen. 

Nach  2.  ist,  wenn  noch  gesetzt  wird  A  =  ae  ,  B  =  be^ ,  C  =  ce^ , 
^  ^^^(Ux  +  Vy  +  Wz  -  St)  ^(ux  +  l)y  -f  ttz  —  <rt  -f  «)i^ 

=  ae^''"^^y"*"^'""^*^ 

[cos  (ux+öy+mz— ^t+a)+i  sin  (ux+by+tüz  — at+a)] 
und  dem  entsprechend  ij,  ^. 
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Die  dem  reellen  Theil  entsprechenden  Schwingungen,  welche  einfache 
Schwingungen  genannt  werden,  gehen  demnach  in  ebenen  Wellen  vor 
sich,  die  der  Ebene  ux  -f-Dy +  0)z=»0  parallel  sind  (§  225),  denn  alle 
Aethertheilchen,  die  denselben  Abstand 

p^tt3L  +  »y  +  tDZ 
~l/tt*+ !)>  +  »* 
von  dieser  Ebene  haben,  sind  für  dasselbe  t  in  derselben  Schwingungsphase« 
Nach  den  Formeb  des  §  225  ist 

T  =  — ,    femer  u«-: —7—,     t)  —  — r— ,     »  =  ~y^,  also 

CT  A  /,  A 

/,«■=    , — ,  mithin  c=— -=! 


Aus  dem  obigen  Werthe  fttr  die  Amplitude  geht  hervor,  dass  dieselbe 
sich  mit  der  Zeit  und  der  Lage  ändert,  dass  aber  alle  MolekOle,  die  den- 
selben Abstand  von  der  Ebene  Ux  -+-  Vy  +  Wz  =—  0  haben ,  zu  einer  be- 
stimmten Zeit  dieselbe  Amplitude  besitzen,  die  im  geometrischen  Veriiält- 
niss  mit  der  Zeit  abnimmt  Die  Constante  S  nennt  man  den  Extinctions- 
coefficienten.  (§  224,  2.,  §  255,  (1.)) 

Ist  a  =  /J  «=  y,  so  findet  man  —  ■-:  ^  — i  ^ ,  d,  h.  die  Schwingungen 

B        n        c 

gehen  in  parallelen  Geraden  vor  sich,  und  man  sagt  in  diesem  Falle,  die 
Schwingung  sei  geradlinig  polarisirt.  Im  Allgemeinen  sind  diese  Grossen 
einander  nicht  gleich,  dann  kann  man  aus  den  reellen  Theilen  von  $,  i;,  ^ 
ableiten  Ausdrücke  für 


—  sin  Ä  —  -^  sin  a,     -—  sin  y  —  —  sin  /?,     —  cos  /?  —  -?-  cos  a 
a^b  b'c^a^b 

und  erhält  dann  durch  deren  Verbindung 

i8inO»_y)  +  i8in(y-a)  +  |^sinCa-/?)  — 0  (5.) 

und 

Die  Gleichung  (5.)  zeigt,  dass  die  von  den  Aether-Molekülen  während 
ihrer  Vibrationen  beschriebenen  Trajectorien  ebene,  einer  festen  Ebene 

^sinO^  — y)+|-sin(y  — a)-|--5-sin(a  — /»)  — 0 

parallele  Curven  sind. 

Ist  S  as  0,  d.  h.  verändert  sich  die  Amplitude  nicht  mit  der  Zeit,  so  ist 
jede  Trajectorie  eine  Ellipse,  als  Schnitt  des  Cylinders  (6.)  mit  der  Ebene 
(5.)i  deren  Uittelpunkt  die  Gleichgewichtslage  des  Moleküls  ist  Also  sind 
in  einem  beliebigen  homogenen  Mittel  die  beständigen  Vibrationen  elliptisch 
polarisirt. 
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4«    Schwingungen  in  ebenen  Weilen  bei  symmetrischen 

Mittein. 

Wir  setzen  im  Folgenden  die  willkttriichen  Constanten  U,  V,  W  gleich 
Mull  und  schreiben  zunächst  die  Werthe  L^ , . . .  P, . . . .  Ton  2.  in  folgende 
Form: 

L,  =  L  [cos  (ux'  +  by'  +  toz')  —  1  +  i  sin  (ux'  +  öy'  +  »z')], 

Pj  _  P  [cos  (ux'  +  by'  +  tt)zO  —  1  +  i  sin  (ux'  +  by'  +  toz')]. 

Da  nun  das  Mittel  symmetrisch  sein  soll,  so  werden  in  den  zu  summi- 
renden  Grössen  immer  absolut  gleiche,  aber  relativ  entgegengesetzte  Coeffi- 
cienten  des  Imaginfiren  vorliommen  und  es  entsprechen  jedem  reellen 

B        C 

Werthe  von  s*  nach  den  Gleichungen  unter  2.  reelle  Werthe  von  -r  und  -r  • 

Dies  ist  aber  nach  den  in  3.  angenommenen  Werthen  von  A,  B  und  C  nur 
möghch,  wenn  a  =  /9  =  ;^  ist,  d.  h.  nur  wenn  nach  3.  die  Schwingungen 
geradlinig  polarisirt  sind.  In  den  synmietrischen  Mitteln  sind  demnach  die 
beständigen  Schwingungen  geradlinig  polarisirt. 

Die  Bichtung  dieser  Schwingungen  finden  wir  folgendermassen,  wenn 
die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  für  s*  reell  und  negativ  sind  und  demnach 
<lie  a  reell  sind.  Wir  tragen  vom  Coordinatenanfang  aus  der  Schwingung 

parallel  eine  Länge  —  auf  und  bezeichnen  mit  x,  y,  z  die  Ck>ordinaten  des 

so  erhaltenen  Punktes.    Da  nun  für  unseren  Fall  a^^ß^^y  ist,  so  ist 

f        a        A 

—  ■-=  -|-  ~  d">  ^-  •*•  ^^®  5»  7»  C  sind  proportional  den  cos  der  Winkel, 

7]  D  D 

welche  die  Schwingungsrichtung  mit  den  Axen  bildet  Diesen  cos.  sind  aber 
nach  unserer  Construction  die  x,  y,  z  proportional,  sodass  A :  B :  C  ■»  x :  y :  z. 
Mithin  lassen  sich  die  Gleichungen  (4.)  oder  (4*),  wenn  die  L, , .  • .  P^  • . . 
«ingeführt  werden,  durch  folgende  ersetzen : 

_  a>x  -=  L,x  +  B,y  +  U,z, 

..-a«y  — B,x  +  M,y  +  P,z,  (7.) 

_a«z  — 0|X  +  P,y  +  N,z. 
Werden  diese  Gleichungen  beziehungsweise  mit  x,  y,  z  multiplicirt, 

dann  mit  Bücksicht  darauf,  dass  x'  -|-  y*  -f-  z*  »b  --3  ist,  addirt,  so  erhält 

man  die  Gleichung  eines  Ellipsoides: 

L.x«  +  M,y«  +  N,z«  +  2P.yz  +  2Q,zx  +  2B,xy  +  l  — 0.  (8.) 
Weil  die  rechten  Seiten  von  (7.)  sind  die  Hälften  der  partiellen  De- 
rivirten  nach  x,  y,  z  der  Gleichung  (8.),  welche  nach  den  Lehren  der 
analytischen  Geometrie  proportional  den  cos  der  Winkel  sind,  welche  die 
Normale  zum  Ellipsoide  an  dem  Punkte  x,  y,  z  mit  den  Axen  einschUesst, 
und  diese  Werthe  zugleich  den  x,  y,  z  proportional  sind,  so  hegt  der  Punkt 
des  EUipsoides,  in  dem  es  von  der  Schwingungsrichtung  geschnitten  wird, 
.  an  einem  Endpunkte  einer  Hauptaxe  desselben. 
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Dasselbe  gQt  von  den  beiden  anderen  geradlinigen  Schwingungen, 
die  sich  nach  den  beiden  anderen  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  S.  261 
für  s'  ergeben. 

Hieraus  folgt  der  allgemeÜM  Satz :  In  eiMem  symmetrisdMn  Mktel  sind 
die  drei  besUtodigen  Schwingungen,  welche  einer  ebenen  Welle  entspredieil, 
nach  den  drei  Hauptaxen  des  Ellipsoides  (8.)  gerichtet,  also  aufeinander 
senkrecht« 

Caucfay  hat  dieses  Ellipsoid  (S.))  ^eil  es  die  Seitlichkeit  der  geradlinigen 
Schwingungen  bestimmt,  Polarisations-EUipsoid  genannt 

5#    Nxherungsweise  Bestimmung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ebener  Wellen   in  symmetrischen  Mitteln. 

Setzen  wir  die  allgemeinen  Werthe  für  L,, . . .  P, . . .  ein,  indem  wir 
ihnen  nach  der  eingeführten  symbolischen  Bezeichnung  folgende  Form 
geben : 

L.|-2«n[f(r)  +  Yf(r)JVe   ^^         ^^         ^'-1/, 

(41  +  41+4^      ^ 

P.l  — 2in--f'(r)\e   ^         ^^         ^^—1/, 
r 

oder  mit  Beibehaltung  der  symbolischen  Potenzirung 


P|l=-2in^r{r) 


1  '  1.2  ^•" 


Bei  den  symmetrischen  Mitteln  müssen  aber  in  den  Summen  die 
Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  verschwinden,  es  ist  demnach 

L,5-i2".[f(r)  +  ^"f(r)](.'«l  +  ,'|  +  4f)*. 

P,l-.2»?-'(r,(4i  +  ,.|  +  .'|)'.    , 

Bis  zu  diesem  Grade  der  Annäherung  reduciren  sich  die  Differential- 
gleichungen  (2.)  der  Schwingungsbewegungen  auf  partidle  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung,  die  in  Bezug  auf  die  Differentiationen 
nach  X,  y,  z,  t  homogen  sind. 

Dies  ist,  wenn  wir  wieder  wie  in4.  Ub=:V««W«oO  setzen, 

L,  =  -  i  2  m  [f  (r)  +  ^'  r  (r)J  (x'u  +  y't)  +  z'»)«, 


P,  =«  —  1 2  m  —  f '  (r)  (x'u  +  x'b  +  z'n))«. 
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Nach  3.  ist  nun,  wenn  wir  diese  Gleichungen  auf  ebene  Weilen  auf- 
wenden, 


oder  wenn  wir  S  «»*«  0,  also  s  ^«^  ai,  setzen 


U»  +  Ö*  +  tt)*  X«  X* 

Es  ist  ferner,  wenn  wir  die  Bezeichnungen  von  §  225  einführen 

u  ö  » 

X  X  "^         X 

L,  -  -  i  2m  j^f  (r)  +  ^*  V  (r)j  (x'm  +  y'n  +  z'p)«x«  =-  -  L,x«, 

Pj  -=  -  i  2m  ^'  f'(r)  (x'm  +  /n  +  z'p)*x«  =  —  P,x». 

Diese  Werthe  nun  in  die  Gleichung  für  s*  unter  2.  eingesetzt  giebt: 
(c«  — L,)(c«-MJ(c*-N,)  — P,»(c>  — L,)-Q/(c*-M,) 
P-R,>(c«-N,)-2P,Q,R,  =  0. 
Da  diese  Gleichung  unabhängig  von  der  Wellenlänge  ist,  so  erhalten 
wir  folgenden  Satz:  Wenn  die  Differentialgleichungen  der  Schwingungs- 
bewegungen auf  homogene  Gleichungen  der  zweiten  Ordnung  zurückgeführt 
werden  können,  so  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  allen  Rich'- 
tnngen  dieselbe,  welches  auch  die  Wellenlänge  sei. 

Mit  den  eben  eingeführten  Bezeichnungen  erhalten  (4*)  die  Form : 
cU  =  L,A  +  R,B  +  Q,C, 
c«B  =  M,B-f-P,C  +  R,A,  (9.) 

c*C  =  N,C  +  Q,A  +  P,B. 

Bedenken  wir  dann,  dass  nach  4.  die  Grössen  A,  B,  C  proportional 
den  cos.  der  Winkel  sind^  welche  die  Richtung  der  Vibration  mit  den  €oor- 
dinatenaxen  macht,  so  leitet  man  daraus  ab 

c»  =  L,A»  +  M,B«  +  N,C»  +  2P,BC  +  2Q,CA  +  2R,AB. 
'  Vergleicht  man  dies  mit  dem  Ellipsoid  (8.)  in  4.,  wenn  dort  die  L,,..- 
P,...  eingeführt  sind,  so  findet  man,  dass,  da  die  A,  B,  C  nach  3.  sind  die 
cos.  der  Winkel  einer  Hauptaxe  gegen  die  Coordinaten,  der  berechnete 
Werth  c  ist  das  Reciproke  dieser  Hauptaxe.  Es  gilt  also:  Die  Vibrationen, 
welche  einer  und  derselben  ebenen  Welle  entsprechen  und  nach  den  Haupt- 
axen  des  Ellipsoides  (8.)  gerichtet  sind,  besitzen  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten ,  die  im  umgekehrten  Vertiältniss  zu  der  Länge  dieser  Axen  stehen. 
Diese  drei  zu  einander  rechtwmkUgen  Richtungen  sind  unabhängig  von  dei' 
Wellenlänge,  aber  die  Coefficienten  des  Ellipsoides  ändern  sich  im  Allge- 
meinen mit  der  Richtung  der  ebenen  Welle. 

Die  Resultate  dieser  beiden  letzten  Nummern  zusammengestellt  heissen 
demnach:  Ein  symmetrisches  Mittel  gestattet  eine  Bewegung,  welche  in  der 
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Fortpflanzung  von  ebenen  Wellen  geradliniger,  gleichgerichteter  Schwin- 
gungen mit  sehr  kleinen  Amplituden  besteht  Die  Richtungen  dieser 
Schwingungen  können  in  einem  gegebenen  symmetrischen  Mittel  und  bei 
bestimmter  Wellenebene  nur  nach  drei  bestimmten  aufeinander  senkrechten 
Richtungen  vor  sich  gehen.  Diese  Richtungen  sind  vorgeschrieben  durch 
die  Hauptaxen  des  Polarisationsellipsoides  (8.),  so  dass  einer  bestimmten 
Wellenebene  drei  verschiedene  Gruppen  von  OsciUationen  sich  zuordnen» 
Einer  jeden  von  ihnen  kommt  eine  Geschwindigkeit  zu,  die  proportional  ist 
dem  reciproken  Werth  der  Halbaxe  von  (%.),  nach  deren  Richtung  die 
Schwingung  stattfindet. 

6.   Fortpflanzung  der  Schwingungen  im  freien  Aether. 

Wir  können  hierbei  ausgehen  von  den  Gleichungen  der  vorigen  Num- 
mer für  symmetrische  Mittel,  also  ist  mit  Deibehaltung  des  symbolischen 
Ausdrucks: 

L.|-42H.[f(r)  +  m^^'(r)](x'|f  +  y'|+z'D^ 

Da  femer  im  freien  Aether  die  Moleküle  keine  besondere  Anordnung 
haben,  so  kann  angenommen  werden,  dass  sie  auf  jede  der  Coordinaten- 
ebenen  symmetrisch  vertheilt  sind.  Hiemach  werden  in  den  obigen  Aus- 
drücken und  in  den  entsprechenden  für  M^,  N,,  Qj,  R,  die  Summen,  welche 
ungerade  Potenzen  der  Projectionen  von  r  enthalten,  verschwinden  und,  da 
die  VerCheilung  der  Moleküle  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinatenaxen  dieselbe 
ist,  muss  sein : 

2mx'*f(r)  -.2my'*f(r)  =- 2mz'»  f  (r)  —  ISr'Mr),         (1.) 

2mx'^^-2my-qL^_2mz'^^\  (2.) 

2my'«x'«^^  — 2inz'*x'»^^-.2mx'*y'*  — .  (3.) 

Eine  weitere  Vereinfachung  in  Bezug  auf  die  Werthe  der  zweiten  und 
dritten  Reihe  ergiebt  sich  ferner  aus  dem  Grunde,  dass  im  freien  Aether, 
vrie  in  jedem  isotropen  Mittel,  die  Gleichungen  der  Schwingungsbewegungen 
dieselben  bleiben  müssen,  welches  auch  die  Richtung  der  Coordinaten- 
axen sei. 

Drehen  wir  nun  unser  Coordinatensystem  um  die  z  Axe  um  den  Z.  &, 
so  wird  nach  den  aUgemeinen  Transformationsformeln,  wenn  die  neuen 
Projectionen  von  r  durch  x,  y  bezeichnet  werden, 

i'  =  i  cos  ^  -}-  y  sin  ^, 
mithin 
i'^«r=i*  co8**4-y*  sin**-|-6X»f  sin'^  cos'*-H4x'y  cos'd  sin  & 
-f-4Xf  cos^sin»*. 
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Darnach  ergiebt  sich  bei  Vernachlässigung  der  Summen  ungerader 
Potenzen  und  unter  Berücksichtigung,  dass  2mfq>{r)=^2mi*q){r)  ist, 

=-  (cos*^+sin»^)'.^mr  9)(r)+2sin«^  cos**[3^mx'f  9?(r) 
—  .^miXr)]. 
Da  nun  aber  2mx'^g>(r)=im2mVq>{r)  sein  muss,  so  ist 

9  2mii''fg>{r)^2ml*q)(r) 
oder  auch  für  unseren  Fall 

j      r  r 

Diese  Gleichung  und  die  entsprechenden  für  die  anderen  Projectionen 
charakterisiren  demnach  ein  isotropes  Mittel,  d.  h,  ein  Mittel  von  der  Art, 
dass  die  Gleichungen  der  Schwingungsbewegung  dieselben  bleiben,  welches 
auch  die  Richtung  der  Axen  sei. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Werlhe  von  (1.)  mit  2  g  und  die  von  (2.)  mit 
6  h,  also  die  von  (3.)  mit  2  h,  so  reduciren  sich  für  ebene  Wellen  die  Grössen 
L^  und  Pj  und  dem  entsprechend  die  M^ ,  N,  etc.  auf 

L.  =  — (g  +  h)(tt'  +  t)*  +  n)»)~2hu, 
P,  =  — 2ht)to, 
und  demnach  die  L,,  P,.*.  der  Yorigen  Nummer  auf: 
L,  =  g  +  h(3m«  +  n^  +  p«), 

—  g  +  h(2m»+l), 
P,  =  2hnp. 
Die  Gleichungen  (9.)  von  5.  werden  demnach 

c>A  =  A(g  +  h)  +  2hm  (Am  +  Bn  +  Cp), 
c*B  =  B(g  +  h)  +  2hn  (Am  +  Bn  +  Cp),  (10 ) 

c'C  =  C(g  +  h) 4- 2hp  (Am  +  Bn  +  Cp). 
Diese  drei  Gleichungen  geben ,  nachdem  sie  beziehungsweise  mit  m, 
n,  p  multiplicirt  werden, 

[c'  — (g  +  3h)][Am  +  Bn  +  Cp]  =  0.    (cf.  §  225,  2.) 
Dieser  Relation  kann  auf  zwei  Arten  genttgt  werden. 

ABC 

1)  c*  BS  g  -|-  3  h,  dann  ist  nach  (10.)  —  =  —  —  -,  mithin  ist  die 

m        n        p 

Schwingung  geradlinig  und  zur  Wellenebene  senkrecht,  d.  h.  es  ist  Longi- 
tudinalschwingung. 

2)  Am  +  Bn  +  Cp  =  0. 

Diese  Schwingungen  gehen  in  der  Wellenebene  vor  sich,  es  sind  also 
Transversalschwingungen  und  für  diese  ist  dann  nach  (10.)  c*«Bg-f-h. 
Da  aber  keine  weitere  Gleichung  zwischen  den  A,  B,  C  und  m,  n,  p  ge* 
geben  ist,  so  bleibt  die  Richtung  der  Transversalschwingung  im  Allgei- 
meinen  unbestimmt. 

Im  freien  Aether  also  und  damit  überhaupt  (§  225)  in  jedem  isotropen 
Mittel  können  zwei  Arten  von  Schwingungen  sich  fortpflanzen,  nämlich 
transversale  von  unbestimmter  Form  und  longitudinale. 
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Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  Licht  aus  longitudinalen  Schwingungen 
besteht,  so  können  wir  die  Intetferenzerscheinungen  erklären,  da  diese  nur 
eine  Bewegung  in  gleicher  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  in  den 
beiden  interferirenden  Strahlen  zur  Erklärung  braucht.  Die  Erscheinungen 
der  Polarisation  lassen  sich  aber  nur  erklären  durch  verschiedene  Seitlich- 
keit der  Strahlen.  Man  muss  daher  Oberhaupt  annehmen ,  dass  nur  durch 
transversale  Schwingungen  des  Aethers  Licht  hervorgebracht  wird,  longi- 
tudinale  Schwingungen  in  demselben  also  entweder  gar  nicht  stattfindet! 
oder  wenigstens  nicht  als  Licht  empfunden  werden ,  so  dass  sie  in  den  op- 
tischen Untersuchungen  vernachlässigt  werden  können. 


Die  Inteniitat  des  Lichtet.    (§  284.) 

Die  objective  Intensität  des  Lichtes  ist  direct  proportional  dem  Qua- 
drate der  Amplitude  und  der  Lichtmenge  indirect  proportional  dem  Quadrate 
der  Schwingungsdauer. 

Ein  Theil  der  aufgestellten  Behauptung  ist  allgemein  erwiesen  in  §272. 
Die  objective  Intensität  stimmt  aber  nicht  mit  unserer  Lichtempfindung 
überein  und  auch  die  anderen  Methoden ,  welche  wir  anwenden  zur  expe- 
rimentellen Bestimmung  der  Lichtintensität  geben  nicht  vollständigen  Auf- 
schluss. 

Dass  die  Intensität  des  Lichtes  proportional  dem  Quadrat  der  AmpUtude 
ist,  ergiebt  sich  auch  wie  folgt  aus  der  Doppelbrechung.  Der  Wechsel  in 
der  Helligkeit  der  beiden  Bilder,  die  man  erhält,  wenn  man  einen  Lichtstrahl 
durch  einen  doppelt  brechenden  Krystall  gehen  lässt  und  diesen  dreht,  führt 
auf  die  Vermuthung,  dass  die  Intensität  der  ordentUch  gebrochenen  Strahlen 
mit  dem  cos.  und  die  der  ausserordentlich  gebrochenen  mit  dem  sin.  des 
Winkels,  den  die  Polarisationsebene  der  einfallenden  Strahlen  mit  dem 
Hauptschnitt  macht,  sich  ändert.  Damit  man  aber  nicht  genöthigt  ist,  von 
dem  Vorzeichen  dieser  Ausdrücke  abzusehen,  ist  es  wahrscheinlicher,  dass 
die  Intensität  einer  geraden  Potenz  dieser  Functionen  proportional  ist  und 
zwar  am  einfachsten  der  zweiten  Potenz,  (cf.  §  381 ,  2.)  Diese  Voraus- 
setzung würde  darauf  führen ,  dass  die  Summe  der  Intensitäten  der  beiden 
Strahlen  eine  constante,  von  dem  Winkel  unabhängige  Grösse  ist.  Wenn 
wir  nun  von  dem  Verlust  absehen ,  der  durch  Absorption  des  Lichtes  im 
Krystall  stattfindet,  so  ist  wirkHch  die  Intensität  an  der  Stelle,  wo  beide 
Strahlen  zusammenwirken ,  unmerkbar  verschieden  von  der  ohne  Krystall. 
Bezeichnen  wir  demnach  mit  x  <^en  Winkel,  welchen  die  Polarisationsebene 
des  einfallenden  Lichtes  von  der  Intensität  I  mit  dem  Hauptschnitt  des 
Krystalles  macht,  so  sind  I  cos^x  "'^d  '  sin'^;^  die  Intensitäten  des  ordentlich 
und  des  ausserordentlich  gebrochenen  Lichtes.  Seien  nun  die  Schwingun- 
gen beider  Strahlen  gegeben  durch : 
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8,  — r,8in2^^Y  — x)' 
Durch  Zujsaminensetzuiig  in  eise  SohwiBgunggeb^e  erhalten  wir 

S-|/?+lf8in2  7r(if-y), 

wo  dann  die  Schwingungsrichtung  gegeben  ist  durch 


also  ist 


cos  Y=  "^==F=,  sm  ys-s -/==—. 


Nach  dem  obigen  Gesetz  ist 

I^skIcos'X)  Ii*^Isin*Xi 


also 


Das  giebt 


I     •  1    l^'H 

was  die  zu  beweisende  Behauptung  enthält. 

Das  hier  gewonnene  Resultat  I  =  rJ  +  i^  sagt  weiter,  dass  die  In- 
tensität der  aus  zwei  senkrecht  zu  einander  polarisirten  Schwingungen 
resultirenden  Schwingung  gleich  ist  der  Summe  der  Intensitäten  der  beiden 
componirenden. 

Die  beiden  hier  betrachteten  Schwingungen  s^  und  s,  haben  dieselben 
Schwingungsphasen  ^  da  nun  aber  die  Aenderung  der  Phase  auf  die  Licht- 
intensität ohne  Einfluss  ist,  so  wird  dieser  Satz  auch  noch  gelten,  wenn 
diese  Phasen  verschieden  sind.  Da  nach  §  226  das  elliptisch  und  circular- 
polarisirte  Licht  sich  immer  in  zu  einander  senkrecht  polarisirtes  Licht 
zerlegen  lässt,  so  geben  die  componirenden  Schwingungen  die  Intensität  des 
Lichtes.  Dass  die  Art  der  Zerlegung,  wie  man  leicht  durchführen  kann, 
keinen  Unterschied  der  Intensität  giebt,  beweist  auch  die  Richtigkeit  des 
Gesetzes. 

Erregen  zwei  linear  polarisirte  Strahlen  von  gleicher  Amplitude  ein 
Aethertheilchen,  so  setzen  sich  die  Schwingungen,  wenn  die  Schwingungs- 
richtungen  zusammenfallen  in  eine  zusammen,   deren  Intensität  nach 

§226  ist  o«jA    I         o     A 

2r*(  1  +  cos  27r-r  1. 


a  a        1 

Diese  Intensität  ist  4r*  oder  0,  je  nachdem  j  —  0,  1,  2,. . .  oder  j»^  y, 

S.y,  ö.y,...  ist.    Für  dazwischen  hegende  Werthe  der  Phasendifferenz 

schwankt  also  die  Intensität  zwischen  0  und  4r'.    Dasselbe  gilt  für  zwei 
gleiche  eUiptisch  oder  circularpolarisirte  Strahlen. 
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Wenn  nun  ein  Punkt  durch  zwei  gleich  starke  Lichtquellen  beleuchtet 
wird,  so  können  wir  annehmen  (Airy,  Mathem.  Tracts  1831,  S.  269),  dass 

für  zwei  Strahlen  solcher  Lichtquellen  die  Phasendifferenz  27C^  schon  in 

einer  Secunde  viele  tausend  Mal  durch  alle  möglichen  Werthe  hindurchgdit. 
Die  Intensität  des  Lichtes  wird  also  die  mittlere  Intensität,  d.  h.  2H  sein, 
also  noch  einmal  so  gross  als  für  einen  LichtstrahL  Dasselbe  lässt  sich  yer- 
allgemeinem  für  n  Lichtquellen,  so  dass  deren  Intensität  das  lOttel  von  0 
und  n  V,  also  nr*  ist. 


Beflezion  an  einer  glatten  Fliehe.    (§  290.) 
1.   Construction  der  Anamorphosen  für  einen  KegelspiegeL 

Wir  stellen  uns,  um  ein  Beispiel  einer  solchen  Construction  durchzu- 
führen, die  Aufgabe,  das  Zerrbild  zu  finden,  wenn  das  Auge  0  (Fig.  23)  sich 
senkrecht  über  der  Spitze  A  eines  geraden  Kegels  befindet,  dessen  Vertikal- 
durchschnitt ABC  sei.  Die  Lage  des  Punktes  0  ist  gegeben  durch  011«-^  e  und 

Fig.  23. 


der  Kegel  durch  BM  bb  r  und  Z.  ABC  ■■  a.  Ein  leuchtender  Punkt  G  sendet 
Lichtstrahlen  nach  dem  Spiegel  und  es  ist  dann  klar,  dass  derjenige  Licht- 
strahl, welcher  das  Auge  0  nach  der  Reflexion  trifft,  in  der  Ebene  durch 
G  und  OM  liegt  Das  virtuelle  Bild  von  G  ist/,  wenn  Gy  von  AB  senkrecht 
halbirt  wird.  Der  Beobachter  versetzt  denmach  den  Punkt  y,  von  dem  der 
das  Auge  treffende  Strahl  auszugehen  scheint,  nach  g.  Wenn  demnach  das 
Bild,  welches  innerhalb  BC  erscheinen  soll,  gegeben  ist,  so  ist  nun  die  Auf- 
gabe, die  G  der  verschiedenen  Bildpunkte  g  zu  finden.  Bezeichnen  wir  Bg 
mit  X  und  By  sa  BG  mit  y ,  so  muss  also  gefunden  werden  y  ausgedrückt 
durch  X.  Wenn  Z.  OgM  »s  ^  genannt  wird,  so  ertialten  wir  folgende 
Gleichungen : 
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Im  Dreieck  OMg ,    tg  o)  = , 

r  —  X 

^  _      Y  sin  Z.  gBy 

X  —  y  cos  Z-  gBy ' 

Da  Z.  gBy  bb  igo  —  2  a  ist,  so  giebt  die  Gleichsetzung  dieser  Werthe 

e  y  sin  2« 


Bgy,      tgy. 


oder 


r — X      x  +  ycos2a 


y— i 


ex 


(r  —  x)  sin  2a  —  e  cos  2a' 
Hieraus  berechnet  man  zunächst  leicht  die  Breite  des  Ringes,  in  dem 
das  Zerrbild  liegt.  Wenn  man  setzt  x  ««  r,  dann  ist  die  Breite  des  Zerrbild- 
ringes bestimmt  durch 

Max.  y— s —-. 

^       — cos  2a 

Ist  demnach  2aB-B90,  a*^4bj  also  die  Winkel  an  der  Spitze  des 
Kegels  90^  so  ist  Max.  y  «b  oc,  d.  h.  die  Breite  des  Zerrbildes  ist  unendlich 
gross.  Bei  einem  solchen  Kegel  wird  man  demnach  nie  ein  Zerrbild  zeichnen 
können,  so  dass  im  Bilde  am  Centrum  des  Grundkreises  vom  Kegel  leuch- 
tende Punkte  erscheinen.  Ist  fttr  diesen  Fall  q  der  Radius  des  Kreises  ge- 
geben, in  dem  kein  Bild  erscheinen  soll,  so  ist  die  Breite  des  Zerri)ildes 

e(r-g) 


Max. 


•  Das  oben  berechnete  Max.  y  bietet,  keine  Schwierigkeit  dar,  wenn 

2  a ]> 90  oder  a>4b^  ist,  wenn  aber  a << 45  wird,  so  erscheint  Max.  y  <C 0. 

Dann  werden  die  Lichtstrahlen,  welche  aus  der  Unendlichkeit  kommen^ 

also  y  — oo,  so  gebrochen,  als  ob  sie  kamen  von  x— >r  —  e  tag  2a>>r^ 

es  würden  demnach  um  dem  Mittelpunkt  M  Bilder  von  verschiedenen  Seiten 

zusammenfallen,  wenn  die  so  eintretenden  Strahlen  den  Spiegel  treffen 

r 

konnten.  Das  Max.  y  ist  für  diesen  Fall tr— . 

—  cos  2a 

Nach  der  obigen  Formel  möge  nun  für  ein 

gegebes  a  die  Construction  ausgeführt  werden. 

Es  sei  z.  B.*)  a  gegeben  durch  tg  a— >  3,  dann 

erhält  man,  da  2  a  >  90«  ist, 


y— 


5ex 


5 
3^" 


3r+4e  — 3x      3r  +  4e 


Ax 
B  —  x 


Man  zeichne  (Fig.  24)  eine  Linie  MC  ««  A, 
nehme  auf  derselben  MD»bB  und  von  D  aus  nach 
M  zu  die  gegebenen  x,  also  Dx^a^x^,  Dx^^ex^  etc., 


*)  Langsdorf,  Grandlehren  der  Photometrie  1803.   S.  96. 
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zeichne  um  M  mit  dem  Halbmesser  MC  einen  Kreisbogen  und  errichte  in 
D,  X,,  x^  etc.  Senkrechte  auf  MC,  so  sind  die  Stticke  FG,  HK,  deren  Con- 
struction  aus  der  Figur  klar  ist,  die  gesuchten  y,,  y„  wie  man  nach  einer 
einfachen  Ueberlegung  findet. 

Es  sei  Moh  bemerkt,  dass  die 
obige  Formel  von  y  übereinstimmt 
mit  der  allgemeinen  Formel  fQr 
Kegelspiegel,  deren  Winkel  an  der 
Spitze  — » 1 R  ist,  denn  dafOr  ist 
ex 

Damach  findet  man  das  Zerr- 
bild des  Sternes  AßByCdHa  in 
Fig.  25,  indem  man  zunächst  die 
Breite  des  Zerrbildes  nach 

Max.  y  — jr- 

''       —  cos  2  a 

r  5 


sm"a  —  cos'a       4 
berücksichtigt. 

Für  x  —  0  ist  y  =  0,  also  A,  B,  C,  D  sind  Punkte  des  Zerrbildes. 
Dem  flf,  ß,  y,  d  entsprechen  die  Punkte  a',  ß\  /,  i'  und  darnach  der  durch 
dieselben  gelegte  Kreis  dem  Kreis  im  Stern  etc. 

3.    Zerrbild  fQr  einen  Cylinderspiegel. 

Flg.  26. 


Gegeben  ist  ein  gerader  kreisförmiger  Cylinder,  dessen  Axe  Fig.  26 
AA'  ist.  0  sei  das  beobachtende  Auge.  In  der  erweiterten  Grundebene  des 
Cylinders  ist  ein  Zerrbild  so  zu  zeichnen,  dass  das  Auge  0  in  einer  Yertical- 
ebene  PPjP/P'  ein  gegebenes  Bild  sieht. 
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Flg.  27. 


Sei  R  die  Projection  von  0  auf  der  Gnindebene  und  G  ein  leuchtender 
Punkt  in  der  Grundebene,  der  Ton  0  im  Spiegel  in  der  Riektong  Og  ge- 
sehen werde.  In  G'  werde  der  StraU  von  der  CylMeroberflache  reflectirt. 
G'  kann  nun  als  ein  Punkt  eines  ebenen  Spiegels  gedacht  werden,  welcher 
mit  der  durch  G'  an  den  Cylinder  gelegten  Tangentialebepe  zusammenMt. 
Diese  Tangentialebene  berührt  den  Cylinder  in  CG'  und  schneidet -die  Grund- 
ebene  in  einer  Tangente  an  den  Grundkreis  in  C,  d.  i.  CD.  Nach  der  Theorie 
der  ebenen  Spiegel  ist  dann  GD  »»  gD.  Da  auch  klar  ist,  dass  RCg  eine 
Gerade  bildet,  so  folgt  ferner,  dass  Cg  das  Spiegelbild  der  Geraden  CG  ist 
Ebenso  ist,  wenn  für  einen  Punkt  F  der  Geraden  von  A  durch  R  FE  «^  fe 
ist,  f  das  Bild  von  F  und  die  Gerade  Ef  das  Bild  von  EF  ist.  Es  hegen  dem- 
nach die  Bilder  aller  Punkte,  die  zwischen  FECG  sich  befinden,  innerhalb 
fECg. 

Zugleich  ist  hierdurch  klar,  wie 
die  Projectionsebene  des  Bildes  PP,P/F 
für  ein  gegebenes  0  bestimmt  werden 
kanu.  Man  zeichne  nämlich  von  0 
(Fig.  27)  aus  die  beiden  Tangential- 
ebenen an  den  Cylinder,  so  ist  die 
Ebene  durch  die  beiden  Berflhrungs- 
linien  die  verlangte  Bildebene. 

Für  die  Construction  des  Zerr- 
bildes ist  uns  nun  gegeben  ein  Bild  in 
der  Ebene  PP,P/F,  also  die  Punkte 
/,  und  wir  suchen  die  dazugehörigen 

G.  Ziehen  wir  dann  die  Gerade  0^,  deren  Verlängerung  die  Grundebene 
in  g  schneidet,  so  wird  es  zunächst  unsere  Aufgabe  sein,  den  Punkt  g  %\^ 
finden  und  dann  dazu  den  Punkt  G  des  Zerrbildes. 

g  wird  wie  fol^  gefunden.  Sei  y^  die  Projection  von  y  auf  PB^  und 
yyi""^iyig  — y»  OR  —  a,Ry,—R  gesetzt,  so  ist  x:7""a:Y-{-R, 

R.x 
y-a-^- 
nach  y  constniirt  werden. 

G  wird  nun,  wie  die  Entwickelung  am  Anfange  zeigt,  gefunden.  Aq 
den  Schnittpunkt  der  Linie  Rg  mit  dem  Grundkreis,  d.  i.  C,  vrird  eine  Tan- 
gente an  den  Kreis  gezeichnet,  von  g  eine  Senkrechte  auf  diese  Tangente 
gD  gezogen  und  diese  um  sich  selbst  verlängert,  also  gD  — >  GD,  so  ist  G  der 
gesuchte  Punkt 


Da  nun  zu  jedem  y  die  R  und  x  bekannt  sind,  so  kann  hier- 


Kieio,  Theorie  der  EUtUcUit  etc. 
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Allgemeine  Sfttie  über  die  Lage  und  Oroate  der  Bilder  bei 
(«hiriioben  Spiegeln.    (§  293.) 


Fig.  38. 


Alle  Lichtstrahlen,  welche  von 
einem  Punkte  der  Hauptaxe  aus- 
gehen, schneiden  sich  nach  der 
Reflexion  wiederum  in  einem 
Punkte  derselben,  wenn  sie  den- 
selben Winkel  mit  dieser  Linie 
bilden. 

Bfit  Hülfe  der  im  Lehrbuch  ein- 
geführten Bezeichnungen  (Fig.  28) 
findet  man 


ic :  r  ■■  sin  a :  sin  ^  mio,    sin  Z.  mio  — > 
rc :  r  ■■  sin  a :  sin  Z-  mi'o,    i'c  — >  r  —  b  — i 


r  sm  a 


ir 


IC 

r  sin  a 


rsm« 


sinZ-mi'o' 

Nun  ist  Z-  mi'o  -«  a  -|-  Z.  mco,   ZL  mio  »■  Z.  mco  —  c. 
Aus  (2.)  folgt: 

r  sin  a 


(1.) 
(2.) 


b  — r- 


sin(a-l-mco)^ 


cos  Z^  mco  -|-  cos  a  sin  Z.  mco 

Aus  (1.)  ergiebt  sich  durch  Division  mit  sin  a: 

unZ.mio       .     .  ^  ,  r 

ism  Z-mco  cot  a  —  coeZ.  moe«« 


mithin 


sm  a 


—  r 


b  — r- 


+  2  cos  Z.  mco 


d  — r 
womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Wenn  nun  Z.  mco  so  klein  ist,  dass  man  angenähert  ces  Z.  mco  ^^  1 
setzen  kann,  giebt  diese  Formel  das  allgemeine  Gesetz,  dass  alle  Strahlen 
in  einem  Punkte  zusammentreffen,  die  von  einem  Punkte  ausgegangen 
sind.  Es  ist  dann 

1        X  dr 


b*-» 


(4  1         \  or 


Im  Folgenden  soU  diese  Formel  yerallgemeinert  werden  für  die  An- 
nahme, dass  die  reflectirende  Fläche  irgend  eine  Umdrehungsfläche  ist.  Es 
ist  klar,  dass  wir  auch  für  diese  Untersuchung  nur  die  Lage  in  einer  durch 
die  Umdrehungsaxe  gelegten  Ebene  zu  berücksichtigen  haben.  In  einer 
solchen  Ebene  sei,  wenn  die  Umdrehungsaxe  mit  der  xAxe  zusanmienMt, 
die  Durchschnittscurve  der  reflectirenden  Fläche  gegeben  durch  y  »»  f  (x). 
Die  Abscisse  des  gegebenen  Punktes  i  sei  a,  die  des  gesuchten  i'  sei  a'  und 
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o  habe  die  Coordinaten  x,  y.  Die  Gleichungen  des  einfalloiden  und  refled-^ 
tirten  Strahles  sind  dann ,  wenn  17,  ^  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten: 

für  oi  :  ij  —  y  =  A(f  —  x),  wenn  A  =  — i—  ist, 

X "~~"  a 

für  oi':  ly  —  y  =  B  (g  —  x),  wenn  B  =  —^  ist 

X '  '  a 

Es  ist  ferner 

ii'  =  a'  —  a  =  X  —  a  —  y  cot  Z-  oi'm.  (3.) 

Nun  ist 

l^  oi'm  =  Z-  mco  +  a, 
also 

a^^L,  oi'm  —  Z.  mco. 
Da  ferner  A  oi^m  »s  Z.  mio  +  2  a  ist ,  so  erhält  man  mit  Hülfe  des 
eben  gefundenen  Werthes  von  a: 

Z-  oi'm  «=  Z-  mio  +  2  (Z.  oi'm  —  Z-  mco) 
oder 

Z.  oi'm  «=«  2  Z-  mco  —  Z.  mio, 
also 

1  +  cot  2  Z-mco  cot  Z.  mio 


cot  oi'm  > 


cot  Z-  mio  —  cot  2  Z-  mco  ' 


¥^  * «  /  cot^mco  —  1      ,  .     .         1 

Da  nun  cot2  Amco  =  -7r — : ,  cot Z. mio— 1  -7-  und 

2  cot  mco  A 

cot  mco  s«  —  T-  =*  abgekürzt 

ist,  so  ist  aus  (3.): 

•f        f  1  — p*  +  2pA 

^^-^-^-"-^-y2p-(l-p»)A 

oder  durch  Einsetzung  des  obigen  Werthes  von  A : 

*  2p(x-a)-(l-p»)l  •         ^*-> 

Dies  flir  den  Kreis  angewendet  giebt  folgende  Werthe. 

Wenn  i  der  Coordinatenanfang  ist,  so  ist  die  Kreisgleichung 
y«  +  (x-[d-r])*-=r* 
und  damit  dy  x  —  (d  —  r) 

dx      '^  y 

Nach  einiger  Transformation  erhält  man  dann 

2(d-r)[r^+(d-r)(x-(d-r))] 
^=        r«  +  2(d-r)[x-(d-r)]      / 
Ist  speciell  in  der  allgemeinen  Formel  A  »s  0  oder  a  «s  00,  d.  h.  ist 
der  eintretende  Strahl  der  Rotationsaxe  parallel,  so  ist 

1  — P^ 

^-^-y-2r- 

Die  Formel  (4.)  lässt  sich  natürUch  auch  für  Planspiegel  anwenden; 
steht  nämlich  die  Ebene  des  Spiegels  senkrecht  zur  Axe,  so  ist  p  »>  00,  ako 
a'  —  a  BS  2  (x  —  a),  d.  i.  das  bekannte  Gesetz,  es  ist  a'  unabhängig  von  y 
und  die  Entfernung  des.  Schnittpunktes  der  rückwärts  verlängerten  reflec- 
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lirUiB  Strahktt  mh  der  Aie^  dL  L  dtr  Senkrechteu  Mf  den  Spiegel  ^n 
leuobtenden  Punkt,  vom  Spiegel  iala'  —  x^^x  —  a,  also  ist  des  vnluelle 
Bild  ebensoweit  hinter  dem  Spiegel  ab  der  leuchtende  Punkt  tot  demselben. 


Bie  BiU«r  der  HoUipiec^  Breonlinie.   (fi  294.) 
!•    Sphärische  Abweichung, 
a)  Lftngenabweichung. 


Fällt  das  Bild  der  reflectirten 
Randstrahlen  nach  i'  (Fig.  29)  und 
das  der  reflectirten  Centralstrahlen 
nach  i'^  so  nennt  man  i'i''  die 
Lftngenabweichung  des  Spie- 
gels, deren  Grosse  berechnet ' 
den  BolL 


rt'-p/i — - — '- — Y 

l         TZ1~  +  2  COS  zL  mco  J 


wo  nun  Z.  mco  den  ftussersten  Werth  dieses  Winkels  bezeichnet  und 

dr 


mi" 


ist,  folglich  erhalt  man 


2d  — r 


lY' 


:mi" 


l  j         j— - — |-  2  cos  Z.  mco    / 

2  r  (d  —  r)*  (1  —  cos  Z-  mco) 
"^  (2  d  —  r)  (2  cos  Z.  mco  (d  —  r)  +  r) ' 

b)  Seitenabweichung. 
Verlängert  man  den  reflectirten  Randstrahl  bis  er  die  in  i''  auf  die  Axe 
errichtete  Senkrechte  schneidet,  so  heisst  das  Stück  der  Senkrechten  ai'' 
von  der  Axe  bis  zu  diesem  Sdmittpunkt  die  Seitenabweichung  des 
Spiegels. 

Es  ist  ai'^ :  i^i''  -«  ob :  i%  da  A  aiY'  cx>  A  oi^  abo 
i'i".  ob      i'i".  r .  sin  A  mco 


ai" 


n  i'b 

i'i".rsin  Amco 


maf  —  r  +  bc 
Wird  non  der  in  a)  berechnete  Werth  eingesetxt,  so  ergi^  sich: 
2r(d  —  r)* (1  —  cos  A  mco)  sin  A  meo 


ai" 


(2d  —  r)  (2  [d  —  rj  cos*  A  mco  +  r  cos  A  meo  +  r  —  d)' 
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Beide  Ausdrücke  gehen  für  einen  leuchtenden  Punkt,  der  im  Vergleich  zu 
den  Dimensionen  des  Spiegels  sehr  weit  entfernt  ist,  über  in 

.,.,,       r    1  —  cos  Z-  mco        ...         (1  —  cos  Zjnco)  sin  2Lmco 
2  *     cos  Z_  mco     '  2co8*Z-mco  —  1 

Wenn  Z.  mco  klein  ist,  so  werden  auch  i'i^,  ai''  klein,  d.  h.  die  Bilder 
der  einzelnen  Punkte  stellen  sich  als  sehr  kleine  Kreise,  Abweichungs- 
kreise, dar,  wenn  die  Oeffnung  des  Spiegels  klein  genommen  wird. 

3.    Meridiancurye  der  Rotationsflache,  welche  die  von 

einem  bestimmten  leuchtenden  Punkt  ausgehenden  Strahlen 

nach  einem  Punkt  reflectirt. 

Das  Problem  dieser  Nunmier  heisst  mathematisch  ausgedrückt :  Es  ist 
die  Gar?e  zu  suchen,  für  wekbt  der  Werth  von  a'  —  a  §  293  (4.)  coistant 
j0t.  Wir  setzen  diese  Goastaate  2G  und^  da  onser  Coordwiatemitfing  noch 
4uroh  Nkkts  bestimnU  ist,  so  wählen  wir  ihn  so,  daBs  a  bb  —  c  ist 

Die  Dtfieventialgleicbung  unserer  Aufgabe  ist  dann  nach  ein^r  ein- 
fachen Transformation 

p{x*  — y»— (?)  — xy(l  — p«).  (1.) 

Setzen  wir  darin  py  — >  xz,  wo  z  eine  neue  Veränderliche  ist,  so  eriUÜt 
man  nach  Multiplication  mit  y : 

xz  (x"  —  y*  —  C?)  «^  xy*  —  xV 
und  daraus 

,      zx'— (?z  +  zV  •      r^     « 


1+z  1  +  z' 

2ydy  — 2xi4lx  +  x»di— <?d:p4— • 

1  +  z 

Da  femer  ydy«<epydxsK*zzdx  ist,  so  erhalt  man 


(■•-ÖTI?)*-«- 


Dieser  Gleichung  ist  genügt  durch  Nullsetxung  der  Faotarea. 
Der  zweite  Factor  dz  »i  0  giebt  z  «^  C.  Daraus  ist  dann 

y     ^  y 

CBBp-2.««^.^ 

*^  X       dx    X 
oder 

dy  X  ; 

dx  y 

Deren  Integral  ist  y* «=»=  c  (x*  —  A),  also  ist  die  verlangte  Gurre  ein  KegeK 
schnitt 

Der  erste  Fac^r  giebt  x  =  7-7—  oder  x  +  py  — i  G.    Dieser  Werth 

1  -|-  z 

aber  ist  mit  der  Gleichung  (1.)  unvereinbar;  denn  setzt  man  den  hier  ge- 
folgerten Werth  von  p  in  (1.)  ein,  so  ertiält  man 

f  +  (x-G)»=*0, 
was  unmöglich  ist 
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3.    Katakaustik. 

Die  AusdiUcke  für  die  Katakaustik  ergeben  üch  ab  ein  specieller  Fall 
der  Gleichung  der  Diakausük.  Wir  müsssn  nämlich  in  den  Formeln  der 
Diakaustik  §  306  fiberall  setzen  n  =  —  n\  Dadurch  erhalten  wir  die  fol- 
genden Gleichungen: 

ij  —  y  —  a  (^  —  x),.        1?  —  y  =-  a  (S  —  x), 
für  die  einfallenden  und  zurückgeworfenen  Strahlen,  wenn  die  a  und  a 
durch  folgende  Gleichung  zusanunenhängen : 

Diese  Gleichungen  mögen  auf  einige  Beispiele  angewendet  werden. 

a)  Parallele  Strahlen  sollen  von  einem  Kreisspiegel  reflectirt  werden. 
Wenn  wir  dann  in  der  diesem  Beispiele  entsprechenden  Erörterung 

der  Diakaustik  (fi  306,  2.)  setzen  n'  — >  —  n ,  so  erhalten  wir  nach  einiger 
Umformung 

(r}-,l)M2?-(rt-,t>(ri  +  2,l)}-0. 

Der  erste  Factor  dieser  Gleichung  giebt  zwei  der  Abscissenaxe  parallele 
Gerade  i?,  «=  r  und  ij,  ■«  —  r.  Der  zweite  Factor  heisst  rational  gemacht: 
27r*ij*  — 4.(^*  +  4f  —  r^. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Epicykloide.  Der  Grundkreis  dieser  Epi- 
cykioide  ist  dem  zurückstrahlenden  concentrisch;  der  Radius  des  ersteren 
ist  der  Hälfte,  der  Radius  des  rollenden  Kreises  aber  dem  vierten  Theil  des 
Radius  dieses  zurückwerfenden  Kreises  gleich. 

b)  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehen,  mögen  von  der  concaven 
Seite  eines  Kreisspiegels  reflectirt  werden. 

Durch  Uebertragung  der  entsprechenden  Aufgabe  von  fi  306,  2.  er- 

halten  wir,  wenn  wir  schreiben  abgekürzt  b  »»  — : 

(1  —  abr      (1  —  ab)' 
l+a*   ^   1+a» 
oder 

(a  — a){(a  +  a)  +  2b(l— aa)  — b*(a  +  a)}  — 0. 
Da  nun  a  —  a  nicht  gleich  Null  sein  kann,  so  muss  der  andere  Factor 
gleich  Null  gesetzt  die  gesuchte  Brennlinie  geben.  Dieser  giebt 

g  +  a  t      b  +  a 
1  — ab'^ab  — 1' 
Werden  nun  die  Werthe  für  a,  a...  eingesetzt,  so  erhält  man 
i?y  +  gx-(x«+y')       ex-(x«  +  y^ 
y?— X1J  ""        —  ey 

Setzen  wir  dann  x  »»  r  cos  ^,  y  »=  r  sin  ^,  so  giebt  diess 
ij  (e  cos  2  9  +  r  cos  9)  —  ^  (e  sin  2 9  —  r  sin  9)  +  er  sin  9) »»  0. 
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Differenzirt  man  diese  Gkichung  nach  t,  so  erhält  man 
1]  (2e  sin  29  +  r  sin  g>)  +  ^{2ecos2q>  —  r  cos  y)  —  er  cos  tp'^O» 

Zwischen  diesen  letzteren  beiden  Gleichungen  wflre  nun  g>  zu  elimi- 
niren,  um  die  Gleichung  der  einhüllenden  Curve,  d.  L  der  Katakaustik  zu 
finden. 

Eine  Vereinfachung  tritt  ein^  wenn  der  strahlende  Punkt  auf  der  Pe- 
ripherie des  reflectirenden  Kreises. liegt.   Dann  ist  e ■■  r  und  wir  können 
aus  den  beiden  Gleichungen  nach  einiger  Transformation  ableiten 
gMi}r  cos  9>  +  lr  cos29>,         ij— i>ir  sin  9>-f-ir  sin  29). 

Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  bedeutet  dies  eine  Epi- 
zykloide,  in  der  der  Radius  des  rollenden  Kreises  der  dritte  Theil  des  festen 
Kreises  ist,  also  eine  Cardioide. 


Begriff  und  Oesetie  der  Brechung.   (§  298.) 
!•   Andere  Form  des  Brechungsgesetzes.*) 

Wir  nennen  die  Summe  der  Producte  der  Wege  eines  Lichtstrahles  in 
den  verschiedenen  Bütteln  mit  dem  absoluten  Brechungsexponenten  des 
betreffenden  Büttels  die  optische  Lange  des  Strahles.  Seien  also  1,,  1,, 
I3,....  In,  die  Wegtongen  desselben  im  l»«»,  2"",  3'«°,....  m»«»  Büttel  und 
nj,  n,,  n,,....  Um  die  entsprechenden  absoluten  Brechungsexponenten  der- 
selben, so  ist  die  optische  Länge: 

t/;  — n,l,+  n,l,  +  n3l,+....nialn. 

Diese  Grösse  ist  proportional  der  Zeit  (t),  welche  das  Licht  braucht, 
um  den  Weg  zurückzulegen,  und  gleich  dem  Weg,  den  das  Licht  im  leeren 
Baum  in  dieser  Zeit  zurttcklegen  wtirde.  Dies  ergiebt  sich  wie  folgt 

Seien  c,,  c„  c,,....  Cn  die  Lichtfor4>flanzungsgeschwindigkeiten  in 
den  betreffenden  Bütteln  und  c«  die  im  leeren  Baum,  so  ist  nach  der  Defini- 
tion des  absohlten  Brechungsexponenten 

n,  — -^,     n,— A     n,— -i,..  ,  n„  — -2., 
C|  Cj  Cj  Cm 

also 

Da  nun  die  Parenthese  gleich  ist  der  oben  genannten  Zeit  t,  so  wird 

t/;  — Cot, 
womit  obige  Behauptung  bewiesen  ist 

Der  deftttirte  Begr^  der  optischen  Länge  kann  auch  benutzt  werden, 
wenn  man  den  Strahl  im  letzten  Büttel  rückwärts  verlängert  denkt  bis  über 
die  Grenze  des  BüUels  hinaus,  etwa  bis  zu  einem  Punkte  hin,  wo  ein 


*)  Helinholtz,  Handbuch  der  physiok>gi8chen  Optik.  Leipzig.  S.  238. 
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potentielles  Bild  des  leucbtenden  Piuikles  sich  befindet,  dann  aber  mu^ 
mbn  die  Entfernung  vom  Eintritt  des  SUraUes  in  das  letzte  Mittel  bis  xu 
tkM  Potentialen  fiSde  femessen  negati?  nebnen. 

Mit  httU^  dieser  Definition  tosst  sieb  das  Breohangsgesetz  wie  folgt 
ausdrücken : 

Die  optiscbe  Liitage  des  Strables  zwiscben  einem  ibm  angeborigen 
Pübkte  im  eMen  md  einetia  kn  nreiten  Mittel  ist  ein  Grenzwerth  (Max» 
oder  Min.)* 

Die  Vii^n^nstimmmig  dines  Satzes  mit  dem  Gesetze  von  SneDios  er- 
giel^t  sküh  folgendermassen.  Die  Grenze  der  beiden  Mittel  sei  eine  beliebig 
gifistaltete  Ptoebe  ton  continnirlicber  Kktmmrang.  Wir  beeieben  dieselbe 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  so  dass  dieseU^  g^eben  lA 
durch  z  — f(x,y). 

Wenn  nun  x,,  y,,  z^  (x^,  y,,  z^  die  Coordinaten  eines  Punktes  des 
Strahles  im  ersten  (zweiten)  Mittel  und  x,  y,  z  die  des  Einfallspunktes  sind^ 
so  ist 

y/— n^l,  +  n,l,, r— —^ 

-n,  V^(x.-x)«+(y.-y)^+(z,-2)*+ii,V(Xs-x)«+(y-y)'+(x-x)^ 

Zur  BMämmuig  des  Grenzweribes  von  tff  bat  man  dann  folgenden 
Gleichimgen  zu  genOgen: 

^^^5  dtp 

Die  AusAÜurung  der  hier  angegebenen  Differenziationen  ergiebt  die 
Gleichungen: 

(x-x.)+(i-i.)^         (x-x,)+(z-z^-^ 
Oi-.!». . .       ■    ^+n,— ^ j ^, 

o_n. ^ I+t,,—- 1. 

Zur  Vereinfachung  dieser  beiden  Bedingungen,  welche  das  Brechungs- 
gesetz enthalten  sollen ,  nehmen  wir  als  Coordinatenanfang  den  Einfalls- 
punkt und  als  die  zAxe  das  Einfafldoth.  Dann  ist  also 

x-y-z-0,  -^-0,   ^-0,  l.-v/xf+yf+zf,  lt->^xJ+rf+<- 

Die  zu  erfüllenden  zwei  Gleichungen  bekommen  damit  die  einfache  Form 

O-n.it  +  n.^,         0-n,^+n,^.  (a.) 

Wenn  wir  Polarcoordinaten  einftdiren,  also 

iL,^M*ljmn  Ol  oos^,,  x^M^sl^sin  a,c66  4^t, 

y^  ti«:  1,  sin  o,  sin  ^|,  y,«^  1^  sin  «,  sin  ^, 

Z)»>ljCosa,,  Zk«Blj|Coe«i 

setzen,  so  gehen  die  Gleichungen  (a.)  über  in 

n^sinaiCos^jiM — Ussinascos^s,  n,sinO|8in^i"-e — Ussino^sin^s*  O^*) 
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Werden  diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  so  geben  sie 

nj  sin^ttj  =  nl  sin*a,  oder  Uj  sin  er,  =  n,  sin  a^ .         (y.) 
Es  kann  hier  nur  das  podtive  Zeichen  gelten,  da  or,  zwischen  0^  und  90^ 
o^  zwischen  90^  und  180^  hegen  muss.  * 

Wenn  dies  in  (ß.)  eingesetzt  wird,  so  erhält  man 

cos  ^,  =  —  cos  &^ ,        sin  ^,  =  —  sin  d-^ , 

^^^  ^,  =  d,  +  180V  (<J.) 

Diese  Gleidiungen  {d.)  und  (/.)  sind  eben  die  des  BrechungsgeBCtzes 
von  Snellius,  denn  &^  und  &^  sind  die  Winkel  der  Einfallsebene  und  der 
Brechungsebene  mit  der  xz Ebene.  Da  deren  Differenz  1 80 <^  ist,  so  falleii 
dieselben  in  eine  zusammen,  a^  und  a,  sind  die  Einfalls-  und  Brechungs- 
winkel. 

Diese  Form  des  Brecbungsgesetzes  sagt  zugleich,  dass  das  Licht  den 
Weg  Ton  einem  Punkt  zu  einem  andern  in  der  kleinsten  Zeit  zurücklegt, 
denn  nach  S. 279  ist  eben  tp^^c^i  und  es  bestimmen  also  die  Grenzwerthe 
vdn  %ff  ein  Hin.  von  t,  da  hier  von  einem  Maiu  nicht  die  Rede  sein  kann. 
Solist  das  Gesetz  zuerst  von  Format  gegeben  worden. 

Dasselbe  Beweisverfahren  kann  auch  in  der  Katoptrik  angewendet  wer- 
den, um  zu  zeigen,  dass  der  allgemeine  Ausdruck  auch  für  das  Reflexions- 
gesetz passt 

Dieser  Satz  Iflsst  sich  endUch  auch  für  meliere  brechende  Mittel  er- 
weitem und  lautet  dann :  Wenn  ein  Lichtstrahl  durch  eine  behebige  Anzahl 
von  brechenden  Mitteln  hindurchgegangen  ist,  welche  durch  Flächen  von 
continuhrUcher  Krümmung  begrenzt  sind,  so  ist  sein  Weg  durch  cKe  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  die  optische  Länge  des  Strahles  zwischen  einem  seiner 
Punkte  im  ersten  und  einem  im  letzten  Mittel  ein  Grenzwerth  (Max.  oder 
Min.)  ist. 

Sei  tp  die  cqptisehe  Länge  des  Strahles,  seien  die  Gleichmigen  der 
aufeinander  folgenden  brechenden  Flächen  z,BBf,(x,yJ,  z,«-Bfs(x,y,),... 
2iii"»fm(X]iiy«)  und  mögen  aDe  diese  Coordinatensyst^ne  so  gelegt  sein, 
dass  ihre  z  Axen  mit  dem  Einfallsloth  zusanmienfallen,  so  sind  die  Bedingun- 
gen des  Grenzwerthes : 

^im  *  ^y^ 
Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  nach  dem  obigen  identisch  mit  der  Be- 
dingung, dass  der  Strahl  an  der  ersten  Fläche  nach  dem  bekannten  Bre- 
chungsgesetze gebrochen  werde;  die  zweite  sagt  dasselbe  für  die  zweite 
Fläche,  die  m^  für  die  m^*.  Also  ist  der  Weg  des  Strahles  durch  die  aufge- 
stellte Bedingung  genau  ebenso  bestimmt,  wie  durch  das  Brechungsgesetz. 
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2.    Homocentrische  Lichtstrahlen. 

Wenn  Lichtstrahlen,  welche  von  einem  Punkte  ausgehen,  d.  h.  homo- 
centrische Strahlen  durch  beUebig  viele  Flächen  von  continuirlicher  Krüm- 
mung gebrochen  werden,  so  stehen  sie  nach  der  letzten  Brechung  senkrecht 
auf  jeder  krummen  Fläche,  fttr  deren  sämmtliche  Punkte  die  optische  Länge 
einen  constanten  Werth  hat. 

Bedenkt  man,  dass  gleiche  optische  Längen  in  gleichen  Zeiten  zurück- 
gelegt werden ,  so  kann  dann  eine  jede  oben  bezeichnete  Fläche  ab  eine 
Wellenfläche  betrachtet  werden,  d.  h.  ab  eine  solche  Fläche,  welche  durch 
alle  diejenigen  Punkte  geht,  in  denen  die  gleiche  Phase  der  Aetherschwin- 
gung  stattfindet 

Die  brechenden  Flächen  sind  gegeben  vne  unter  1.  durch  die  Gleichun- 
gen z,  — f|(x,y,),  z,  —  f,(x,y,),...  Za  — fmCxmlm)  ünd  dic  letzte  Fläche, 
fttr  die  tp  constant »»  C  sein  soll,  werde  bezogen  auf  das  Coordinatensystem 
der  letzten  brechenden  Fläche  und  heisse  dann  ^bb  ^(^,  tj).  Die  Coordi- 
naten  eines  der  Strahlen  seien  in  den  aufeinander  folgenden  brechenden 
Flächen  x,,  y^;  x,,  y,; . . .  x^,  y«;  g,  ij. 

Betrachten  wir  nun  einen  zweiten  Strahl,  der  dem  ersten  sehr  nahe 
bt,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Punkte,  in  denen  dieser  die  auf- 
einanderfolgenden Flächen  trifft,  mit 

x,  +  ^i,  yi  +  ^i;»«  +  '^,i  y,  +  ^y,;....  Xn  +  ^„,  ym  +  ^m; 

§+./§,  ti  +  Jri  und  ^  +  ^=.;  +  ||^g+^^,. 

Wenn  die  optische  Länge  des  ersten  Strahles  tfj  ist,  so  werde  die  des 
benachbarten  mit  tp  +  Jip  bezeichnet.   Es  bt  dann 

Da  nun  die  Fläche  ^'^(piS^rj)  so  sein  soll,  dass  die  optischen  Längen 

bb  zu  ihr  einander  gleich  und  zwar  gleich  der  Constanten  C  sein  sollen,  so 

muss  sein  J\p  =»  0, 

da  ferner  nach  dem  Brechungsgesetz  aus  1.: 

dtp      dip  dtp       dtp      öe^  dip       « 

5xi  "^  5x, ""         ""  ^x^  '^  ^  **  ^Yt  ^läi  "" 

bt,  so  muss 

(dip  dip  dt:^      (dtp  d^  ^^^.«.0 

sein.  Da  nun  J^  und  Jii  von  einander  unabhängig  sind,  so  kann  dieser 
Gleichung  allgemein  nur  genügt  werden  durch 
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Es  ist  aber  nach  der  vorigen  NummeF  i//»injl,  -|-  n^l,  +.*.nmlin9 
wo  nur  Im  abhängig  ist  Yon  $,  tj^  ^.  Also  ist 

^"f^a    ^'--n    tzlE 

Damit  gehen  die  Gleichungen  (a.)  ttber  in: 

(|-x„)  +  (C-«„)||-0, 

Diese  Gleichungen  sagen  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie, 
dass  $,  fj^  ^ der  Fusspunkt  einer  von  Xm,  ym,  Zm  <nif  die  FUche  ^a«  ^(^,  tj) 
geföUten  Nonnale  ist;  diese  Fläche  aber  ist  bestimmt  dnrch  ^  «^  C. 


(l?-yin)  +  (?-2m)|^-0. 


(«*) 


Brechimg  dea  Lichtes  durch  Prismen.   (§  300.) 

1«   Brechung  mit  Hülfe  des  in  §  298  erörterten 
Brechungsgesetzes.*) 

Yfir  beziehen  unsere  Untersuchung  auf  zwei  Coordinatensysteme  mit 
gemeinschaftlichem  Anfangspunkt,  bei  denen  je  eine  Coordinatenebene  mit 
einer  brechenden  Fläche  des  Prismas  zusammenfällt  und  je  eine  Axe  auf 
der  brechenden  Kante  liegt  Die  erste  brechende  Ebene  sei  die  yz  Ebene, 
die  zweite  die  i^^Ebene  und  die  brechende  Kante  die  z-  und  ^Axe.  Ein 
Lichtstrahl  geht  aus  von  dem  Punkte  a,  b,  c,  treffe  das  Prisma  in  einem 
Punkte  0,  y,  z,  verlasse  dasselbe  im  Punkte  0,  ij,  ^,  und  a,  /9,  y  sei  ein  Punkt 
des  abgelenkten  Lichtstrahles.  Es  seien  femer  mit  l^,  1^,  I,  die  Längen  des 
Strahles  vor  dem  Prisma,  im  Prisma  und  ausserhalb  des  Prismas,  mit  q>  der 
brechende  Winkel  und  mit  n  der  Brechungsexponent  des  Materials  des 
Prismas  bezeichnet  Danp  ist,  wenn  unter  tff  die  optische  Länge  ver- 
standen wird:       ,        ,/  ,   ,    ,, rr-TT ^ 

1^  — |/a'  +  (b  — y)»  +  (c  — z)«, 

1.  —  >/y«-2yi?cosy  +  iy'  +  (z  — 0^  (a.) 

l,  =  |/a«  +  (i«^-i?r  +  (y-DN 
i^-l,  +  nl,  +  l,. 
Die  allgemeinen  Transformationsformeln  der  analytischen  Geometrie 

?*^"  •  f  =  —  X  cos  9)  —  y  sin  ^, 

ij  =  —  X  sin  g>  —  y  cos  g),  (ß.) 

C  =  z. 

*)  HelmholU,  a.  a.  0.  S.  249.  , 
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Nach  i  298,  1.  muss  gdten : 


(y.) 


a^    z  — c  ,  _z  — g 

''"^ — iT^  nr* 

3«   Minimalablenkung. 

Zur  Bestimmung  des  cos  des  Winkds  w^  den  der  eintretende  Strahl 
wii  den  austreleaden  aiadit,  masBen  wir  die  co&  dear  Wkriul  dieser  Rkh^ 
Ivngen  mit  den  Gaordinalenaxen  bestimmen« 

Dieser  Winkel  lo  ist  der  Nebenwinkd  ron  A,  wir  mttasMi  deshalb  Ar 
die  Bfinimalablenkung  die  Bedingungen  suchen ,  unter  denen  w  ein  Hax. 
wird. 

Der  eintretende  Strahl  bildet  mit  den  x,  y,  z  Axen  Winkri,  deren  cos. 


a  b  —  y         c  —  g 

!;•     -jT'     HT' 

mit  den  Axen  der  |,  i;,  ^  aber  nach  den  oben  citirten  Transfermations- 
formeln: 

a  cos  y  -f"  (^>  —  y)  sip  g>      (b  —  y)  cos  y  —  a  sin  y      c  —  g 

Hit  diesen  Axen  bildet  der  austretende  Strahl  Winkel,  deren  cos.  sind 

a         ß—jj        y  — C 

Dann  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 

Jacosy+(b— y)siny]  a    ,  [(b— y)co8y— asiny]  jß—^) 

'•  *t  U  *! 

(C_z)   (y-0 

+         1.        •         1,        • 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  mit  Barttck- 
sichtigung  von  (a.)  und  (/.)  dieser  Werth  zu  einem  Min.  und  damit  w  zu 
einem  Max.  wird. 

Wenn  in  (a.)  die  Werthe  aus  (y.)  eingesetzt  werden,  um  a  zu  elimini- 
ren,  erhidt  man 


oder 


'i  't 

,  Google 
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fttar  mit  BerüdukhtigttDg  des  Weiik»  von  1,*  aus  (a.): 

Ganz  dl^enso  findet  man,  um  a  efiminiren  zu  können, 


i-V^- 


..(>?  — Y  cos  y)*-t- (2  — Cf 


5^^^-(n'-l). 


Beide  Wurzeln  müssen  reell  sein ,  denn  wäre  die  Gri)sse  unter  dem 
Wurzelzeichen  negativ,  so  mttsste  an  jeder  der  betreffenden  Fifichen,  wie 
man  durch  eine  einfache  Rechnung  folgern  kann,  totale  Reflexion  stattfinden. 

b  -"~  V     C  •^~  Z      S  -^~  17      V """""  L 

Für  die  Quotienten  — j— ^,  — j — ,  ^—j — ^ ,  ^-j — ^  nehmen  wir  aus  (y.) 
die  betreffenden  Ausdrücke  n  T     i/cosy^  ^  -y-^»  "i ?     ycosy^  **  ^— • 

^1  M  n  h 

Durch  Einsetzung  dieser  Grössen  erhält  man  endUch  cos  w  als  Function 
von  y,  rjy  z,  ^  und  zwar  nach  einer  einfachen  Transformation,  indem  man 
(z — 5)*  durch  (a.)  eliminirt  und  setzt  (z— '^«-1,* — y*+2yi2  cos  y — ij*, 

n*+n*55J?(y»_y,co8y  +  ij*) 


cos  Ol  B-B  —  tf 

sm^ 


—  n  c_^  (y  —  1?  cos  flp)  j/n'y*  sin'y  —  (rf— 1)  1^* 

—  n  — j-^  (i2  —  y  cos  ^p)  |/n*ij*  sin*^ — (n* —  1)  1,* 

—  ^  V^nYßinV— (n  — l)li'  V^n'ij'sin*?)— (n*— 1)1,«. 

Wenn  wir  nun  cos  ai  zu  einem  Min.  machen  wollen,  so  können  wir  y 
und  X  constant  setzen,  also  cos  (o  als  Function  v^n  ij  und  ^  betrachten. 
Es  muss  demnach  gesetzt  werden 

dcosct»      ^        .dcosfti      ^ 

-;g^ — 0  und  -^ — 0. 

Da  nun  ^  in  dem  Ausdruck  von  cos  ai  nur  in  1,  vorkommt,  so  ist 
^COSftl       flcosctf  öl^       dcosfti  .^        . -. 

Dieser  Gleichung  wird  genügt  durch  C'^^i  wenn  nicht  gleichzeitig 
-3rj-^=— oo  wird,  dadurch,  dass  ein  darin  vorkommender  Nenner  den 

Werth  Null  erhält  In  den  Nenner  von     f.  .^    kann  aber  nur  vorkonmien 

erstens  1,  und  zweitens  eine  der  in  cos  oi  enthaltenen  Quadratwurzeln. 
Ij  kann  nicht »»  0  werdea,  so  lange,  wie  es  hier  angenraiaaeii  ist,  y  und  tj 
nicht  vi^rschwinden,  wenn  ihr  Werth  auch  sehr  klein  werden  kuBA»  Von 
den  Wurzeln  kann  auch  keine  versdiwinden,  denn  sonst  wären  wir,  wie 
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oben  schon  angegeben  ist,  an  der  Grenze  der  totalen  Reflexion,  was  nichl 
vorausgesetzt  wird. 

Die  erste  Bedingung  für  ein  Hin.  cos  ai  ist  also  ^  =  z  und  dann  nach 
(y.)  ^»B^  und  Zone,  d.  h.  der  eintretende  und  gebrochene  Strahl  Hegen 
in  einer  Ebene  senkrecht  zur  zAxe  oder  zur  brechenden  Kante. 

Wenn  wir  femer  statt  der  Ordinaten  tj  und  y  deren  Verhältniss  q  a«  -S 

bestimmen  wollen  und  bedenken,  dass  der  Ausdruck  yon  cosai  gegen  rj 
und  y  symmetrisch  ist,  so  ist  cos  w  derselbe  Werth,  wenn  wir  überall 

schreiben  «/ »»  qy  oder  y  »b  — 1^9  ^  eui^  Mal  ist  aber  cos  to  «ine  Func- 
tion von  q,  das  andere  Mal  dieselbe  Function  von  — ,  d.  h.  es  ist 

q 


coscüBB^(q) 


mithin  ist 


-({)• 


das  ist 


und  letzteres 


^cosctf       dg>(q)  dq  \qj      q 

df]     ""    dq    5^™    a(—\     ^ 

^cositf       5y(q)  i_  ^  \qj  y 

dv     ~    öq     y  ""~    ^/n    ^ 


gy(q)  1 
Da  nun  für  q  —>  1  oder  y  «« 17 

ay(q)i     _Mi)i 

ir?-    ,(i)7 

ist,  so  wird  jedenCalls  dieser  Gleichung  genügt,  wenn 

Ö2iq).Mi), 

ist,  dann  aber  ist  auoh 

Ö  cos  (0        ^ 

-^ — ^- 

Die  zweite  Bedingung  für  Min.  cos  cu  ist  demnach  y  =>e  17,  wodurch  nun 
bewiesen  ist,  dass  cos  ai  und  damit  cti  einen  Grenzwerth  erhält,  wenn  d^ 
Lichtstrahl  symmetrisch  durch  das  Prisma  geht 
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Dass  der  hier  gefundene  Grenzwerth  f(lr  ai  ein  Max.  ist,  kann  man 
durch  Untersuchung  des  zweiten  Differentialquotienten  finden  oder  ein- 
facher durch  Ausfnhrang  eines  Beispieles.  Man  setze  z.  B.  9  bb  QQo  imd 
dann  ij  =«  yr,  wo  r  <^  1  ist. 


3.    Subjectives  Bild  eines  schmalen  Gegenstandes. 

Nehmen  wir  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  in  den  vorigen 
Nummern  der  Einfachheit  wegen  <ien  Coordinatenanfang  so,  dass  c  =  0  ist, 
und  bezeichnen  mit  x^  y',  z'  die  laufenden  Coordinaten  der  einfallenden 
Strahlen,  welche  von  dem  Punkte  a,  b,  0  ausgehen,  so  sind  deren  Glei- 
chungen : 

y'  —  b  =—  = z',        x'  —  a  = z'. 

^  z  — z 

Die  gebrochenen  Strahlen  mögen  auf  dasselbe  Coordinatensystem  be- 
zogen werden  und  x',  y',  z'  seien  deren  laufende  Coordinaten.  Da  dieselben 
durch  den  Punkt  gehen,  dessen  Coordinaten  0,  y,  z  sind,  so  erhalten  deren 
Gleichungen  die  Form: 

y'_y.-=a(z'  — z);        x'  =  ß(z'  —  z). 
Ferner  ist  hier 
l^««a*+(b-y)*+z«,    l.«_x'«+(y'-y)'+(z'-z)',    tp~],+nl,. 
Die  Gleichungen  des  Brechungsgesetzes  sind 
d%b      ^       z           z'  —  z  du}.      -       y  —  b  y' — y 
öz               lo              1,              öy                   lo  1, 
Diese  letzteren  beiden  Gleichungen  sind  hinreichend  zur  Bestimmung 
von  a  und  ß,   Sie  geben  nach  Einsetzung  der  Werthe  von  \  und  1,: 
z                                  1 
|/a«+(b-y)»+?~°|//if»+a*+r 
y  —  b g 

Daraus  findet  man 


y-b  ^_T/nV  +  (n'-l)[(l-y)'  +  2'] 

Bezeichnen  wir  nun  durch  q)  den  Neigungswinkel  der  gebrochenen 

Strahlen  gegen  die  yz  Ebene,  so  ist 

o  y  —  b 

sm  öp  =— -7====  = — , 

^      l/^qPT+T       nj/a«+(b-yr+z« 

Dieser  Werth  und  damit  auch  9  wird,  wenn  a,  b,  y  unverändert  bleiben, 

um  so  kleiner,  je  grösser  z  ist,  es  wird  also  die  Fläche  der  austretenden 

Strahlen  die  Brechungsfläche  in  einer  Geraden  schneiden  und  ihre  concave 

Seite  gegen  die  yz  Ebene  zukehren.    Denken  wir  uns  nun  umgekehrt  statt 

der  gebrochenen  Strahlen  und  der  einMenden  die  einfallenden  und  ge* 

brochenen  und  statt  des  leuchtenden  Punktes  ein  Auge,  so  wird  dieses  die 
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• 

SlrtUea,  welche  die  gekrümmte  Oberflücbe  biUen,  sehen,  ab  ob  sie  von 
einer  Geraden  ausgegangen  waren.    Man  si^  ako  als  eine  gerade  Linie 
p}y,  90  cd  (Fig.  30)  eine  (kir?e  von  der  Form  ab;  wenn 

aber  umgekehrt  beobachtet  wird  eine  Gerade 
a'b^  so  muss  sie  erscheinen  als  eine  Curve  c'd'. 
Was  nun  von  einer  einmaUgen  Brechung 
gik,mu8s  sich  wiederholen  bei  einer  abermaligen 
Brechung,  wodurch  bewiesen  ist,  dass  durch  ein 
Prisma  betrachtet  alle  geraden  Linien  parallel 
der  brechenden  Kante  gekrümmt  erscheinen,  so  dass  ihre  concave  Seite  der 
brechenden  Kante  zugekehrt  ist,  also  werden  die  vom  Hauptschnitte  ent- 
fernteren Punkte  weiter  abgelenkt 


4*   Ableitung  der  Formeln  für  die  Verschiebungen»*) 

Ein  Körper,  der  sich  im  Innern  eines  durchsichtigen  Mediums  befindet, 
erfilhrt  durch  Brechung  eine  scheinbare  Verschiebung  in  verticaler  und  ho- 
rizontaler Richtung.  Um  Formeln  für  diese  Verschiebungen  zu  erhalten, 
gehen  wir  aus  von  der  Gleichung  der  hier  in  Betracht  kommenden  Dia- 
kaustik  aus  §  306,  3.  Die  dort  aufjgestellte  Gleichung  vereinfachen  wir  fQr 
imseren  Fall  dadurch,  dass  wir  statt  der  absoluten  Brechungseiponenten 

n  und  n'  einführen  n  f ttr  -7  und  geben  damit  der  dort  aufgestellten  Glei- 
chung die  Form : 

Man  bedenke  nun,  dass,  wenn  ein  Winkel  ß  gegeben  ist,  den  ein  von 
dem  leuchtenden  Punkt  ausgehender  Strahl  mit  dem  Einfallsloth  bildet,  und 
r  der  dazugehörige  Brechungswinkel  ist,  zunächst  gilt: 

sin  r  SB  n  sin  /?,  (2.) 

dann,  dass  wir  den  leuchtenden  Punkt  dahin  versetzen,  wo  die  Linie,  wdche 
durch  den  Z.  r  bestimmt  ist,  die  Diakaustik  berührt  Wenn  wir  also  den 
verschobenen  Ort  des  leuchtenden  Punktes  finden  wollen,  müssen  wir  den 
Punkt  suchen,  wo  die  durch  r  bestimmte  Richtung  die  Diakanstik  berührt. 

Die  hier  anzustellende  Rechnung  geschieht  folgendermassen. 

y  —  ij  SÄ  cot  r  (x  —  I)  ist  die  Gleichung  unseres  Lichtstrahles ,  wenn 
X,  y  die  laulTenden  Coordinaten  und  ^,  i;  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
puaktes  bedeuten.  Dann  muss  sem 


'*')  Bauer,  Ueber  den  scheinbaren  Ort  eines  in  einem  dichten  Medium  befind- 
liehen, sowie  eines  durch  eine  sogenannte  planparallele  Platte  betrachtetea  Lieht- 
pwkteB.  Pogg.  Am.  153.  —  Dateibat  befindet  sich  anok  eine  Gesckiehte  dieses 
Pfoblems. 
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oder 


COtfs 


"i^~       rW'      dt,    J' 

-J/^'(l)* 


cot*ri 


n«— 1    ? 


(3.) 


n'       t] 

Diese  drei  Gleichungen  (1.),  {2.%  (3.)  reichen  dann  hin  zur  Berechnung 
der  ^,  t]  (im  Lehrbuch  y,  x)  und  der  dort  aufgestellten  speciellen  Fälle.  Wir 
erhalten  nämlich:  ^ 

n 
,_h(n«  — l)tg»/9. 


?-^[l--(n«-l)tgVl*, 


*ii^ii»,»<i 


Bettiimrning  dea  Breohungtexponenten.    (§  301.) 

Bestinunung  des  Brechungsexponenten  bei  beUebigem  Einfallswinkel  a. 

Wir  gehen  aus  von  den  Gleichungen  §  300,  1.,  2.  des  Lehrbuchs  und 
benutzen  die  Bezeichnungen  der  daselbst  gezeichneten  Fig.  162  (Fig.  31). 
Bedeutet  also  B  den  Brechungs-  ' 

Winkel,  A  die  Ablenkung,  a  und  Fig.  si. 

a'  den  Eintritts-  und  Austritts- 
winkel, ß  und  ß'  den  Bre- 
chungswinkel und  den  Einfalls- 
winkel im  Prisma.  Verbindet 
man  dann  die  beiden  Glei- 
chungen 

sin  a  =  n  sin  ß^ 
gin  a'>K  n  gin  ß' 
sowohl  durch  Addition  als  durch 
Subtraction,  so  ergiebt  sich 
durch  Anwendung  der  Formehi 
für  die  Summe  und  die  Diffe- 
renz zweier  Sinus 

sini(a  +  a')cosi(a  — a')  —  n  sin  i{ß  +  ß')  co»i(ß  —  ß'), 

cosi(a  +  </)  »in  i{a  —  a')-^n  cosi(ß  +  ß")  »in  Hß  —  ß'). 

Die  Division  dieser  Gleichungen  giebt,  wenn  wir  die  cot.  entfernen  : 

tag  !(«  +  «')  tag  i(/^  —  /5')  — tag  l(/9+/?0  tag  i(«  —  ö'). 

Nun  ist  aber 

a  +  a'  — A  +  B,        «  —  o'  — 2a  — (A  +  B), 
/?-/?'-2/9-A,      ß  +  ß'^X. 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  giebt 

„,*+B„,(,_*)_^4u,(.-i±S). 
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Ist  nun  A,  B,  a  beobachtet,  so  kann  man  hieraus  ß  berechnen  und 
findet  endlich 

sm  a 

Ausser  der  Minimalablenkung  ist  noch  geeignet  zur  Bestinmiung  fies 

Brediungsexponenten  die  Ablenkung,  wdche  wir  erhalten,  wenn  wir  das 

Prisma  so  aufstdlen,  dass  von  den  durch  das  Prisma  durchtretenden 

Strahlen  nur  diejenigen  beobachtet  werden,  welche  senkrecht  zu  der  letzten 

Fläche  austreten ,  wenn  wir  also  etwa  ein  Prisma  so  vor  ein  Rohr  stellen^^ 

dass  die  Axe  senkrecht  zur  letzten  Prismenfläche  steht,  und  dann  durch  das 

Rohr  und  Prisma  nach  einer  Lichtquelle  sehen  und  die  Ablenkung  messen. 

Dann  ist 

ö'— .0,    /J'  — 0,    B  — a  — A,     a-=B  +  A,    /J-=A 

und 

sin  (B  4-  A) 

n  — V-i — -. 

•m  A 


Brechung  das  Liohtet  durch  Luma   (§  303.) 
!•   Verallgemeinerung  der  aufgestellten  Formeln.^ 

Wir  führen  zunächst  die  absoluten  Brechungsexponenten  ein.  Wenn 
wir  den  des  ersten  Mittels  mit  n,,  den  des  zweiten  mit  n,  bezeichnen^  so  ist 

nach  §  301  —  ^^  n  und  die  aufgestellte  Formel  geht  damit  in  folgende  über 

n,       XL,       n,  —  n. 


u        d  r       * 

Daraus  folgt  die  Formel  der  Katoptrik  (41)  §  294,  wenn  wir  n,>K  —  n^ 

setzen  und  statt  u  die  dort  gebrauchte  Bezeichnung  b  einführen: 

11  2 

-j IT  ^" ^^^  Convexspiegel  und 

-j  +  T-  =  —  fttr  Concavspiegel, 

da  bei  diesen  b  und  r  negativ  zu  nehmen  sind. 

Für  die  folgende  Untersuchung  führen  wir  eine  Grösse  Fein,  welche  die 
Brennweite  genannt  wird,  und  geben  derselben  den  Index  1, 2,  uv  dadurch 
anzudeuten,  für  welches  Mittel  diese  Grosse  genommen  ist  Die  Definition 

von  Fj  ist  F,  =  — --^ —  r,  d.  i.  die  Entfernung  des  Vereinigungspunktes 
n,     ßf 

(Brennpunktes)  im  zweiten  Mittel  von  der  trennenden  Fläche  aller  der  im 

ersten  Mittel  parallel  laufenden  Strahlen,  also  wird  u^-sF,,  wenn  ds»oc  ist. 


*)  Gauss,  DIoptrische  Untersachung^en.   Qöttingen  1841.  —  Helmholtz  a.  a.  0. 
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Die  Brennweite  F,  ist  dann  die  Entfernung  des  Punktes,  nach  dem  alle 
parallelen  Strahlen  aus  dem  zweiten  Mittel  in  das  erste  gebrochen  werden. 
Fj  ist  also  SS  d,  wenn  wir  setzen  u  =3*  oo,  folglich 

F. 5i-r. 

B,  — n. 
Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  von  F,  und  F,  wird  der  Zusammen- 
hang Ton  u  und  d  folgende : 

u        d 

Diese  Formel  ist  insofern  noch  speciell,  ab  die  Entfernungen  u,  d, 
F,,  F,  bezogen  sind  auf  den  Punkt  0,  den  optischen  Ifittelpunkt,  d.  h.  auf 
einen  Punkt,  der  leuchtender  Punkt  und  zugleich  Bildpunkt  ist  Es  soU  nun 
im  Folgenden   die  obige  .    pjg  ,2. 

Formel      Yerallgemeinert 
werden,  indem  diese  Ent- 
fernungen bezogen  werden 
auf  irgend  zwei  conjugirte 
Vereinigungspunkte,  d.  h. 
auf  solche  Punkte,  Yon  denen  der  eine  der  Bildpunkt  des  anderen  ist.  Seien 
a,  und  a/  (Fig.  32)  zwei  solche  Punkte.  Bezeichnen  wir  dazu  noch 
ajO=d,,    ao  =d,    a/o  =  Ui,    a'o  =  u, 
■F,o=F„    F,o=F., 
aa,  =h,,    a'a/=  — h,i    a.F,  =  — H^,    a^T,— —  H„ 
so  dass  also  der  Zusammenhang  zwischen  h,,  h,,  H,  und  H,  zu  suchen  ist. 

Die  Wahl  der  Vorzeichen  erklärt  sich  leicht  durch  Vergleichung  der 
gegenseitigen  Lage  an  der  Figur. 

Wir  erhalten  nun  mit  Hülfe  der  obigen  speciellen  Formeln  und  ein- 
facher geometrischer  Betrachtungen  folgende  Gleichungen : 

F  Fa 

^>  ^+''-' 

3)  d  —  d,  =  h,, 

4)  u  —  Ui  =  hj, 

5)  F.— d.=.=  H,, 

6)  F,— Uj=H3. 

Aus  diesen  6  Gleichungen  sind  zu  eliminiren  d,,  d,  Uj,  u,  F^,  F,. 
Dazu  setze  man  d  und  u  aus  3)  und  4)  in  2)  ein.  Dies  giebt  nach  einer  ein- 
fachen Transformation 

F.(h,  +  u,)  +  F,  (h,  +  d,)  =  (h,  +  u,)  (h,  +  d,). 
Zieht  man  daTon  1)  ab,  nachdem  es  transformirt  ist  in  FjU,-{-F,d,»>Ujdj, 
so  erhält  man        ^  ,^^  ^  ^  j^  _  ^  j,  _^  ^^^^  _^  ^_„^ 

"''''  (F.-d.)h,  +  (F,-u.)h,-h,h„ 
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woraus  mit  5)  und  6)  die  veriangte  Relation  sich  ergiebt,  nttmlich 

d.  i.  wieder  dieselbe  einfache  Formel 

Diese  Gleichung  wird  unbrauchbar,  wenn  a.  mit  F^  zusanunenfilllt, 
denn  dann  ist  a/  im  Unendlichen,  also  a'a/  ^^  —  h,  =«  —  oo  und  nach  6., 
da  u,  »soc  ist,  auch  H,  unendUch.    Man  findet  aber  die  entsprechende 

IT        F*  u  F 

Gleichung  aus  — *  +  -j  =*  1  oder  d  *-=    ^1,  oder,  wenn  F,  davon  subtra- 

F  F 

hirt  wird,  d  —  F,  =—  — ^—*  .  Setzen  wir  nun  d — F.  =«  L  und  u — F,  «=  L, 
■       u  —  F, 

wobei  \^  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  vom  ersten  Brennpunkte 

aus  nach  vom  gerechnet,  1,-  die  Entfernung  seines  Bildes  vom  zweiten 

Brennpunkte  nach  hinten  sein  würde ,  so  erhalten  wir  die  einfechste  Form 

in  der  sich  das^  Gesetz  für  die  Lage  der  Bilder  darstellen  Ittsst  1, 1,  »■  F^  F, . 


3.    Brechung  in  Systemen  von  Kugelflttchen. 

Vom  heisst  in  Bezug  auf  ein  centrirtes  System  brechender  Kugel- 
flächen die  Seite,  von  der  das  Licht  herkommt,  hinten  die,  wo  es  hingeht 
Die  brechende  Fläche,  welche  das  Licht  zuerst  trifft,  ist  die  erste,  das  Me- 
dium, welches  vor  der  ersten  brechenden  Fläche  gelegen  ist,  das  erste,  das 
zwischen  der  ersten  und  zweiten  gelegene  das  zweite,  das  hinter  der  letzten 
gelegene  das  letzte.  Giebt  es  demnach  m  brechende  Flächen,  so  haben  wir 
m  •+- 1  brechende  Medien.  Es  sei  n^  der  absolute  Brechungsexponent  des 
ersten,  n,  der  des  zweiten,  Um+i  der  des  letzten  brechenden  Mittels.  Die 
Radien  der  brechenden  Flächen  sind  positiv  (negativ),  wenn  deren  Con- 
vexität  nach  vorn  (hinten)  sieht.  Es  wird  inmier  von  einem  Bilde  eines 
Punktes  in  einem  Mittel  gesprochen,  auch  wenn  das  Bild  nicht  zu  Stande 
kommt,  sondern  erst  durch  Verlängerung  der  Strahlen  über  die  Grenzen 
des  Mittels  hinaus  entstehen  wttrde. 

Wir  betrachten  nur  solche  Strahlen ,  welche  von  einem  Punkte  aus- 
gehen und  wieder  in  einem  Punkte  vereinigt  werden. 


Es  soll  für  diese  bewiesen  werden,  dass  die  verallgemeinerte  Gleichung 
der  vorigen  Nummer  gilt  fttr  beUebig  viele  brechende  Flächen.  In  der 
Fig.  SS^seien  mit  1,....  m — 1,  m  die  Durchschnitte  der  brechenden 
Flächen  mit  der  Papierebene  bezeichnet,  mit  a^  und  a"'  zwei  conjugirte 
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Punkte,  mit  a  der  leuchtende  Punkt  und  mit  a<°  dessen  Bild.  Analog  der 
Torigen  Bezeichnung  ist  aa,  »=>  h, ,  a"*  a°^ »:  hn^-i ,  H^  der  Abstand  des  ersten 
Hauptbrennpunktes  von  a,,  H,  der  Abstand  des  zweiten  Hauptbrennpunk- 
tes von  af ,  so  ist  zu  beweisen  die  Gleichung 

hj        hn+i 

Der  Beweis  dieses  Satzes  werde  mit  Hülfe  der  Methode  von  m  —  1  zu 
m  gefohrt 

Es  entwerfe  das  System  der  (m  —  1)  ersten  Flächen  von  dem  Punkte 
a  (a,)  das  Bild  a"*""^  (af  ""*)  und  die  m'®  Fläche  wiederum  von  diesen  Punk- 
ten die  Bilder  a™  (af»).  Die  Entfernung  9if-^  a™-^  ist  dann  dem  vorigen 
analog  mit  hm  zu  bezeichnen.  Wenn  nun  mit  L^  (L,)  die  Entfernungen  der 
Hauptbrennpunkte  des  Systems  der  m  —  1  Fläclien  von  a,  (a"'^^)  bezeich^ 
nen,  wobei,  wie  auch  unten  weiter,  diese  Entfernungen  von  a,  (af — ^)  in  der 
Richtung  positiv  gerechnet  werden,  in  welcher  das  brechende  Medium,  dem 
die  betreffenden  Strahlenbüschel  angehören,  von  den  betreffenden  Flächen 
odw  Systemen  liegt,  so  gelte 

^+^=1.  (1.) 

hl       hm 
Wenn  die  Entfernungen  der  Brennpunkte  der  m'®"  Fläche  von  a^~-*  (af*) 
bezeichnet  werden  mit  M^  (M,),  so  ist 

Um        Um+l 

Wird  nun  die  Gleichung  (1.)  mit  L,  und  {%)  mit  M,  dividirt  und 
werden  diese  so  erhaltenen  Resultate  addirt,  so  ergiebt  sich  nach  einiger 
Transformation 

M,-hL,-h.'^M,+  L/h„+i      '• 
Setzen  wir  hierin  h,  (hm+i)  =  cx>,  so  muss  werden  hm+i  (h,) ««  H,  (H,), 
Dies  giebt 

n  ^%^t  H  Ml  Li 

"^-M,  +  V        "*-Mi  +  L,' 
womit  die  obige  Gleichung  übergehC  in  die  zu  beweisende  Formel 

H,_^   H, 


=  1. 


Um-i-l 


3.    Die  optischen  Cardinalpunkte. 

Die  Definitionen  des  §  303  können  bei  einer  genaueren  Betrachtung 
centrirter  brechender  Kugelflächen  nicht  ausreichen.  Wir  benutzen  des- 
wegen die  in  §  335  definirten  optischen  Cardinalpunkte. 

Es  soll  zunächst  bewiesen  werden,  dass  in  jedem  System  centrirter 
brechender  Kugelflächen  es  zwei  und  nur  zwei  Hauptpunkte  und  damit 
auch  zwei  und  nur  zwei  Hauptebenen  giebt. 
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Bezeichne  A  (Fig.  34)  das  gegebene  optische  System,  dessen  Brenn- 
punkte Fj  und  F,  seien,  aa  sei  ein  zur  Ate  senkrechter  leuchtender  Gegen« 
stand.  Wenn  nun  dieser  Gegenstand  längs  der  Aie  so  yerschoben  wird, 
dass  er  immer  sich  selbst  parallel  bleibt,  so  bewegt  sich  der  Punkt  a  in  der 
zur  Axe  parallelen  Linie  os;  der  Lichtstrahl  os  wird  also  stets  dem  Punkte  a 
angehören,  welches  auch  die  Entfernung  ao  sein  mOge.  Alle  Lichtstrahlen 
parallel  der  Axe  werden  nun  durch  das  System  so  gebrochen,  dass  sie  zu- 
letzt durch  F,  gehen,  das  Bild  von  a  hegt  demnach  bei  jeder  Entfernung  ao 
auf  der  Linie  ro'  Das  Bild  des  Punktes  a  muss  bei  der  Bewegung  immer 
.  auf  der  Geraden  ao  bleiben.  Das  Bild  des  auf  aa,  senkrechten  Gegenstandes, 
welches  nach  §  304  auch  senkrecht  auf  aa,  sein  muss,  ist  also  immer 
zwischen  ra'  und  ta'  gelegen.  Da  nun  nach  den  Gfeichungen  der  yorigea 
Nummer  F,a'  immer  verschiedene  Werthe  hat  für  Terschiedene  aF^  u&d 
diese  Werthe  alle  möglichen  Grössen  Ton  -H<3o  bis  — oo  anndmien  können, 
da  femer  in  diesen  verschiedenen  Lagen  von  a'  die  Bilder  stets  von  ein- 
ander der  Grösse  und  Lage  nach  verschieden  sind,  wobei  man  zu  bedenke 
hat,  dass  die  Bilder  zwischen  o/F^a'  als  negativ  zu  nehmen  sind,  so  kann 
es  nur  eine  einzige  Lage  von  aa  und  damit  von  a'o/  geben,  wo  Bild  und 
Gegenstand  einander  gleich  sind.  An  der  Figur  seien  dann  9i^a^  und  a^'a/ 
die  Durchschnitte  der  Hauptebenen  mit  der  Figurebene. 

Flf.S4. 


1. 


In  §  304,  2.,  3.  wird  angegeben,  wie  die  Knotenpunkte  gefunden  wer- 
den, wenn  die  Hauptpunkte  gegeben  sind,  und  da  dies  durch  eine  Gleichung 
des  ersten  Grades  geschieht,  so  ist  damit  zugleich  bewiesen,  dass  es  nur 
zwei  Knotenpunkte  und  Knotenebenen  giebt 

Ausser  den  in  §  335  genannten  ^Cardinalpunkten  hat  Töpler*)  noch 
zwei  Paare  von  Cardinalpunkten  eingeföhrt.  Den  angeführten  Haupt- 
punkten, die  nun  positiv  genannt  werden,  entsprechen  zwei  negative 
Hauptpunkte  und  Hauptebenen  von  der  Beschaffenheit,  dass  von 
dem  leuchtenden  Gegenstand  in  der  einen  negativen  Hauptebene  in  der 
anderen  ein  dem  Gegenstand  gleiches  aber  verkehrtes  Bild  entworfen  wird. 
Diebeiden  anderen  neuen  Punkte  heissen  negative  Knotenpunkte. 
Ein  Strahl,  welcher  durch  den  ersten  negativen  Knotenpunkt  geht,  wird  so 
gebrochen,  dass  er  durch  den  zweiten  gdit,  aber  dem  eintretenden  Strahl 
antiparallel  ist,  also  mit  der  Axe  einen  Winkel  biMet,  welcher  der  Supple- 
mentwinkel des  Winkels  ist,  den  der  eintretende  mit  der  Axe  bildet 

*)  Pogg.  Ann.  GXLD.  Bemerkungen  über  die  Anzahl  der  Fondamentalpunkte 
eines  beliebigen  Systems  von  centrirten,  brechenden  Kugelflächen. 
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Dass  diese  genannten  Cardmalpunkte  aiith  nur  je  zweimal  eiistiren 
folgt  aus  dem  Spateren  ebenso  wie  für  die  positiven  Knotenpunkte. 

4«    Die  brechende  FUche  ist  irgend  eine  Rotationsfläche. 

Wir  benutzen  die  Bezeichnungen  §  293,  1.  y »»  f  (x)  ist  die  Gleichung 
der  um  die  xAxe  rotirenden  Linie.  Die  Gleichung  der  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahlen  seien  nach  der  Fig.  166  des  Lehrbuchs  zu  §  303 
(Fig.  35): 

für  as :    tj  —  y  —  A(|  —  x),  wenn  A  —»  -^—  ist, 

fttra's:    ly  — y  — B(|  — x),  wenn  B —> —^  ist. 

X  ""^  a 

Fiff.  35. 


Unsere  Aufgabe  ist  nun  zunächst  aa'  —i  a'  —  a  zu  bestimmen.  Es  ist, 
wenn  wir  den  CoordinateAanfang  nach  a  verlegen, 
aa'  ««=  a'  =—  X  +  y  cot  Z^  sa'a. 
Nun  ist  aber 

^  sa'a  s-a  A  sca  —  /J, 
also 

cot  ^  sa'a -Vy^A^^, 
tgZ-sca  — tg^ 

oder,  da  tgZ-Sca *=« -p  =«  abgekürzt  —  ist, 

cot/lsa^a—  P"*"^^^. 
1— ptg/y 

Femer  ist 

sin  a "B n  sin  /9,        a "» Z-sac  +  ^sca, 
also 

n  sin  /?  >K  sin  ( A  sac  +  ^  sca), 

»Bgiii  /.sac  cosZ.sca4-cosZ.sac  sin  Z^sca. 
Die  Werthe  der  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  sin.  und  cos.  von 
Z^  sac  whält  man  aus  der  Gleichung  der  einfallenden  Strahlen.   Darnach 
erhält  man,  wenn  p*  —  x*  +  y*  ist : 
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tagZ.sac=»=A=*:— , 


sin  Z.  sac  »B 
co8Z.8ac 


|/l  +  A«       Q 
1  X 


j/l+A*       ^' 
Die  Werthe  der.FuDctionen  des  Z.  sca  sind  : 

tag  Z- sca  =-■  — ,       sin  Z- sca a»    ,         = ,       cos Z- sca«»    .  ■       a. 
Dies  in  die  Gleichung  für  n  sin  ß  eingesetzt  giebt: 


n  cos  i^  =  — ;  , 


wo  y — yn*Q*  (1 + p')  —  (X  +  py)*  «st, 

Wird  dieser  Werth  endlich  in  den  oben  gefundenen  Ausdruck  für  a^ 
eingesetzt,  so  ergiebt  sich  ak  die  gesuchte  Formel: 

Diese  allgemeine  Formel  muss  die  speciellen  fQr  den  Kreis  enthalten. 
Es  ist  nänüich  dann,  um  diese  Probe  anzustellen, 

a'  —  d  +  u 
und  die  Kreisgleichung 

(d  +  r-x)*  +  y«  — r*, 
also 

ip^—L— ,  i+p«_->,  x  +  py_d  +  r. 

Die  Benutzung  dieser  Gleichungen  giebt  dann 


a'  — d  +  u  — (d  +  r)    1  + 


j^ V 

r)(d+r  — xV 


yy  — (d  +  r)(d+i 
Wenn  nun  y  klein  ist,  so  dass  man  dessen  4'*  und  höheren  Potenzen 
vernachlässigen  kann,  so  ist 

d  +  r-x-v/F^^-r-l^, 

also 

und  nach  einiger  Transformation 

.  ^  (d+r)(nV  — d  — r)  , 

folglich  ist  dann,  wenn  auch  wieder  höhere  Potenzen  von  y  vernachlässigt 
werden. 
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H^„      M  ■  r J   ("-t)d         (d  +  r)[(n-l)r  +  d]y«-| 

Dies  giebt  daon  selbstverständlich,  wenn  das  Glied  mit  y'  weggelassen  wird, 
die  Formel  (42)  des  Lehrbuchs.  Die  Erörterung  des  vollständigen  Ausdrucks 
befindet  sich  §  306,  4. 

5«   Apianatische  Flächen. 

Zwei  Mittel  sind  durch  eine  apianatische  Fläche  getrennt,  wenn  die  von 
einem  bestimmten  leuchtenden  Punkt  ausgehenden  Strahlen  wieder  in  einem 
Punkt  durch  Brechung  vereinigt  werden.  Da  jedenfftfls  eine  solche  Fläche 
eine  Rotationsfläche  ist,  so  handelt  es  ach  um  die  Auffindung  der  Mern 
diancurve. 

Die  Differentialgleichung  unserer  gesuchten  Curve  ergiebt  sich  analog 
der  entsprechenden  Aufgabe  von  §  294,  2.  aus  der  Gleichung  in  4.: 

'      ^^^P^^-(py+x)p' 

indem  wir  a'  constant  gleich  c  setzen. 

Wir  erhalten  daraus,  wenn  wir  zur  Abkürzung  x4-py  =  P  einfuhren, 

P[p(x  — c)  — y]  =  y(P  — c). 
Wird  in  diese  Gleichung  der  Werth  von  v  aus  4.  eingesetzt  und  dann 
durch  1  -H  p*  dividirt,  so  wird  sie 

P«[(x  — c)*  +  y«]  — n«(x«  +  y*)(P  — c)«. 
Die  Quadratwurzel  auf  beiden  Seiten,  nachdem  mit  dx' multiplicirt 
worden  ist,  gezogen  giebt 

xdx+ydy  ^    (x  —  c)  dx  +  ydy 

V^+?        °  |/(x-c)«  +  y«  * 
Das  Integral  dieser  Gleichung  heisst 

^iqry.  =  n  f^(x  -  c)«+  y*  +  C. 
Die  verlangte  Curve  ist  also  vom  4^*°  Grade. 

Man  erhält  das  sehr  einfache  geometrische  Gesetz  derselben,  wenn  man 
aus  a  (Fig.  35,  S.  295)  mit  der  willkürlichen  Constanten  C  als  Radius  einen 
Kreisbogen  beschreibt,  der  as  in  d  schneidet.   Dann  nämlich  ist 

d8=f/?+7"C,  sa'  =  |/(x  — c)«  +  y*, 

wodurch  unsere  Gleichung  sich  umformt  in 

ds:sa'  =  n:l. 
Für  C  «=  0  wird  die  Curve  ein  Kreis 

i«  +  y««n«[(x-c)«  +  y«J, 
dessen  Halbmesser 

n*—  1 
und  dessen  Mittelpunkt  um  nR  von  a  entfernt  ist. 

Ist  umgekehrt  der  Kreis  gegeben,  so  findet  man  die  Entfernung  des 
Punktes  a  aus  nR  und  den  Ort  a'  aus  as :  sa'  »=  n  :  1.  (VergL  §  306,  4.) 
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Für  parallel  einfallende  Strahlen  Anden  wir  die  Meridiancurve  folgen- 
dermassen.  Wir  verlegen  den  Coordinatenanfang  nach  a',  indem  wir  statt  x 
setzen  c  —  x'  und  dann  c  —>  <x>  nehmen.  Die  Gleichung  der  Gunre  wird 
j/(c  —  xO'  +  y*—  n  j/x'*  +  y*  +  C. 
Diese  Gleichung  giebt  entwickelt,  wenn  die  Gheder,  in  deren  Nenner 
c  steht,  als  unendlich  klein  vernachlässigt  werden, 

(c  —  C)  —  x'«-=  n  j/x'*  +  y*. 
Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes.  Bestimmt  man  nun  von  a'  nach 
a  zu  einen  Punkt  0  so,  dass  Ödf^^c  —  C,  und  zeichnet  von  s  die  Senk- 
rechte nach  aa',  welche  aa'  in  e  schneidet,  soistOe—>c  —  C  —  x'.    Dt 
«'s  *tej/x'*  +  y*  ist,  so  reducirt  sich  die  Gleidrang  unseres  Kegelschnittes  m§t 

Oea-in.a's. 
Es  isl  mithin  a'  der  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  und  die  Senkrechte 
auf  aa'  durch  0  die  Diredrix. 

Ist  nun  n  :^  1,  d.  h.  ist  das  zweite  Mittel  optisch  .  als  das  erste, 

Ellipse 
so  ist  der  Kegelschnitt  eine  ^       y^y    ^^  ^^^  n««l    bleibt   ausge- 
schlossen, denn  dann  giebt  es  keine  Brechung. 


Sie  Bilder  der  Convez-  oder  SemmeDinten.   (§  304.) 
!•   Das  Bild  ist  dem  Gegenstand  Ähnlich.*) 

Das  Bild  von  einem  Gegenstande,  dessen  leuchtende  Fläche  senkrecht 
steht  gegen  die  Axe  des  optischen  Systems,  und  von  dem  nur  solche  Licht- 
strahlen ausgehen,  die  nahe  senkrecht  auf  den  brechenden  Kugelflächen 
stehen,  also  mit  der  Axe  nur  sehr  kleine  Winkel  einscbliessen,  ist  dem 
Gegenstande  ähnlich  und  steht  auch  senkrecht  auf  der  Axe. 

Sei  i  in  Fig.  36  der  Durch- 
^***  ^-  schnitt  der   brechenden   Kogel^ 

fläche  mit  der  Papierebene  und  aa 
der  des  seskrecht  zur  Axe  at'  ste- 
henden leuchtenden  Gegenstandes, 
femar  a  ein  seitlich  neben  der 
Axe  hegender  leuchtender  Punkt, 
c  der  Mittelpunkt  der  brechenden  Fläche.  Den  Bildpunkt  o/  des  Punktes  a 
vom  leuchtenden  Gegenstande  beziehen  wir*  auf  zwei  rechtwinkUge  Coordi- 
naten  durch  c,  so  dass  y  den  Abstand  des  Punktes  von  aa'  und  x  den  des 
Fusspunktes  der  Senkrechten  von  a'  auf  aa'  von  c  angiebt.    Die  Linie  oc 


*)  Otu88;  Helmholtz,  a.  a.  0.  §  9. 

/Google 


Digitized  by  ^ 


Die  Bilder  der  Gonvex-  oder  SammeUinsen.   (§  304.)  299 

ist  eine  Axe  der  brechenden  Kugelfläche,  mithin  hegt  o!  auf  der  Linie  ac 
und  es  ist,  wenn  ac  und  o/c  mit  e  und  e'  bezeichnet  werden  nach  §  303: 

F  F 

r  +  r      « — r 
Ist  wie  §  303  ac  =  d  +  **»  so  ist,  wenn  Z.  aca  =»«  tp  ist, 
X  d+r 

cos  9 '  cos  9)  ' 

mithin 

F  Fl 

X  +  r  cos  y      d  +  r  (1  —  cos  ^p)      cos  ^p 
oder,  da  tp  sehr  klein  ist, 

F  F 

x  +  r^d       ^• 
Weil  aber  a  und  a'  conjugirte  Punkte  sind,  so  ist  nach  §  303: 
F       F 
u       d 
Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn 

x  +  r=*u  —  ca'  +  r  oder  x  =  ca' 
ist,  d.  h.  die  Bilder  der  Punkte,  welche  in  einer  durch  a  gegen  die  Axe 
senkrecht  gelegten  Ebene  liegen,  befinden  sich  also  auch  annähernd  in  einer 
gegen  die  Axe  senkrechten  Ebene,  welche  durch  das  Bild  von  a  gelegt  ist. 
Hat  man  demnach  a'  das  Bild  von  a  gesucht  und  durch  a'  eine  gegen  die 
Axe  senkrechte  Ebene  gelegt,  so  findet  man  die  Orte  der  Bilder  aUer  ein- 
zelnen Punkte  des  leuchtenden  Gegenstandes,  indem  man  durch  den  be- 
treffenden Punkt  des  Objects  und  den  Mittelpunkt  der  brechenden  Kugel- 
fläche eine  gerade  Linie  legt;  wo  diese  die  durch  a'  gelegte  Ebene  schneidet, 
ist  der  Ort  des  Bildes. 

Daraus  folgt  mit  Hülfe  bekannter  geometrischer  Sätze,  dass  das  Bild 
dem  Objecte  geometrisch  ähnUch  ist.  • 

Man  kann  ferner  leicht  daraus  folgern  das  Verhältniss  der  Linear- 
dimension des  Objects  zu  der  entsprechenden  des  Bildes.  Sei  z.  B.  aas-»/ 
eine  solche  Dimension  des  Objectes  und  d!a'^^ß  die  entsprechende  des  Bil- 
des, die  negativ  zn  nehmen  ist,  da  sie  an  der  entgegengesetzten  Seite  der 
Axe  liegt,  so  ist 

ß  "^u— r' 
Daraus  erhält  man,  wenn  man  mit  Hülfe  der  ersten  Formel  §  303,  1 
r  eliminirt 

Aus  den  Gleichungen  des  §,  303  1.) 

!?  +  ^»  =  l,      F,=-5i-r,      F,^ E!_ralso^«=olL. 

u  ^  d         '         *     n,  —  n,  '  »t  —  n,  F,      n. 
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findet  man  dann 

l      F\-d         F, 

Der  letztere  Ausdruck  Iflsst  sich  auch,  wenn  die  Entfernungen  auf  die 
Hauptpunkte  als  conjugirte  Punkte  bezogen  werden,  allgemein  auf  mehrere 
centrirte  brechende  KugeUlächen  übertragen.  Seien  Fig.  34  S.  294  aa»/, 
a'a'=e — ßy  so  ist,  wenn  a(a^asUsUnd  aa^^-d,,  als  die  Entfernungen 
der  a  imd  a'  von  den  conjugirten  Punkten  a^  und  aj  gesetzt  wird  und  ebenso 
aJF,  — F„a,F,— F^, 

ilf[l  =  yLl«__!L.oder-^^ ^ ^>-^> 

-ß       F,a'       u.-F,^^'^       ß      n,-¥,  F.     ' 

da  die  letzte  allgemeine  Gleichung  §  303  2,  wenn  in  dieselbe  unsere  Be- 
zeichnung eingeführt  wird,  giebt 

F       F 

Untersuchung  des  Bildes  einer  Geraden,  welche  schief  gegen  die  Haupl- 
axe  steht. 

Fi?  37.  Seien   Figur  37   a  b  =  y 

das  Object,  a'b'»>/}  das  Bild 
und  ab,,  a'b!  die  Projectlonen 
dieser  Linien  auf  dieHauptaxe. 
Da  nun  sowohl  a  und  df 
als  auch  b,  und  b\  conjugirte 
Punkte  sind,80  ist  nach  §303,  !• 


Ferner  ist  nach  den  oben  gefundenen  Formeln 

_bb.      d^-F       M\ 
b'b;  F,  oF,  ' 

oder,  da  b,F,  =  a  F,  —  a  b,  ist, 

bb.       aF,  — ab, 
b'  b;^       oF,      ■ 
Hieraus  findet  man  mit  Holfe  der  obigen  Gleichung 
(aF,  — ab.)yb;      a^F,. 
"~  oF..ab,  oF, . 

mithin 


bb,       . 

-j-J-»=:tag 

ab, 


b'b? 
a'b,  ' 


b'  b{       0  F,  .  .       , 


Betrachtet  man  b^b',  als  Ordmaten  von  Punkten  b'  des  Bildes  von  den 
entsprechenden  Punkten  desObjectes  und  a'b',  als  die  entsprechenden  Ab- 
scissen,  so  ist  die  obige  Gleichung  die  einer  Geraden,  so  lange  a  constant 
ist,  d.  h.  so  lange  das  Object  eine  Gerade  ist;  zugleich  ist  der  Winkel  c/ 
durch  die  obige  Gleichung  gefunden. 
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Die  Betrachtung  der  Bilder  von  gekrümmten  Gegenständen  findet  sich 
§358. 

Beziehung  zwischen  den  Object-  und  Bildgrössen  und  den  Divergenz- 
winkeln  zweier  einfallender  und  gebrochener  Strahlen. 

Wir  wollen  nach  der  Figur  36  die  Winkel  9)  und  (f^  bestimmen,  welche 
einer  der  von  a  ausgehenden  Strahlen  ae  vor  und  nach  der  Brechung  mit 
der  Axe  bildet  und  diese  Winkel  positiv  rechnen,  wenn  der  Strahl  sich  in 
Richtung  der  als  positiv  gerechneten  Bilder  von  der  Axe  entfernt.  Da  es 
sich  hier  nur  um  Strahlen  handelt,  die  nahe  der  Axe  einfallen,  so  können 
wir  oe  als  senkrechte  Gerade  zur  Axe  betrachten,  es  ist  dann 
oe ae  d  tag  9}  —  — u  tag  9)^ 

Nun  ist  aber  nach  (*) 

£      _''»    ^. 
d""      "ST'y' 
also 

Uj  y  tag  qp  —  n,  /9  tag  qf. 

3.    Verhältniss  der  zu  den  Haupt-  und  Knotenpunkten 
gehörigen  Brennweiten. 

Unter  den  zu  den  Hauptpunkten  (Knotenpunkten)  gehörigen  Brenn- 
weiten mögen  die  Entfernungen  der  Brennpunkte  von  diesen  Punkten  ver- 
standen werden.  Nach  der  Fig.  34  zu  §  303,  3.)  sind  a,  und  a[  die  Haupt- 
punkte, mithin  a^Fj^aF,  und  a(Fs  =  Fs  die  Hauptbrennweiten  in  Bezug 
auf  die  Hauptpunkte  und  entsprechend  den  früheren  Bezeichnungen,  wenn 
wir  die  Gegenstands-  und  Bildweite  auf  die  Hauptpunkte  beziehen  und  wie 
in  1.)  zum  Unterschiede  der  früher  mit  u  und  d  bezeichneten  Grössen  setzen 
a  a,  =  dj ,  a[  as  =  U2,  ferner  sei  analog  der  Bezeichnung  von  1.)  aa  »«  y 
sae  a(flri,  a'a'  =» — /9,  dann  ist  nach  der  vorigen  Nummer 

_y F'    --d,-F. 

/»       U.-F,  F,     •  W 

Setzen  wir  dann  dem  §  303  1)  entsprechend  d,  —  Fi=lt  und  u, — Fj 
a>  li,  80  ist 

-|=^  =  ^alsol,l,-F,F^ 

womit  das  Gesetz  §  303,  1)  auch  für  ein  System  brechender  Kugelfltfchen 
verallgemeinert  ist. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Grösse  eines  in  der  ersten  Hauptebene  ent- 
haltenen Gegenstandes  /,  und  die  Reihe  der  Bilder,  wekhe  bei  den  einzelnen 
Brechungen  in  dem  System  gebildet  werden  y»,  y,  ••.  und  endlich  y^  ^  i 
das  in  der  zweiten  Hauptebene  nach  der  letzten  Brechung  entworfene,  so 
dass  also  nach  der  Definition  der  Hauptebenen  y,  >=  fm  + 1  ist  Nennen 
wir  femer  \p^  den  Winkel  a  a,  a  (Fig.  34),  den  der  Strahl  mit  der  Axe  bildet 
im  ersten  Mittel  und  dem  entsprechend  diese  Wifkkel  im  zweiten ,  dritten 
...letzten  Mittel  t//«,  V^s.**  i^m  +  i>  ^o  Z.a'ai  a'»Bt//in4.i,  so  ist  nach  1.) 
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Mithin 

Für  die  Hauptpunkte  ist  aber  /,  ■»•  /m  -f- 1 9  folglich  muss  sein 

0|tagVi  — o«  +  itagV^  +  i. 
Da  ferner  nach  unseren  Bezeichnungen  gilt 

aa^oiy  — d.tagt/^.i 

a'a' -»/?  —  — u,  tag  V«  +  i» 
so  ist 

dl  w«     ' 

Dies  giebt  mit  Berücksichtigung  von 

d,      u, 

n^y  JBsLLL^nHAr      Jl_  5e+1    d»~^» 

d-=F;"'  pT-oder       ^  ___.___. 

Dann  ist  nach  (a.) 

Jh F.^ 

d.h,  die  zu  den  Hauptpunkten  gehörigen  Hauptbrennweiten  eines  optische 
Systemes  verhalten  sich  wie  die  zugehörigen  B^echungsvertiaUnisse  des 
ersten  und  letzten  Büttels. 

Um  das  entsprechende  Verhältniss  der  zu  den  Knotenpunkten  gehörigen 
Hauptbrennweiten  zu  finden,  g^en  wir  aus  von  der  Gletcbung  (b.). 

Wenn  wir  in  diese  die  Bedingung  der  Knotenpunkte  einfahren,  d.  h* 
xp^  =  xpm^i  und  nun  mit  y  die  Dimensionen  von  Gegenstand  und  Bild  in 
den  Knotenpunkten  bezeichnen^  so  wird  diese 

öiyi  =  öm  +  iyiin-i    oder    y»  :yni  +  i  =  nnn-i:nj 
d.  h.  die  Lineardimensionen  zweier  zusammengehOr^er  in  dea  Knoten- 
ebenen liegender  Bilder  verhalten  sich  umgekehrt  vrie  die  Brechungsver- 
hältnisse  des  ersten  imd  letzten  Mittels. 

Nach  der  Figur  34  ist  klar,  dass  sich  die  Grossen  der  Bilder  desselben 
Gegenstandes  y^  verhalten,  wie  deren  Abstände  von  dem  zweiten  Haupt- 
brennpunkte F,.  Bezeichnen  wir  demnach  die  Entfernung  des  zweiten 
Knotenpunktes  K,  vom  Brennpunkte  F,  mit  K,,  so  ist,  wenn  ^m  + 1  ^  vor- 
hin die  Grosse  des  Bildes  im  Knotenpunkte  bezeichnet,  da  y^  die  Grosse 
desselben  im  Hauptpunkte  ist, 

yoiti     K.' 

oder  nach  dem  eben  aufgestellten  Verhältnisse 

•  nm-1-1 Fj 

n,  K,' 
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mithin  ist 

K,  =  — ^F„  d.i.  aber  F,. 

Um  4-1 

Die  Entfernung  des  zweiten  Knotenpunktes  von  dem  zweiten  Brenn«» 
punkte  ist  demnach  gleich  der  Entfernung  des  ersten  Brennpunktes  vom 
ersten  Hauptpunkte. 

Der  Abstand  der  zweiten  Haupt-  und  Knotenebene  von  einander  ist 
demnach 

H,  Kj  =  F,  —  K^ 
-F,-F,. 
Da  nun  die  erste  Knotenebene  das  Bild  der  zweiten  ist,  so  ist  nach 
derselben  Bezeichnung 

H,  Kj  =  K,  —  F,. 

Weil  HjKj  und  H^K,  entsprechende  Entfernungen  sind,  so  muss  nach 

d,   '    Uj 
gelten 


HiK,      HjK, 
Diess  giebt  K, «»  F,,  also  ist  auch  die  Entfernung  des  ersten  Knotenpunktes 
Ton  d^m  ersten  Brennpunkte  gleich  der  Entfernung  des  zweiten  IBrenn- 
punktes  rom  zweiten  Hauptpunkte. 
Da  nun  nach  dem  vorigen 

!j=     °t        so  ist  ^=-55L±J.. 

die  zu  den  Knotenpunkten  gehörigen  Brennweiten  verhalten  sich  demnach 
umgekehrt  wie  die  Brechungsverhältnisse  des  ersten  und  letzten  Mediums. 

Hieran  knüpft  sich  eine  einfache  Bestimmung  des  Verhältnisses*  der 
zu  den  negativen  Hauptpunkten  und  Knotenpunkten  gehörigen  Brennweiten. 

Es  ist  nämlich  hier  zu  setzen  y,  =«  —  ym  +  1 1  also  folgt  aus  (b.)  hier 
che  Gleichung 

.    n^  tag  V/,  =  — Um  +  itag  V/m  +  i. 

Da  die  negativen  Hauptpunkte  auch  co^jugirte  Punkte  sind,  so  gelten 
beziehungsweise  alle  oben  gefundenen  Relationen,  es  findet  sich  demnach 

Bj^^L, 

Dm  +  l        Fa 

wenn  unter  F^  und  f^  ^^^  Entfernung  der  Brennpunkte  von  den  negativen 
Hauptpunkten  verstanden  wird. 

Für  die  negativen  Knotenpunkte  gilt 

V^,  =  —  1/^111  +  1. 

Alles  andere  gilt  beziehungsweise  wieder,  mithin  ist 
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wo  K,  und  K,  die  Entfernungen  der  Brennpunkte  von  den  negativen  Kno* 
tenpunkten  bedeuten. 

Die  Formeln  enthalten  also  den  obigen  analoge  Gesetze,  nur  ist  die 
Lage  dieser  Punkte  entgegengesetzt. 


8.    Bestimmung  der  Cardinalpunkte  eines  aus  zwei  Systemen 
bestehenden  Systems. 


FiC  88. 


Seien  Figur  38  A  und  B  die  beiden  centrirten  zusammensetzenden 
Systeme,  deren  Entfernung  a!  a^  «a^  d  sei.  a^,  a!  (a,,  a!)  seien  die  beiden 
Hauptpunkte  von  A  (B).  F^  F,  (q)^^  q>^  bezeichnen  die  beiden  Brennpunkte 
von  A  (B)  und  zugleich  die  beiden  Brennweiten,  also  in  A  a^F,,  a(Fs  (in  B 
a,  9),,  a[q>^j  f^  (f^  den  ersten  (zweiten)  Brennpunkt  des  combinirten  Systems, 
und  deren  Entfernungen  von  aj,  also  fiaj  «s  f,  (von  a[,  also  fio!  «»=  f^). 

Der  erste  Brennpunkt  f,  ist  offenbar  das  Bild  des  ersten  Brennpunktes 
q>^  durch  das  System  A,  wie  man  erkennt  durch  einen  Strahl  an  der  Figur, 
der  von  f,  ausgeht,  denn  dieser  ist  dann  parallel  der  Axe.  Wir  finden  dem- 
nach die  gesuchte  Entfernung  f,  durch  Einsetzen  in  die  Formel  von  §  303. 

Ganz  ebenso  muss  f^  sein,  wie  an  der  Figur  khr  wird,  das  durch  B 
entworfene  Bild  von  F„  mithin  ist 

y«    I  y*^i  also  f  ^  (^  ~  F«)  yt 

Seien  femer  h„  h,  die  beiden  Hauptpunkte  des  combinirten  Systemes 
und  auch  h^  ««=  ai  h„  h,  «s  a[  h,.  Die  beiden  Hauptpunkte  sollen  jeder  des 
anderen  Bild  sein ,  sie  müssen  daher  ein  beiden  gemeinsames  Bild  in  dem 
mittleren  Medium  haben.  Sei  dieses  Bild  a  im  Punkte  ^,  dessen  Entfernung 
von  a!  (a,)  sei  x  ($).  Die  zweite  Bedingung  für  diese  Punkte  ist,  dass  zu- 
sanmiengehörige  Bilder  in  den  Hauptebenen  gleich  gross  und  gleich  ge- 
richtet sind.  Seien  nun  ß^  und  j^,  die  Bilder  von  a  in  den  beiden  Punkten 
h,  und  h,,  so  ist  nach  §  304,  1 

ßi        ^8       ^        yt    . 
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4a  nun  ßt, «»  ßt  seiB  soll,  so  muss 

pr^ £4  werden,  mithin  ^-1  oder  iii—iili..       (*) 

Um  also  den  Punkt  im  mittleren  Medium  zu  finden,  dessen  Bilder  in 
^en  beiden  Hauptpunkten  sind,  theile  man  die  Entfernung  zwisdien  dem 
zweiten  Hatl^tpunkte  des  ersten  und  ersten  Hauptpunkte  des  zweiten  Systems 
in  zwei  Theile,  welche  sich  verhalten  wie  die  zu  diesen  HauptpuAktea  ge- 
hörigen Haupthrennweiten  der  beiden  Systeme. 

Da  nun  ausserdem  x  +  ^n^d  ist,  so  erhält  man 

v^  +  K    *     v.  +  K 

Daraus  findet  man  dann  mit  Benutzung  der  Formeln  von  §  303  1. 
X  — f,  s  —  Vx 

J  — y,  —  F,'  d  — qp,  — F,* 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  ergeben  sich  dann  die  Entfernungen  der 
Brennpunkte  des  combinirten  Systemes  von  ihren  Hauptpunkten,  die  den 
Index  h  erhalten  sollen, 

fih  =^  aj  f,  —  ai  h, ,         fiu  =  «;  f,  —  flf,  h, , 

Hat  man  die  Haupt-  und  Brennpunkte  gefunden,  so  ergeben  die  For- 
meln der  vorigen  Nummer  die  betreffenden  Entfernungen  der  Knotenpunkte ; 
denn  wir  hatten  dort  K, ««  Fj  und  Kj »  F,. 

Um  die  Knotenpunkte,  unabhängig  von  der  bereits  bestimmten  Lage 
der  Hauptpunkte,  zu  finden,  benutzen  wir  dieselbe  Figur  mit  anderer  Be- 
deutung. Es  seien  jetzt  a„a;  (a^aO  die  Knotenpunkte  des  Systemes  A  (B)« 
hl,  h,  die  Knotenpunkte  des  combinirten  Systemes  und  deren  gemeinsames 
Bild  a  im  mittleren  Medium.  Wenn  dann  die  im  Obigen  eingeführten  P 
und  q)  beibehalten  werden  unter  der  Berücksichtigung,  dass  diese  Entfer- 
nungen sich  nun  auf  die  Knotenpunkte  beziehen,  so  erhält  man  nach  den 
in  der  vorigen  Nummer  gefundenen  Gleichungen  für  die  Knotenpunkte 

a,  ni»B-       =r,      a,  n^»«^       --. 
X  — r,  5  — 9>2 

Nach  der  Eigenschaft  der  Knotenpunkte  ist  ferner 

ß,      a.h,  Fa         /S,      a[K  q>i 

a        X        X  — F,'     a         §        S  — ?>* 

Da  nun  nach  den  Verhältnissen  aus  2  sein  muss,  wenn  Ui  und  n, 

die  Brechungsexponenten  des  ersten  und  letzten  Mittels  sind, 

.  .    n,  F«  fia  CPi 

n,/9,  =  n,/9,,  so  ist;; ~=--X^. 

Klein,  Theorie  der  ElasticiUit  etc.  20 

Digitized  by  LjOOQIC 


306  HL  Optik. 

Ist  aber  v  das  Brechungsrerhältniss  im  mittleren  Medimn,  so  gik 
D,F, momyY^  und  nsf>i •» y 9)2,  also  ist 

-^-,-^^,  „,ithini.  =  i.oder4if  =  -?i^. 
X  — F,      1  —  9),'  F,      9),  a(F,      «{qp, 

Diess  ist  dieselbe  Gleichung  wie  (*).    Man  wird  demnach  zur  Aof- 

flndung  der  Knotenpunkte  des  combinirlen  Systems  verfahren*  wie  bei  der 

Auffindung  d^  Hauptpunkte,  nur  hat  man  von  den  Knotenpunkten  der 

einzelnen  Systeme,  nicht  von  den  Hauptpunkten  auszugehen.   Wir  finde» 

dann ,  wenn  mit  k,  und  k,  die  Entfernungen  der  Knotenpunkte  von  den 

Brennpunkten  des  combinirten  Systemes  bezeichnet  werden ,  aus  den  hier 

resultirenden  Gleichungen  «-«"—in  VeAindung  mit  %  -f-  f  ■«  J, 

Nach  der  allgemeinen  Formel  aus  §  303  ist 

X  —  I« ,  5  —  9>i 

folglich  nach  Einsetzung  der  Werth  für  x  und  ^ 

Es  werden  daher  die  Knotenpunkte  mit  den  Hauptpunkten  zusammen- 
fallen, also  sein 

F        w 
k,  =  h,  und  k,  =  h,,  wenn  ^mm-i-^  ist 

Es  erübrigt  nun  noch,  die  Lage  der  negativen  Haupt-  und  Knoten- 
punkte zu  bestimmen. 

Nach  der  Figur  ist  klar,  dass  h,  der  negative  Hauptpunkt  ist,  wenn 
das  Bild  ß^  an  Grösse  dem  ß^  gleich  ist.  Vergleichen  wir  dann  Fig.  34 
S.  294  damit,  so  finden  wir  f2h  =  —  fa  ?  wenn  fjh  die  Entfernung  des  h ^ 
von  f,  bedeutet  Dasselbe  ergiebt  sich  nach  der  in  2.  gefundenen  Pro- 
portion ffir  fib ,  nämUch  fih«»  —  fih  •  Wie  also  oben  die  Lage  der  posi- 
tiven Knotenpunkte  gefunden  worden  ist,  so  geschieht  es  auch  bei  der 
Bestimmung  der  der  negativen  Knotenpunkte. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  einfache  Construction  zur  Auffindung  der 
negativen  Haupt-  und  Knotenpunkte.  Wenn  man  die  Haupt-  und  Knoten- 
punkte eines  Systems  gefunden  hat,  braucht  man  nur  symmetrisch  zu  dem 
ersten  (zweiten)  Brennpunkt  die  Entfernung  der  Haupt-  und  Knotenpunkte 
von  diesen  aufzutragen,  um  die  gleich  benannten  negativen  Cardinalpunkte 
zu  finden. 

Die  Untersuchungen  dieser  Nummer  lehren  nun,  dass  wir  nach  Be- 
ieben entweder  statt  mehrerer  brechender  Systeme  eines  setzen  können 
oder  statt  eines  mehrere  substituiren  können. 
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4.    Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  der  vorigen 

Nummer. 

Jedes  der  beiden  mit  einander  verbundenen  Systeme  bestehe  nur  aus 
einer  einzelnen  Kugelfläche.  Seien  r^  und  r,  die  Halbmesser  derselben« 
d  ihr  Abstand  von  einander,  n^  n,,  n,  die  aufeinander  folgenden  Brechungs- 
exponenten, dann  ist  nach  §  303  1. 

n.  r. 


»3  — n« 
Wenn  nun  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 

N  =  n,(n3— n,)r,+n,(n,— n,)r,-^(n,— n,)(n,— nJ(J, 
so  ergeben  sich  ftlr  die  Hauptbrennweiten,  d.h.  für  die  Entfernungen  der 
Brennpunkte  von  den  Hauptpunkten 

_D>n,r,r,  n^n,T,r^ 

''~        N        '      »  N       ' 

und  für  die  Entfernung  der  Hauptpunkte  von  den  brechenden  Flächen 
n^(n,  — n3)3r,  n,^  — n,)Jr, 

ö|  N  '      »  N  • 

Die  Entfernung  der  Hauptpunkte  von  einander  ist 

H       ^  (n,  —  n,)  (n,  —  n,)  (r, —r^—j) 

Ist  d  eine  zu  vernachlässigende  Grösse,  so  wird 
h,=h,  =  H  =  o. 


'       (n,  — n,)r,+(n,  — n,)r,'       *      (n,_  n,)r,  +  (n,  — n,)r,' 
Ist  ausserdem  r,  =  r, ,  so  ist 

f  =-BiI<_      f  =_5»£i_ 
^3  — n,  Bj  — n, 

Die  hier  erhaltenen  Werthe,  welche  also  von  n,  unabhängig  sind,  sind 
dieselben  wie  F,  und  F,,  wenn  n,  ersetzt  wird  durch  n,.  Die  Brenn-  und 
Hauptpunkte  sind  also  dieselben ,  als  ob  nur  eine  brechende  Fläche  vor- 
handen wäre. 

Ist  das  erste  und  letzte  Mittel  dasselbe,  also  n,  =303,  so  fallen  nach 
der  am  Ende  von  3.  aufgestellten  Bedingung  die  Knotenpunkte  mit  den 
Hauptpunkten  und  ebenso  die  negativen  gleich  benannten  Cardinalpunkte 
zusammen  und  es  ist 


*i       *«       ] 


(n,  —  n,)  [n,  (r,  —  r,)  +  (n,  —  n,)  d]' 
Die  Gleichheit  dieser  beiden  Werthe  bedeutet,  dass  es  bei  Linsen  in 
diesem  Falle  gleichgültig  ist,  welche  der  Flächen  wir  dem  Lichte  zuwenden, 

20* 


Digitized  by 


Google 


308 


Optik. 


dass  die  Lage  der  Bilder  nicht  durch  eine  Aenderung  der  LinsensleUang 
geändert  wird.    Die  anderen  Grössen  werden  dann 

h_  °>^'''  h- ^^^ 

'      n,(r.-r,)  +  (n.-n.)d'      »  njr, -rj  +  (n.-n.)d 

H„j    (P,  — P,)(<^  +  r,  — r,) 

Pffri— »"O  +  CPi  — Pf)^* 

Ist  ausserdem  J  »=  o,  so  ist 


IlIiÜ. 


(n,— n,)(r,  — r.)      n,  — n,  /J__J_y 


Die  letzteren  Formeln  geben  dann  nach  $  303. 
i  +  it-, 

wenn  sich  die  b  and  d  auf  die  Hauptpunkte  beliehen,  oder 

dP.Pir.r, 

d{(Pt  — P.)[p,r,  — P,r.  +  (P«  — P|)<J]}  — P.P.r.^' 
Die  Lage  der  BUdpunkte  ist  demnach  durch  die  der  Hauptpunkte  und 

Hauptbrennpunkte  vollständig  bestinunt;  wir  können  sie  also  berechnen 

und  auch  durch  Construction  besünunen. 

Eine  einfache,  inuner  anwendbare  Construction  liefert  die  Gleichung  (*); 

denn  dieselbe  lässt  sich  bringen  auf  die  Form  d :  d  —  f^  =  b :  f,.    Sind 

nun  an  Fig.  39  H^  und 
H,  die  Hauptpunkte,  also 
durch  dieselben  die 
Hauptebenen  gelegt,  F^, 
F,  die  Brennpunkte  und 
A  ein  auf  der  Axe  liegen- 
der leuchtender  Punkt, 
alsoAH,=d,F,H,=fj 
undAF,=d— f,.  Man 
errichte  in  A  senkrecht 
auf  F,F,  AB=«d— f, 
und  mache  H,  C  =  f^ 
=  H,  F,     und     ziehe 


C  Aj  II  B  Hp  so  ist  Af  der  gesuchte  Bildpunkt  von  A. 

Zu  bedenken  hierbei  ist  nur,  dass,  wenn  wir  finden  wollen  das  Bild 
eines  Punktes  a,  der  zwischen  F,  und  der  Linse  hegt,  wir  d  —  fi  negativ 
haben.  Wenn  also  vorhin  das  positive  d  —  f,  nach  oben  aufgetragen  wart 
so  muss  jetzt  d  —  f,  nach  unten  aufgetragen  werden.  Im  Uebrigen  ändert 
sich  die  Construction  nicht,  aber  man  erkennt  leicht,  dass  nun  der  Bild- 
punkt von  a  auf  derselben  Seite  hegt,  nämlich  in  a^. 
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Liegt  der  leuchtende  Punkt  ausserhalb  der  Axe,  z.  B.  in  a,  so  finden 
wir  einfjBM^  seinen  Bildpunkt,  da  die  Knotenpunkte  mit  den  Hauptpunkten 
zusanunenfallen,  indem  wir  in  A,  auf  F^F,  eine  Senkrechte  errichten  und 
durch  E^  eine  Linie  parallel  a  H,  zeichnen.  «Der  Schnittpunkt  a^  dieser 
letzteren  Linie  mit  der  in  A^  errichteten  Senkrechten  ist  der  gesuchte 
Bildpunkt  von  a. 

Eine  allgemeine  Untersuchung  über  die  ausführbaren  Constructionen 
befindet  sich  am  Ende  von  8. 


5»    Anwendung  der  Formeln  auf  Sammellinsen. 
Wir  setzen  hier 

n  >>  1  und  d  kleiner  als  jeden  der  beiden  Krümmungsradien. 

1)  Für  die  biconvexe  Linse  ist  r,>>  0,  r2<:^  0,  also  erhfllt  man,  wenn 
ndi  r,  und  r,  die  absoluten  Werthe  der  Halbmesser  bezachnet  werden. 


oder 


'       •      (n-l)[n(r,+r,)-(n-l)(J] 

, ^ij ^ dr^ 

^'~(n  — l)d  — n(r,  +  r.)'      *      (n- l)d- n(r, +  r,)' 
Die  Untersuchung  dieser  Werthe  giebt  wegen  der  für  d  gemachten 
Annahme,  dass  hi  und  h,  negativ  und  dass  deren  absolute  Werthe  kleiner 
als  dsind.  Daraus  geht  hefror,  dass  beide  Hauptpunkte  innerhalb  der  Linse 
hegen.    Da  femer  der  hierher  gehörige  Werth  von  H  *  p,^  ^ 

positiv  ist,  so  muss  h,  vor  h,  zu  hegen  kommen.  Die 
Lage  der  Brennpunkte  ist  bestimmt  dadurch,  dass  die 
Brennweite  immer  positiv  ist  "^ 

Figur  40  zeigt  den  hier  betrachteten  Fall. 
2)  Für  die  planconvexe  Linse  ist 

r,>0,  r,-=  — oc, 
oder 

r,  —  00,  r,  <  0, 

wo  diese  letztere  Annahme  eine  Linse  giebt,  deren  Lage  der  vorigen  ent- 
gegengesetzt ist 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  giebt 

|  =  ^_(n_l)l  oder(n-l)i-. 

h,  =  0,  h,  = oder  h,  = ,  h,  ««0. 

'  '  n  n       ' 
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^^'  ^^*  E8  liegt  mitbin  immer  der  eine  Htuptpnnkt  in 

dem  Scheide!  der  convexen  Fbche  (Fig.  41),  der  andere 

im  Innern  der  Linse,  und  zwar  —  von  der  ebenen  Fläche 

n 

entfernt.   Wenn  die  Linse  optisch  dünner  ist  als  das 

umgebende  llittel,  so  liegt  dieser  Hauptpunkt  ausserhalb. 

3)  Für  die  concavconvexe  Linse  ist 

ri>0,  r,>0    und   r,<r„ 

oder  bei  entgegengesetzter  Lage 

ri<0,  r,  <0    und    r,>r,. 

Dann  haben  die  fi,  f,,  hi,  h,,  wenn  wir  die  erste  Lage  nehmen,  die  in 

Nummer  4.  angegebene  Form.   Die  Brennweite 

f,  =  f,  ist  ^  oo  je  nachdem  n  (r,  —  tt  +  d^d  ist, 
^nd  dann  ist 

h,  ^  oc ,  h,  ^  —  oc  und  H  &  oo . 

Die  hier  in  Parenthese  stehende  Grösse  r,  —  r,  +  d  ist  aber  der  Ab- 
stand des  Krümmungsmittelpunktes  der  zweiten  Fläche  von  dem  der  ersten 
nach  hinten  gerechnet    Die  Figuren  42,  43,  44  yeranschauUcben  die  Lage 

der  betreffenden  Cardinalpunkte,  wo  CiC,  die 
Krümmungsmittelpunkte  bedeuten. 

Aus  den  hier  angestellten  Einzelbetrach- 
tungen geht  hervor,  dass  das  gemeinsame  Merk- 
mal der  Sammellinsen  ist,  dass  die  Brennweite 
Fig.  43.  einen  positiven  Werth  hat  und  nicht,  wie 

durch  den  Fall  Fig.  44  deutlich  wird,  dass 
Poo     11  JF^ «     die  Linsen  am  Hände  dünner  sind  als  in 

-— i U— * — ^        der  MiUe;  denn  es  werden  bei  einer  Linse 

^     ^       (Fig.  44)  parallel  einfallende  Lichtstrahlen, 
die  z.  B.  von  links  kommen,  so  in  diver- 
Fig.  44.  gente  verwandelt,  als  ob  sie  von  F,  kämen. 

Vergleiche  damit  §  305. 

fi    |( .  .     ,      ^  Wenn  wir  demnach  unter  Berück- 

C  ^z  *x*^  '  sichtigung  der  Dicke  der  Linse  die 
Bilder  von  leuchtenden  Gegenständen 
durch  Construction  finden  wollen,  so  müssen  wir  erst  die  Hauptbrenn- 
punkte, Hauptpunkte  und  damit  die  Knotenpunkte  bestimmen,  dann  nach 
den  Eigenschaften  der  durch  diese  Punkte  gehenden  Strahlen  die  in  der 
vorigen  Nummer  schon  besprochene  Construction  oder  eine  aus  8.  ausfuhren. 

6»   Verbindung  mehrerer  Linsen. 

Obgleich  in  3.  die  allgemeinste  Erörterung  über  die  Zusammenstdlung 
mehrerer  Systeme  zu  einem  gegeben  ist,  so  sollen  doch  hier  in  der  Kttrze 
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die  Formeln*)  aufgestellt  werden,  von  denen  hftufig  in  dioptrischen  Unter- 
suchungen ausgegangen  wird.  Seien  gegeben  mehrere  Linsen,  A&cen  Brenn- 
weiten durch  fp  f, . . . .  bezeichnet  werden  mögen,  d^,,  45„,  ^34...  seien  die 
Entfernungen  der  Linsen  von  einander,  d,  die  Entfernung  des  leuchtenden 
Punktes  von  der  ersten  Linse,  b,  die  Entfernung  dessen  Bildpunktes  von 
der  ersten  Linse,  b^die  Entfernung  des  Bildpunktes  dieses  Punktes  von  der 
zweiten  Linse  u.  s.  f.    Dann  hat  man 


1+1=1 
b.  ■<-  d    f. ' 

Mithin 


1 


K    <Ji»  —  K     f» 


f. 


b.- 


d 
1 


f.       <Ji,  —  b, 


b. 


f,       <J«-J>. 


i,^-K 


■  -jT-  U.  S.  f. 


f. 

1 

«J.. 

1 
1 

f. 

1 

d 

1 

1 

f. 

d^- 

1 

1 

1 

Es  ist  nun  leicht  daraus  abzuleiten 
1 


JL  —jL  u.  8.  f. 


f. 


b. 


und 


Diese  beiden  Wertbe  seien  geschrieben 

b»="(-f-»    ^»»    f-»    *«»    ■^'  ^) 

<i  =  (-^,    ^..,    -^,    <J«,    1^,  b,j 


(1.) 


(2.). 


Setzen  wU*  nun,  da  b,  eine  algebraische  Function  von  d  und  umge- 
kehrt d  von  b,  ist, 


*)  MObins,  Grelle  Y. 
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A  +  Bd  +  Cb,  +  Ddb,  — e, 
«o  di«  A,  B,  G,  D  sieh  folgendenMosMi  besturamB 

d— 6,   soistbj  — f^,    <J,„    j-,    O  — A  +  CbJ, 

d  -3c,  „  „  K'—(j^    <^..'    7»    <^-.'    -^)-B  +  Dbi', 
b,  — 0,    „  „  d'-^f-j-,    Sit,   y,    d„]  — A  +  Dd', 

b,-«>,  „  „  <>"-(|-,    <J..,    T",    <J.„    i-)-C  +  Dd^. 
Hieraoe  bestinunen  sich  die  A,  B,  C,  D,  so  dass  man  eo<Micb  erhalt 

-■'.-(i-i)-a-i)^-+(i-'")a-i)-»' 

wobei  die  Abkürzung  leicht  zu  übersehen  ist. 


7.   Allgemeine  analytische  Bedingung  für  die  Lage  der 
Brennpunkte.*) 

Wenn  $,  17,  ^  die  Coordinaten  des  Brennpunktes  sein  sollen,  so  müssen 
benachbarte  Strahlen  durch  diesen  Punkt  gehen.  Seien  nun  A  und  B  zwei 
von  einem  Punkt  ausgehende  benachbarte  Strahlen,  die  nach  beliebig  vielen 
Brechungen  an  beliebigen  brechenden  Flächen  von  cöntinuirUcher  Krüm- 
mung in  dem  Punkte  $,  17,  ^  zusammenkommen.  Die  optischen  Längen  dieser 
Strahlen  seien  durch  tp  und  tp-\-J^  ausgedrückt.  Nach  den  in  §  298,  2.) 
eingeftlhrten  Bezeichnung  ist  dann,  wenn  wir  die  optischen  Längen  aus- 
drücken als  Funktionen  der  verschiedenen  Jx  undz/y,  also  die  betreffenden 
Jz  durch  die  Gleichungen  zwischen  den  x,  y,  z,  welche  die  brechenden 
Flächen  bestimmen,  eliminirt  haben. 

Nachdem  in  §  298  erörterten  Brechungsgesetz  sind  die  tpnnd  \f}'\-J\p 
folgenden  Bedingungen  unterworfen: 

1)  Für  den  ersten  Strahl  A  oder  xf)i 

2)  Für  den  zweiten  Strahl  B  oder  xp+Jip  müssen  diese  Gleichungen 
gelten,  wenn  überall  statt  tp  gesetzt  wird  xp'\-Jtp.    Diess  führt  dann  mit 


*)  HelmholU  a.  a.  0.  {  19. 
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Berttcksichtigung  der  eben  aufgesteHten  Bedingungen  zu  folgenden  Glei- 
chungen : 

© 

Dieses  Gleichungssystem  vereinfacht  sich  wesentlich,  wenn  man  be- 
denkt, dass  in  dem  Ausdruck  von  ip^  die  auf  einander  folgenden  1  immer 
sich  so  bilden,  dass  nur  in  den  unmittelbar  auf  einander  folgenden  solche 
Jx  undz/y  vorkommen,  die  sich  in  Bezug  auf  dielndices  um  1  unterscheiden. 

Es  werden  demnach  alle  Grössen  von  der  Form 

d^xp  d^tp  d*\p 

öxaöyb'         öxjöxb'         öyaöyb 
verschwinden,  wenn  die  Differenz  der  Grössen  a  und  b  grösser  als  1  ist 

Dieses  System  von  2  m  Gleichungen  enthllt  zunächst  die  2  m  Unbe^ 
kannten  ^x„2:/yp^x^  Jy^ . . .  Jim  J^my  durchweiche  die  dem  A benach- 
barten Strahlen  B  bestinunt  werden,  welche  durch  den  gemeinsamen  Punkt 
^,  t]^  ^  gehen.  Diese  Grössen  können  nicht  alle  ^=»0  sein;  denn  sonst  wür- 
den die  beiden  benachbarten  Strahlen  zusammenfallen.  Dividiren  vrir  dem- 
nach die  2  m  Gleichungen  0  durch  eine  der  nicht  gleich  Null  werdenden 
Unbekannten,  so  erhalten  wir  2m  Gleichungen  mit  nur  2m — 1  unbekannten 
Quotienten.  Die  Elimination  dieser  Unbekannten  giebt  dann  eine  Gleichung, 
der  die  Coordinaten  des  Brennpunktes  unterworfen  sein  müssen.  Diese 
Eliminationsgleichung  ist  aber  nach  bekannter  Bezeichnung 

d^ip  d*tp  d'xp  d^xp     ^ 

öy,  öy,     öxjöx,         öxm  öx«,     5y^Ty^~ 

8.    Constructionen. 


ÄJdXj  dx, 


Im  Lehrbuch  ist  eine  näherungsweise  Construction  des  Bildpunktes 
von  einem  leuchtenden  Punkt  angegeben  und  in  4.  findet  sich  eine  genaue 
für  irgend  ein  System.  Es  leuchtet  ein,  dass  nach  Aufstellung  der  5  Paare 
von  Cardinalpunkten  verschiedene  Arten  von  Constructionen  mögUch  sind. 
Aus  der  in  4.  geht  hervor,  dass  zwei  Paare  von  Cardinalpunkten  hinreichen. 
Die  betreffenden  Punkte  sind  im  Früheren  bezeichnet  worden  mit  F,,  F,; 
H,,  H,;  K,,  K,;  H,,  H,;  K,,  K«.  Es  würden  demnach  sich  zehn  verschie- 
dene Constructionen  angeben  lassen ,  wenn  man  je  zwei  der  betreffenden 
Punktpaare  combinirte,  aber  nur  die  folgenden  sechs  sind  einÜBich: 
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1.)  F„F.  und  H,,H„ 


2.)  F.,  F. 

*»    K.,,  Kj, 

3.)  F„F, 

„     Hj,  Hj, 

4.)  F„  F, 

«        *^H   *^1 

5.)  Hl,  H, 

»1    H|,H,, 

6.)K„K, 

„     R, ,  Kj . 

Die  sich  hieraus  ergebenden  Ck)nstructionen  für  Punkte  ausserhalb  der 
Axe  seien  durch  einzelne  Figuren  erläutert,  an  denen  ausser  den  schon 
oft  gebrauchten  gemeinsamen  Bezeichnungen  folgende  eingeführt  sind: 
L  bedeutet  den  leuchtenden  Gegenstand  und  B  dessen  Bild,  die  eintre- 
tenden Strahlen  seien  e^,  e,  und  die  entsprechenden  austretenden  a,,  a^. 

Fig.  45.  Flg.  4«. 


et    A4 

A 

l 

\  J 

X' 

€i 

Cx     •* 

1)  Fig.  45.  e,  II  der  Axe,  also  muss  ai  durch  F,  gehen.  Ein  zweiter 
Punkt  A,  für  ai  ist  gefunden  dadurch,  dass  H,A|»>H,A,  sein  muss. 
a,  muss  parallel  der  Axe  sein,  da  e,  dnrch  F,  geht,  und  H,  C^  ■«  H^C^. 

2)  Fig.  46.  e J;  a, .  a,  muss,  da  e,  parallel  der  Axe  ist,  durch  F,  gehen, 
die  Richtung  von  a,  ist  dann  so,  dass  Z.A,  FiKtaaZ-A^F^K,  ist;  denn 
es  muss  sein  nach  2.  K,  A, :  K,  A , «»  Dm+i :  n„  d.  i.  =»  Fj  K, : 


:F,K,. 


Fig.  48. 


3)  Fig.  47.  a»  muss,  da  Ci  parallel  der  Axe  ist,  durch  F,  gehen  und  ist 
weiter  bestimmt  durch  Hi  A,  =  H,  A,.   a,  muss,  da  e,  durch  Fi  geht,  pa- 
rallel der  Axe  sein  und  ist  weiter  be- 
stimmt durch  Hl  C,  -»  H^  C,. 

4)  Fig.  48.  dl  ist  bestimmt  dadurch, 
dass  R,  E  R,  ein  gleichschenUiges 
Dreieck  ist,  also  sind  die  Winkel,  welche 
CjUnd  ai  mit  der  Axe  bilden,  Supplement- 
winkel. a,muss  gehen  durch  F„  ferner 
muss  sein  R,  A^ :  R,  A,»»  Um^i :  ni,  und 
diess  ist  erreicht,  wenn  F^A,  ff  A^Fj  construirt  ist;  denn  nach  2.  ist 
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Flg.  50. 


absolut  Kj  :¥,  »^  F^K^ :  F,  K, «:  Om+i :  n^  und  diess  ist  nach  der  Aehn- 
licbkeit  der  Dreiecke  —  K,  Aj :  K,  A,. 

5)  Fig.  49.  a^  ist  bestimmt  da- 
durch, dass  HjC,— HjC^HjAi— H^. 
Auf  dieselbe  Art  ist  a,  construirt. 

6)  Flg.  50.  Hier  ist  e,  |{  a^  und 
e,,  a,  bilden  ein  gleichschenkliges  Dreieck. 


Bilder  durch  Zentreuungilinsea.    (§  305.) 
Bilder  bei  Concavlinsen  unter  Berücksichtigung  der  Dicke. 

tr^  Die  hier  anzustellende  Untersuchung  geht  wie  in  §  304,  5.  aus  tou 
den  Formeln  §  304,  4.  Hit  Beibehaltung  der  dort  eingeführten  Beseich- 
Dung  erhält  man: 

1.  Für  biconcave  Linsen  ist  r,<0  und  rj>0 ,  mithin ,  wenn  n  statt 
n„  Uj,  Ug  eingeführt  wird, 


*i  "^  *i      i 


oder 


h.=- 


(n-l[ii(r,  +  r.)+(n-l)]a' 

f,        f,                      \r,       r,  ^     nr,r,   / 
^ u  _       ^ 


r  ^  =  — ; 


n(r;+r,)  +  (n-l)<J'    "»  n (r,+r.)  +  (n  — 1)<J* 

Die  Hauptbrennweiten  sind  also  negativ.  Beide  ^^^  ^^ 

h  sind  negativ,  und  durch  eine  Vergleichung  der 
Werthe  h,,  h,  mit  i  findet  man,  dass  beide  Haupt- 
punkte innerhalb  der  Linse  hegen.  Da  H  positiv 
ist,  so  hegt  h,  vor  h,.  (Fig.  51.) 

2.  Für  planconcave  Linsen  ist  r,  <<  0  und  r,  => 
r,  >  0  und  damit 


»oo  oder  r,  ■« — oo, 


h,^ — 


also  negativ, 

h.  =  0, 

h,  Mt  also  in  die  Grenzfläche.  (Fig.  52.) 
3.  Für  convexconcave  Linsen  ist 

r.>0,    r,>0,    r.>r, 
oder 

r.<0,    r,<0,    r.<r,. 
Betrachten  wir  den  ersten  dieser  FäUe.   Es 


Fig.  62. 
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ißt  f,  -«  f,  ^«)  je  nachdem  n (3  +  r,  —  rj  ^  d  ist  und  dem  entspre- 


chend wird  dann  h, 


*  0 

.    0 


n,  =  —  oo  . 


FI«.  5S. 


Es  würden  also  auch  hier  wiederum  wie  §  304,  5  3.)  drei  FftUe  zu 
unterscheiden  sein ,  so  dass  also  auch  r,  >  0,  r,  >  0  und  rj  >  r,  eine 

Sammellinse  geben  konnte. 
Es  ist  also  mit  Berücksich- 
tigung Ton  §  304,  5.  das 
gemeinsame  Merkmal  der 
Zerstreuungslinse  die  ne- 
gative Hauptbrennweite. 
Wie  man  dann  die  BOder 
von  leuchtenden  C^egen- 
sttfndett  filidet,  ist  an  Fig.  53  gezeicliftel.  Es  bedeutet  an  derselben  Aa  den 
Gegenstand  und  A,a,  dessen  Bild. 


Die  sph&risehe  Abweichung.    (§  306.) 
1.    Gleichung  der  Brennlinie. 

Das  Problem  der  BrennUnie  Ufsst  sich  wie  folgt  ausdrücken.  Sei  ge- 
geben eine  Curve  C,  die  von  zwei  Systemen  A  und  B  continuirUch  auf  ein- 
ander folgenden  Geraden  geschnitten  wird.  Wenn  nun  beide  Systeme  so 
beschaffen  sind,  dass  je  zwei  Gerade  a,  b  aus  beiden  Systemen,  wekhe  sich 
in  einem  Punkte  m  der  Curve  C  schneiden ,  mit  der  Normale  in  m  Winkel 
bilden,  deren  Sinus  in  einem  constanten  Verhiütnisse  stehen,  so  ist,  wenn 
das  System  A  gegeben  ist,  zu  berechnen  die  einhüllende  Curve  des  Systemes  B. 
Sei  gegeben  die  Curve  C  in  rechtvrinkUgen  Coordinaten  durch  die 
Gleichung  y  =  f(x),  das  System  A  durch  rj — y=a  (§ — r)  und  das  System 
B  durch  ij  —  y  «^  «  (§  —  x) ,  wo  iy,  f  die  laufenden  Coordinaten  sind  und 

X,  y  die  des  Punktes,  in  dem  die  Curve  C 
geschnitten  wird,  ferner  sei  i  der  Einfalls- 
winkel, r  der  Brechungswinkel  und  n:n' 
das  constante  Sinusverhältniss,  so  dass  gilt 
n'  sin  i  =  n  sin  r.  (1.) 

Es  ist  nun  nach  Fig.  54 : 

sin  i=  sin  (x  —  y),  «n  r=  sin  (x  —  t//), 

SS  sin  X  cos  9)  —  cosx  sin  q>.  =  sin  x^osxfj —  cos  ^  sin  xp.  (2.) 

Nach  der  oben  eingeführten  Bezeichnung  ist 


FIf .  M. 
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dx 


dx 
tag9)i*a,  tagV  — o,  tag^  — —  t- 


a  .     .  o 

sin  qp™  ■  , ,    8in  if>  — »    ■  ,     siny- 


K®^' 


dy 
1.1  dx 

*^      l/l  +  a»'  ^      »^1  +  «* 


Diese  Werthe  in  (2)  eingesetzt  geben 


V{^ 


•+l 


Mit  Hülfe  dieser  Werthe  geht  (1)  über  in 

■'(•+-5-D_»('+«--i) 

Aus  dieser  Gleichung  (3)  können  wir  die  Unbekannte  a  durch  a  aus- 
drücken, so  dass  also  das  System  der  Geraden  B  bekannt  ist  und  damit 
dann  nach  den  Lehren  von  den  Einhüllenden  deren  Schnittpunkte  d.  h.  die 
BrennUnie.  Diese  angefangene  Bechnung  soll  nun  an  einigen  Beispielen 
durchgeführt  werden. 


9.   Die  brechende  Linie  sei  ein  Kreis. 

a)  Unter  sich  paraUele  Strahlen  fallen  auf. 

Der  Anfang  unseres  Coordinatensystems  liege  in  dem  BGttelpunkte  des 
Kreises  und  die  Abscissenaxe  sei  der  gegebenen  Biditung  der  einfallenden 
Strahlen  parallel. 

Die  Gleichung  des  Kreises  ist  y*  +  x*  =  r*,  mithin  wird 

dy      X 

dx""       y' 
ferner  ist  a  »:  0^  mithin  geht  (3)  über  in 

l-ai 
n'  — n-7=l:. 
f/l+a' 
Wir  können  nun,  statt  a  erst  aus  dieser  Gleichung  su  berechnen,  aus 
derselben  und  der  allgemeinen  Gleichung  fttr  B  die  Grösse  a  eliminiren. 
Es  ist 

«i— I? -,  mithin 

I  — X 
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Benutzen  wir  dann  die  Gleichung  x*  +  y*  =  r*,  so  erhalten  wir  nach 
Multiplication  mit  y 

n'yVT  +  ^'  +  r»  — 2x§  — 2yij  — n(^y  — 1JX). 
Setzen  wir  x  =  r  cos  t,  y  «=  r  sin  t,  wo  t  jeden  beliebigen  Werth 
annehmen  kann,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 
n' ^?  +  rj*  +  t^ — 2r§  cos  t  —  2rri  sin  t  —  n  (§  —  i;  cos  t).     (4.) 

Um  nun  die  einhüllende  Curve  zu  finden,  müssen  wir  nach  t  differen- 
ziren.  Dies  giebt,  wenn  wir  zuerst  beide  Seiten  der  obigen  Gleichung 
quadriren, 

n'*r  (f  sin  T  —  ri  cos  t)  ■=  n*  (f  —  w  cot  t) -r^ 

oder 

n'*  r  sin  't  (§  sin  t  —  rj  cos  t)  —  n*  (g  sin  t  —  ij  cos  t)  ij, 
also 

3 


"°'-Kä- 


Die  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  (4)  giebt  dann 

3  3  ft 

|(n*— n'^§*  +  2(|/S^— j/iV)  §  — 

3 

{n'^r*— 3|/n*n'*r*i;*+(n'*  +  n*)ij*}«=0 
als  Gleichung  der  gesuchten  Brennlinie. 

b)  Die  einfallenden  Strahlen  gehen  von  einem  Punkt  aus.  Han  lege 
wie  vorhin  durch  den  Hittelpunkt  des  Kreises  das  rechtwinklige  Coordi- 
natensystem,  so  dass  die  Abscissenaxe  durch  den  Ausgangspunkt  der  Strahlen 
geht,  der  sich  in  der  Entfernung  e  vom  Coordinatenanfang  befindet. 

Es  ist  mithin  das  System  A  gegeben  durch 

Die  Gleichung  des  Systemes  B  ist  demnach 

Eine  Benutzung  dieser  Formel  befindet  sich  in  §  294,  3. 

3«    Die  brechende  Linie  ist  eine  Gerade. 

Die  beide  Mittel  trennende  Gerade  sei  die  x  Axe  und  die  y  Axe  gehe 

dy 
durch  den  leuchtenden  Punkt,  es  ist  also  -7^1=0.  Wenn  femer  h die Ent- 


dx 
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fernung  des  leuchtenden  Punktes  von  der  brechenden  Linie  ist,  so  sind  die 
Gleichungen  der  Systeme  A  und  B 

^  =  cot  i  (5  —  x),  also  für  ^=  0,  h  =  cot  i  x, 

iy  ■=  col  r  (§  —  x). 

Es  ist  also  , 

h 

aas  cot  1  BS 

X 


'  cot  Ti 


Dies  in  (3)  substituirt  giebt 

j,  oder 


1  + 


©'    '-G-^O' 


Diese  Gleichung  ist  nun  nach  der  Lehre  von  den  Einhüllenden  nach 
X  zu  differenziren.    Es  folgt  zunächst 

(g-x)'[n'h'+i>'x«-n»x']  ... 

''^      Z^* ^^'^ 

n'»^  =  ^  [x'  (n"  -  n')  - 1  n»h*]  (|  -  x). 

Diess  nun  gleich  Null  gesetzt  giebt 

(n'*  — n»)x»  — n'^h*^.  (7.) 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  muss  x  entweder  aus  (5)  oder  aus  (6)  eli- 
minirt  werden. 

g  aus  (7)  berechnet  giebt 

(n'*  —  n*)  X» 

Dadurch  wird  (6) 

^. [(n»-^n^)x'-n^'hy 

Aus  (8)  und  (9)  folgt  endlich 


x  =  - 


(n«  — nT 
Hieraus  ergeben  sich  zwei  Ausdrücke  für  x^  durch  deren  Gleichsetzung 

sich  die  folgende  Gleichung  der  gesuchten  kaustischen  Linie  ergiebt 


(n»-n")*     1  ^  ^    n^      1    j      ^ 


n''  h'  n"    h' 

Diess  ist  die  Evolute  einer  EUipse.  Die  erste  Axe  dieser  Ellipse  Mt 
mit  der  vom  strahlenden  Punkte  auf  die  brechende  Gerade  gefüllten  Senk- 
rechten zusammen.   Ein  Brennpunkt  dieser  Curve  ist  der  strahlende  Punkt. 

4«    Sphärische  Abweichung. 

Wie  in  §  294  haben  wir  zu  unterscheiden  eine  Längen-  und  Seiten- 
abweichung. 
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1.  LfiDgenidi^weiGhung.   Den  AusgangqHuüa  der  ÜBterBUchung  bilde« 

die  GleichuDgen  des  §  303.  Nach  den  Beseichnungen  an  Fig.  35  S.  295  ist 

d  +  r 
sin  a  —  n  sin  /^,  (a)      sin  er  ■«  — - —  sin  ^p,  (b) 

wo  9)  für  Z.  sac  gesetzt  wird.   Daraus  haben  wir  gefunden  fOr  centrale 
Strahlen 

ndr 

""d(n  — D— r* 
Wenn  wir  uns  aber  die  dort  angenommene  YemachlSssigiing  nicht 
gestatten,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Dreieck  a'cs  die  genauere  Formel 
.    >  .  rsin/9  .  . 

"+-^"'"'-+8in(«-y-/?)'    ^«> 
WO  Jn  den  Unterschied  des  wahren  und  genttherten  Werthes,  d.h.  die  ge- 
suchte sphärische  Längenabweichung  im  zweiten  Blittel  bezeichnet 

Um  nun  einen  angenäherten  Ausdruck  dieser  Abweichungen  Ju  zu 
erhalten,  benutzen  wir  die  bekannten  Reihen: 

smx-=x-j~2-g^-^    2.3.4.5"   •' 
X  — smx  +  s— rsm•x  + 


2  .  3  •  2  .  4  .  5 

und  nehmen  an,  dass  der  Z.^)  immer  noch  so  klein  sei,  dass  die  vierten 
und  höheren  Potenzen  des  sin.  gegen  r  vernachlässigt  werden  können. 
Schreiben  vrir  zur  Abkürzung  d  +  r^^c,  so  ist  nach  (b)  und  der  ersten 
Reihe 


sm 


«^-^(''-riä)- 


Setzt  man  diesen  Werth  von  sin  a  in  die  zweite  Reihe,  so  erhäk  man 
bei  derselben  Vernachlässigung: 

CO)      c(c*  — r*)    ,     -                      c  — r      ,   c(c*  — r*)    , 
"^ r"^ 67"*^    ''**^''  a_y— .-—qpH g^:r— ?•• 

^ach  (a)  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  schon  gefundenen  Werthe 


sm 


^-U^-T^)  -  ^-^  +  ^^W=-V. 


Daraus  findet  man  dann  den  Nenner  von  (c),  da  nun  ist 

«-y-^_<^(°-t^)— "•y  +  _£_|(n»_l)e.-n«r'(D-l)|y', 

also  nach  der  ersten  Reihe 

.    /  m      c(n  — 1)— nr 

+  g-^|3c»(n  — l)4-3c«r(n— !)•— 4n(n  — l)cr*  +  n*r'ly'. 

Nach  Ausfuhrung  der  Partialdivision,  Wiederherstellung  des  Werthes 
d  +  r  und  einfacher  Transformation  erhält  man 
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(n_i)d  — r  2nr(ii  — Id  — r)«  ^ 

und  daraus,  da  sin  Z.  s  a'  c  »«  — ; — y^    •.  ist, 

u+^u — r 


u  +  ^u» 


Es  mag  bemerkt  werden,  dass  dieser  Werth  übereinstimmt  mit  dem 
nach  einer  anderen  Methode  gefundenen  von  §  303,  4.,  wenn  dort  einge- 
führt wird  tg  y  —  ^  oder  y  —  d  9). 

Bei  Betrachtung  dieses  Wertiies  finden  wir  eine  Bestätigung  des  Resul- 
tates von  § 303,5 ;  denn  erstens  ist  diese  Abweichung  ««0,  wenn  d-f-r-^O, 
d.h.  wenn  die  Strahlen  nach  dem  Hittelpunkt  convergiren,  dann  aber  auch, 
wenn  d -f-n  +  I  r  — =  0  oder  n r «»*»  —  (d -|- r)  ist  Wenn  nun  auf  das 
Vorzeichen  des  d  und  r  geachtet  wird,  d.  h.  wenn  r  >*  0  ist,  so  muss  d  ne- 
gativ sein,  und  wenn  r  <  0  ist,  so  muss  d  positiv  sein,  damit  der  Gleichung 
genügt  wird,  so  erhält  man  fttr  beide  Fälle,  mit  r  und  d  die  absoluten  Grössen 
bezeichnet,  n  r  =:  d  —  r.  Da  nun  d  — ^  r  die  Entfernung  des  Hittelpunktes 
von  dem  Lichtpunkte  ist,  so  ist  diese  Bedingung  übereinstimmend  mit  der 
dort  gesagten,  dass  der  Hittelpunkt  um  n  R  von  a  entfernt  ist. 

Den  Ausdruck  u  +  ^^  können  wir  weiter  durch  Einführung  des  ge- 
fundenen Werthes  von  u  vereinfachen.   Es  ergiebt  sidi  nämlieh 
d  (d  +  r)'  (n  dr  +  un*r)  uy* 
2nMV 

[d(ii_i)_r4-rnf  (^  +  u)u9)« 

2n(n  — l)«dr^  '• 

™^  2(n  — l)*du        * 

Die  gesuchte  sphärische  Längenabweichung  bei  einmaliger  Brechung 
ist  dann 

n(d-l-ur(J-f-u)(p» 

^""  2(n— l)«du 

und  q>  geht  bei  Vernachlässigung  von  9)'  über  in 

u  ^ 
Um  nun  die  Längenabweichung  einer  Linse  zu  finden,  haben  wir  nur 
die  Randstrahlen  zu  berttcksiclitigen,  also  können  wir  von  der  Dicke  der 
Linse  ganz  absehen.  Die  Längenabweichung  durch  die  zweite  Brechung 
zerlegen  wir  uns  in  zwei  Theile,  erstens  in  die,  welche  entsteht  dadurch,  dass 
unser  in  §  303  gefundenes  b  eine  Aenderung  erfährt,  weil  u  übergegangen: 

Klein,  Theorie  der  Elasiloitlt  etc.  21 


■asU- 


Digitized  by 


Google 


S22  m.  Ofük. 

ist  in  u  +  ^u,  zweitens  in  die,  welche  b  dorch  eine  genauere  Rechnung« 
wie  sie  eben  für  u  geliefert  ist,  eine  Längenabwekhiing  erßhrL  Die  erste 
Aendemng  des  b  sei  mit  ^  und  die  zweite  mit  Jß  bezeichnet.  Jb  ergiebt 
sich  aus  der  Gleichung  des  §  303,  die  nun  wM 

1 1       ^°~^ 

n(b+^)      (u+^"**"    r'B  ' 
Bei  Vemachüissigung  höherer  Potenzen  von  Ju  ist  dies 


z/bM 


u' 


a»b«(d  +  uy(i+u)y^ 

2(B  — l)«u»d 
Jß  erhalten  wir  aus  Jü,  wenn  wir  z.  B.  fttr  convexconvexe  Linsen  Ter- 

tauschen  n^  d,  r,  ^  u  beziehungsweise  mit  — >  —  «,  — r',  ^sa'c«*-*  y^ 
b.   Diese  Vertauschung  Uefert: 

^      n(b  — n)*(b  — nti)d*y* 

^""  2(n-l)»bu»         • 

Die  Zusammensetzung  dieser  Werthe  giebt  dann  die  gesuchte  totale 
LängetiabweicIiQtig 

Dieser  Ausdruck  muss  sich  so  umformen  bisseii,  dass  4  +  ^  ■»  --  ^i^ 

d  b  f 
Faktor  wird;  denn  ist  r'*<=  —  r,  so  wird  aus  der  Convexconvexlinse  eine 
convexconcave  von  gleichem  Halbmesser  mit  sehr  geringer  Dicke.  Bei  einer 
solchen  muss,  da  überhaupt  die  Strahlen  fast  ungebrochen  durchgdien, 
die  Ablenkung  verschwinden  und  das  Bild  mh  dem  leuchtenden  Punkt  zu- 
sammenfallen ,  es  ist  also  dann  b  —  —  d,  y  —  0.    In  der  That  Idsst  sich 

die  Ablenkung  unter  folgende  Form  bringen,  von  deren  Richtigkeit  man 
sich  durch  Ausrechnung  der  Parenthesen  aberzeugen  kann, 
Jb+Jß i?!g!^fJL+l-_^     2  +  n    (l+2n)/l      1\\ 

^  ^^'^     2(n-i)«fVd»+b«  jsfd+in?'^ — 5iir\i~i;/*-^ 

Flg.  65.  Statt  q>  können  wir  endlich  y,  den  Oeff- 

nungshalbmesser  der  Linse,  einführen;  denn 
es  ist  Dähenittgsweise  7  »Mt  d  taug  (p  1*-^  d .  9>. 
2.  Die  Seitenabweichung  s  erhalten  wir 
J'      nach  Figur   W  4vm  d^  AehnlidriKtit  4€t 
£       Dreiecke  BCA  und  BDE,    wo   €D^b« 
BD  «Mi  üA -f  ^  und  AC  i«' y  ist, 
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'^h—iJh+JßY 

AuB  dem  Weribe  der  Ltagenabwekfauiig  ergiebt  sieb,  das»  (äeselbe 
mit  der  OeffnuDg  der  linse  (2y)  vmA  swar  im  qnadraÜMbeii  VerMtDis» 
wStebfil,  das«  dso  alle  Strahkn,  Aür  die  y  deeaelbeD  Werlh  hat,  dieselbe  Ab* 
weicbuDg  erleiden. 

Um  nun  endlieh  die  Abbmgigkdl;  der  Abweiebnng  von  den  Krüm« 
mungsbalbmeascar  zu  find^  ist  es  nOtbig,  diese  Werthe  in  die  Formel  da- 
lufübrea.  Man  miss  also  setaen 


>_,._„(i+^)_.. 


1  ^n— 1 L 

11^         nr         n.d' 
Diess  giebt  aber,  wie  sieb  leicbt  ttberseben  lisst,  naehdeni  y  statt  g> 
eingefübrt  ist,  eine  Formel,  in  der  die  Radien  mir  im  Nenner  yorbommen, 
wodm'cb  aucb  bewiesen  ist,  dass  die  Abweichnog  um  so  grosser  wird^  je 
starker  die  Krümmungen  der  Linsenflächen  sind. 

Diese  Einfttbmag  in  (a«)  giebt  nach  einigem  leicbtcB  Transformationen 


5«  Aplanatisebe  Linsen.    • 

Ffir  eine  aplanatisebe  Linse  mussz/b-f-J}?s=0  sein.  Diese  Forderung 
ist  aber  unmöglich  zu  erfüllen ,  so  lange  wir  d  so  gross  nehmen ,  dass  das 
Bild  hinter  der  Linse  liegt,  also  die  Entfernung  des  Bildes  positiv  ist,  bet 
einer  convexconvexen  Linse;  denn  in  dem  zuletzt  angegebenen  Ausdruck 
kommen  nur  positive  Grossen  vor.  Dasselbe  gilt  von  planconvexen  Linsen 
in  jeder  Stellung  des  leuchtenden  Gegenstandes.  Für  die  concavconvexe 
Linse  ist  r'  negativ  zu  nehmen,  also  bat  dann  die  Längenabweichung  bei 
positiven  b  die  Form 

....,.-^-^'[(^i)'f4!-i).{l.J)'(H±i,l)]. 

Für  eine  unendliche  Entfernung  des  leuchtenden  Gegenstandes,  also 
d  ae  oc ,  dl  i.  für  eine  Annahme,  <Se  bei  Femr()hren  meistens  zu  machea 
bt,  wird  I/fa-ft^^^A,  wenn  das  Yerfcältniss  der  Radien  gegeben  ist  durch 
die  Gleichung 

,'       ^'    ^n-i-»~y(n«-l-n«-p)  +  l  — 0, 

die  aus  der  obigen  hervorgeht,  wenn  man  -r-*^(n — l)f -?)  einsetzt. 

FQr  die  sogenannten  Zei^treuilngslinsen  kOimen  analoge  Bemerkungen 
gemacht  werden.  Auf  giebt  es  hier  nicht  einen  Fall,  wo  das  Problem  sofort 

21* 
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als  unlösbar  sich  ergiebt,  wie  oben  bei  den  convexconvexen  und  plancon- 
vexen  Linsen. 

Da  ako  die  voUsmndige  Lösang^  unseres  Problemes  unmöglich  ist,  so 
soll  nun  untersucht  werden,  wie  es  nftglicb  ist,  ein  VerhaHniss  der  Krüm- 
mungsradien zu  finden ,  welches  die  Abweichong  zu  einem  Minim.  macht 
Ganz  allgemein  ist  auch  hier  das  Problem  nicht  zu  lOsen,  da  die  Entfernung 
des  leuchtenden  Gegenstandes  nicht  hinousgebracht  werden  kann.  Be- 
trachten wir  nun  eine  unendliche  Entfernung  des  leuchtenden  Gegenstan- 
des, so  haben  wir  ftir  die  verschiedenen  lineenarten  folgende  Werthe  zu 
untersuchen : 

1.  Convexconvexe  Linsen: 
y^b^n  — 


2.  Phttceiivexe  Linsen:. 

a)  Gegenstand  auf  Seite  der  Ebene: 


y>bMn~l)r/l    ,    ly/n^-i  ,    Hl  /n      1 

2n*        LU        r'M    b     "^  r'yj  2(n— l)!*' 

b)  Gegenstand  auf  Seite  der  gekrOmmten  Flädie: 


2n» 
3.  ConcaTconvexe  Linsen 
a)  Gegenstand  auf  der  conrexen  Seite: 
y*b*(n  — 


»»       [{b       f)  {    b         fj+i-J- 


2n» 

b)  Gegenstand  auf  der  concaren  Seite: 
Y*b*(n  — ; 


B»        LU        fj   V    b  I')       r'J' 


2n» 
Die  Betrachtung  der  bis  jetzt  erhaltenen  Ausdrücke  ergiebt,  dass  bei 
Linsen  der  dritten  Art  die  Abweichung  am  geringsten  ist 

4.  Concavconcave  Linsen:  b  ist  •< 0 
y*b'(n  — DP/l    .    INV     n+1 

2n» 

5.  Plancoocave  Linsen 
a)  Gegenstand  auf  Seite  der  Ebene: 

y*b*.(n  — : 


1»        Lib"*"  r'J  (         b  r'J       r»J* 


2n' 

b)  Gegenstand  auf  Seite  der  Krümmung 
y»b' 


,»(n-l)r     n  +  1       1-1      y'(n-l)/  ,         1      \1 

2n»       L        b»         r»J  2n»      V  "''(n  — l)»^r* 

)nvexconcave  Linsen : 
Gegenstand  auf  der  convexen  Seite: 
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b)  GegeDsUnd  auf  der  concaven  Seite : 

Y'b»(n-i)r/i     ivf   n  +  1  ,  n     11 

2n«  LU  r/  V  b  "^  r/  r» J ' 
Aus  der  Ziisammeostelluiig  dieser  Werthe  ergiebt  sich,  dass  bei  2.  und 
5.  die  Abweichung  einfach  abnimmt  mit  dem  Wachsen  des  Krümmungs- 
halbmessers, dass  also  von  einem  Blin.  nicht  die  Rede  sein  kann.  Fahrt  man 
in  die  Werthe  der  Ablenkung  fUr  andere  Linsen  den  Werth  von  b  ein,  aus- 
gedrückt durch  n,  r,  r',  und  sucht,  während  man  die  Grösse  eines  Radius 
unbestimmt  lässt,  das  Verhältniss  der  Krümmungshalbmesser  nach  den  Re- 
geln der  Differentialrechnung  so  zu  bestimmen,  dass  die  Abweichung  ein 
Hin.  wird,  so  ergiebt  sich  in  jedem  Falle  eine  compUcirte  Gleichung  des 
dritten  Grades.  Die  Untersuchung  derselben  hat  aber  weder  ein  theore- 
tisches noch  ein  prdLÜsdies  Interesse. 

6«    Apianatisches  Linsensystem. 

Wir  stellen  in  der  Entfernung  e  von  der  ersten  Linse  eine  zweite  auf 
und  bezeichnen  die  Grössen  fUr  die  zweite  mit  den  entsprechenden  Ruch- 
staben, denen  unten  ein  Index  angefügt  ist 

Für  diese  zweite  Linse  haben  wir  nun  erstens  eine  Abweichung  der 
Strahlen,  die  sich  in  der  Entfernung  b  vereinigt  haben«  Diese  geht  aus  der 
Formel  (b.)  in  4.  hervor,  wenn  statt  d  gesetzt  wird  e  —  b.  So  erhalten 
wir  die  Abweichung, 

n?bfy?     /      1  1  1  2+Dt,i+2n,/    1 1\\ 

"*      2K-t)«fA(e-b)»"^b«     b,(e-b)"^n.u?'^  n,u,  Ve-b    hj)' 

Wenn  wir  nun  die  Dicke  d6r  Linse  vemachUssigen  oder  den  Rand- 
strahl der  ersten  Linse  auch  als  solchen  für  die  zweite  befrachten,  so  ist 

y,:y-«c  — b:b,    also  y, —=  ^^=- y, 

mithin  abgekürzt  die  Abweichung 

b;(e-b)'y»^ 

P ^^' 

Suchen  wir  nun  die  Abweichung  der  Strahlen,  die  schon  eine  erfahren 
haben.  Diese  muss  aus  zwei  Gliedern  bestehen,  nämUch  aus  der,  welche 
der  eben  gefundenen  entspricht,  und  der,  welche  durch  die  erste  Linse  her- 
vorgebracht vrird.  Nun  ist  aber,  wenn  die  Abweichung  durch  die  erste 
Linse  mit  a  bezeichnet  wird  und  die  durch  die  zweite  mit  a, ,  nach  den  be- 
kannten Näherungsformeln 

j_^_l 1^  1___1 ?_ 

f,       e  — b      b/  f,       e  — b-+-a      bj  +  a,' 

Daraus  ergiebt  sich  bei  Vernachlässigung  von  aa, 

bf 
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d.  h.  wir  erhalten  die  neue  AUenkuBg,  wenn  wir  die  durdi  die  erste  Linse 

verursachte  mit , ^Ti  muMpliciren.    Es  ist  demnach  die  Gesammlab- 

(e  —  D)' 

b* 
weichung  zusammengesetzt  aus  der  obigen  und  der  alten  mal  - — ^-r|,d.L 

(e      d) 

wenn  zur  Abkürzung  die  der  F,  entsprechenden  Grösse  für  die  erste  Linse 
bezeichnet  wird  durch  F, 

bt(e-b)'y'  b'b?Y' 

b»  '      (e— b)* 

Lassen  wir  dann  die  Linsen  nahe  jusamiMiirttckeo,  so  dass  wir  e  rer- 
nachUtesigen  können,  so  reducirt  sich  unsere  Formel  auf 

-b.y«{F.+F}. 
Die  weitere  Rechnung  besteht  dann  nmichst  in  dem  Einsetzen  ge* 
gebener  numerischer  Werüie. 

Wir  müssen  hiermit  die  Behandlung  aplanatiscber  Linsensysteme  ab- 
brechen und  uns  begnügen  mit  dem  Hinweis  auf  die  folgenden  ausführ- 
Ikhenen  Behandlungen: 

Gauss  a.  a.  0. 

Möbius,  Kurze  Darstellung  der  Haupt -Eigenschaften  eines  Systems  von 

Linsengläsern.  Grelle  V.  1830. 
Bessel,  lieber  die  Gnmdformeln  der  Dioptrik.    Schuhmacher  Astron. 

Nachr.  XVffl.  1841. 
Hansen,  Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahles  durch  eine  beliebige 

Anzahl  von  brechenden  ^härischen  Oberflächen.   Abh.  der  Kgl. 

Sachs.  GeseU.  d.  W.  X.   1871. 

—  Dioptrische  Untersuchungen  mit  Berücksichtigung  der  Farbenzer- 

slreuung  und  der  Abweichung  wegen  Kugelgestalt  Jb.  IL  1874. 

Scheibner,  Dioptrische  Untersuchungen.  Jb.  Xf.   1876. 

W.  S  c  h  m  i  d  t ,  Die  Brechung  des  Lichtes  in  Gläsern,  insbesondere  die  achro- 
matische und  aplanatische  Objectivlinse.  Leipzig  1874. 

—  Die  Lichtbrechung  im  Wasser.  Programm.  Grimma.   1874. 


Yenohiedene  Bradthtrkeit  der  Terschiedenen  BchwingnngMihlaii 

(§  309.) 

1«   Erklärung  der  Dispersion  nach  Cauchy.*) 

Nach  §  279,  1.  und  5.  enthalten  die  Differentialgleichungen  der 
Schwingungsbewegung  Ausdrücke  von  der  Form: 


♦)  Briot,  a.  a.  0.  Buch  111. 
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L.  ?  -  [Smf (r)  4-  n  7  f'(r)J^«   ^     '  ^^        ^«  -  ij , 

Bei  der  Aufstellung  der  miigliclieii  Schwingungen  in  symmetrischen 
Mitteln  §  279,  5.  ist  berttcksichtigt  worden,  di»s  die  Glieder  von  ungeradem 
Grade  wegen  der  Symmetrie  wegfoUeo  müisen,  ferner  ist  angenommen 
worden,  dass  man  wegen  der  Kleinheit  des  Wirkungsradius  der  Aether- 
molekttle  bei  der  Entwickelung  des  symbolischen  ^^^nickes  in  der  Paren- 
these höhere  Potensen  gegen  die  zweiten  vernaclfltoigen  kann. 

Wenn  wir  nun  aber  in  der  Entwickelung  noch  ein  Glied  hinzunehmen, 
so  ergiebt  sich 

und  dem  entsprechend  P|  |.  ^ 

FOr  ein  isotropes  Mittel  treten  hierin  zunächst  die  Vereinfachungen  von 
§  279  6.)  ein  und  dazu  kommen  aus  deos^ea  Gründen  noch  folgende: 

Smi^y^fCr)--!-  2»x"f(r)  — 3^  2«r*f(r)  — lg*, 

f'(r) 


2iBr*^-i^'— ^h'. 


Die  Einfahrung  dieser  Bezeichnungen  in  die  Werthe  von  L„  M„  N„ 
P„  Q„  R,  und  dann  in  die  DiffereitialgleicIiuBgen  ^bt  nach  einer  laiigen 
aber  einfachen  Rechnung,  wenn  man  ausserdem  symbolisch  die  in  §  279,  2. 
gebrauchten  Buchstaben  u,  t,  w,  k*,  k*  «infilhrt,  indem  dieselben  bezeich- 

a    d    d    ö»^a'a»    a'.a^a* 
a»i 

5p  == 


-      a'A-W-' 
(g  +  h)k»-}-»-J-"-k' 


-       «'  4-  h'-  ■ 
(g  +  h)k»  +  ?-^k* 

;  +  h)k'  +  «4^ir«' 


I  +  (2h+h'k»)  u  (uH-v,+w$), 
ij+(2h+h'f»)v(S?+Ti7-f.w$), 


Diose  €JMohuBgoa  entlMlten  die  OeriTirtan  der  vierten  Ordowi«  i» 
BMug  Mif  X,  y,  E,  es  gilt  also  »ioht  mehr  der  Salz  $  279,  6.  <lb«r  die  Fort- 
pAansungsgesohwindigkeit. 


f +(2h+h'k«)  w  (ul+v, +wO. 
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Gehen  wir  zu  ebeneo  Wellen  über,  so  können  wir  die  angegebeneo 
Differentiationen  anbohren.  Darnach  finden  wir  wie  §  279,  6.  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  transversalen  Wellen 

wo  nach  S.  262  und  Abkürzung  S.  265  X^=^  —  ist  Es  ist  demnach  endlich 

Damit  ist  das  Gesetz,  welches  Cauchy  zuerst  bewiesen  hat,  gefunden, 
dass,  wenn  g'  +  h'^O  ist,  die  Portpflanzungsgeschwindigkeit  um  so 
grösser  sein  muss,  je  grösser  die  Wellenlänge  ist. 

Aus  dieser  eben  gefundenen  Formel,  der  whr  die  Form 

geben,  können  wir  weiter  einen  Ausdruck  ftür  den  Brechungsexponenten  n 
zwischen  zwei  Mitteln  finden.  Setzen  wir  c,  il,  T  (c^  k\  T)  für  das  erste 
(zweite)  Medium,  dann  ist  il :  Ä' ««  c :  c', ;; 

c'*  — a^  +  ^  — a,  +  a,^,. 

Durch  Auflösung  dieeer^Qeiehung  Cur  c'*  erhaben* wir  annähemd 

a.c* 


o-_k(.  +  i+?_!#)-^+ 


d.  i.  annähernd 


Mithin 

c         -i 
n  — -j  — a.      e 


1       ~*  (i     1  A£L^ 


^    1 

Ueber  diese  Erklärung  sagt  Briot  p.  69:  „Dieselbe  (die  Erklärung  der 

Dispersion  von  Cauchy)  scheint  uns  jedoch  eine  unlösbare  Schwierigkeit  zu 

ft'  +  h' 
enthalten;  denn,  wenn  die  Grösse  ^-—^. —  einen  merklichen  Werth  im  Aeth«r» 

4 

der  einen  durchaiditigen  Körper,  wie  z.  B.  ein  Stück  Glas  durchdringt, 
hätte,  so  würde  sie  auch  im  freien  Aether  einen  merklichen  Werth  haben ;  und 
doch  zeigt  die  Beobachtung  der  veränderlichen  Sterne,  z.  B.  die  Ton  Algol, 
dass  keine  annehmbare  Dispersion  im  Weltraum  vorhanden  ist,  d.  h.  dass 
der  Unterschied  der  Geschwindigkeiten  für  die  versdiiedenen  Strahlen  im 
freien  Aether  so  klein  ist,  dass  eine  Verschiedenheit  des  Ganges  nicht  nach- 
gewiesen werden  konnte,  ungeachtet  des  ungeheuer  grossen  Weges,  weichen 
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die  Strahkn  durchlaufen  mOssen.    Es  ist  demnach  anzunehmen,  dass  die 

tf  +  V 
Grösse  2— L —  einen  äusserst  geringen  Werth  hat". 

2«    Erklärung   der  Dispersion  durch  den  Eiofluss  directer 
Einwirkung  der  ponderablen  Moleküle  auf  die  schwingenden 

Aethermolekttle. 

Bezeichnen  wir  die  ponderablen  Massenelemente  mit  m^  und  dem  ent- 
sprechend die  Grössen,  welche  sich  auf  die  ponderablen  Moleküle  in  Bezug 
auf  die  AethennolekOle  beziehen,  mit  einem  Index  unten,  also  mit  r,  den 
gegenseitigen  Abstand,  mitx{,  y(,  z'  dessen  Projectionen  und  mit  mm|r,f|(r|) 
die  zwischen  den  Molekülen  ausgeübte  Wirkung,  so  sind  die  dem  §  279. 1«, 
entsprechenden  Gleichgewichtsbedingungen 

Smx'f  (r)  +  SnMt'i  fiW  — 0. 

2my'f(r)  +  2mySf,(r.)  — 0. 

Smz'f  (r)  +  2inz{  f,  W  — 0. 
Gehen  wir  nun  zur  Schwingung  über,  so  würde  sich  wohl  ein  Theil 
derselben  auf  die  ponderablen  Moleküle  übertragen.  Diese  Bewegung  kann 
aber  bei  einem  durchsichtigen  Mittel  nur  gering  sein  und  wird  bei  einem 
vollkommen  durchsichtigen  Mittel  ganz  yerschwinden  müssen.  Wir  können 
demnach  von  dieser  Ortsveränderung  deur  ponderablen  Moleküle  ganz  ab- 
sehen. Es  ist  nun  der  veränderUche  Abstand  des  Aethermoleküls  von  dem 
ponderablen  Molekül  m,. 

(r^  +  ^r/  —  (x{~§)«  -f  (yj- ij)*  +  (zj  -  ^, 
da  mit  $,  17,  ^  die  Projectionen  der  Verschiebungen  der  Aethermolekttle 
bezeichnet  werden. 

Näherungsweise  können  wir  setzen 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  demnach 

gl|  — 2mf(r.f,/r)(x'  +  ^^  +  2m»f,(r.+^rO(x{-5) 

und  dem  entsprechend  zwei  andere  für  ^r^,  ^. 

Dies  giebt  dann  mit  denselben  Vernachlässigungen  wie  §  279  und  mit 
Berücksichtigung  der  Gleichgewichtsgleichungen  drei  den  (2.)  S.  258  ent- 
sprechende Gleichungen 

-Sm,  [f,(r0g  +  2m.R(r,)(x{^-|.y{i,  +  z5D^']. 

Obgleich  nun  eigentlich  die  hier  vorkommenden  Coefflcienten  nicht 
mehr  constant  sind,  sondern  periodische  Grössen,  d.  h.  Grössen,  welche 
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in  der  AusdeiiBiiBf  einer  Zelle  Terllnderlioli  siid  und  an  heoiologeB  Piuik^ 
ten  der  yerschiedenen  Zellen  wieder  denselben  Werth  annehmen,  so  können 
wir  doch  bei  der  ersten  Annäherung  diese  periodischen  Coefficienten  durch 
ihre  Mittelwerthe  ersetzen.  Wir  können  demnach  den  Aether  als  ein  gleich- 
formiges  und  iietropes  Medium  ansehen.  Es  werden  demnach  in  dea 
Coefflcienten  verschwinden 

*^|  "^l  *i 

ferner  ist  dann 

Bezeichnen  wir  dann  noch  2ni|  fi  (1*1)  niit  g,  und  behalten  die  Näherung 
und  Abkürzung  von  $  279  bei,  so  werden  die  Differentialgleichungen : 

|^-[(g  +  »i)k*-(fe  +  hJ}|  +  21i;(Ü5  +  7,  +  wD, 

mithin  nach  S.  267  für  Transversalschwingungen 

Nach  unserer  Annahme  ändert  sich  also  die  Geschwindigkeit  propor- 
tional der  Wellenlänge,  sie  wird,  wenn  g,  -{-  h,  >>  0  ist,  mit  zunehmender 
Länge  grösser.  Diese  Formel  entspricht  aber  nicht  de^  Erfahrung  (vgl  4.), 
es  muss  also  g,  -|-  h,  so  klein  sein,  dass  iie  directe  Einwirkung  der  ponde- 
rablen  Moleküle  auf  die  Aethermolekule  die  Schwingungen  nicht  merUich 
modificirt. 

3«   Erklärung  der  Dispersion  durch  den  Einflussilerfiörper- 
moleküle  auf  die  Anordnung  der  Aethermolekule. 

Die  Körpermoleküle  mögen  anziehend  oder  abstossend  auf  den  Aether 
wirken,  so  kann  derselbe  nicht  überall  gleiche,  sondern  nur  eine  periodisch 
wechselnde  Dichtigkeit  besitsen.  Ist  die  Kraft,  welche  von  den  Massen- 
theilchen  ausgeübt  wird,  eine  Anziehung,  so  muss  eine  Verdichtung  des 
Aethers  in  unmittelbarer  Nähe  der  Körper theüe  und  ein  IWin.  der  Dichtig- 
keit in  der  Mitte  zwischen  den  einzelnen  Körpertheilchen  stattfinden.  Die 
Dichtigkeit  des  Aethers  wird  demnach,  wenn  das  Mittel  isotrop  ist,  eine 
periodische  sein  und  zWar  periodisch  gleich,  d.  h.  in  den  verschiedenen 
Perioden,  den  Abständen  zweier  Massentheilchen,  ist  die  Dichtigkeit  als 
Ganzes  genommen,  die  mittlere  Dichtigkeit,  dieselbe,  innerhalb  einer  ein- 
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isekim  Periede  ist  aber  die  Dichtigkeit  an  Terecfaiedetteii  Punltten  eine  ver- 
Achied^e,  so  dass  also  die  botropie  des  Mittels  nicht  beeinflnsst  wird;  denn 
in  welcher  Richtung  wir  auch  durch  das  Mittel  fortschreiten,  die  Perioden, 
nach  denen  (ke  Dichtigkeit  des  Aethers  wieder  dieselbe  wird,  sind  für  alle 
Richtungen  dieselben. 

Diese  periodische  Anordnung  des  Aethers  stellt  Rrioi  vor  durch  ßum* 
men  von  der  Form 

dx  a»  a'  sin  ^  -{-  a''  cos  ^, 

dy  as  1/  sin  i//  +  b''  cos  ^, 

dz  ■=«  c'  sin  ^  +  c"  cos  t^, 
wo  i//  —  ax  +  /?y  +  yz  ist« 

Diese  Summen  werden  in  die  obigen  Ausdrücke  von  L,  P . . . .  einge- 
führt. Die  weitläufigen  Rechnungen  sollen  hier  übergangen  werden,  da  das 
Resultat  nach  der  nächsten  Nummer  nicht  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt 
und  die  Theorie  durch  andere  {  331  zu  ersetzen  ist.  Die  Resultate  von 
Briot  sind  zunächst  enthalten  in  der  Differentialgleichung: 

^-[.p(.-'^b-2i-.,)^--'^?p-^2^],(C>, 

mithin  ist  dann 

Dies  führt  zu  der  Gleichung 
deren  näherungsweise  Lösung  giebt 

WO  X  das  ZerstreuungsvermOgen  bedeutet. 

4.   Dispersionsformeln  nach  den  Rechnungen  Ton  Ketteler*). 

Ketteier  hat  sich  folgende  Angabe  gestellt:  „Ist  es  mögUch,  aus  dem 
vielen  Material  mit  Innehaltung  eines  streng  kritischen  empirischen  Stand- 
punktes zu  einer  Formel  zu  gelangen,  die  einerseits  bei  der  bis  jetzt  er- 
zielten Genauigkeit  der  Versuch^  als  die  einzig  zulässige  und  dabei  als  die 
dem  heutigen  Stande  der  Theorie  einzig  .ent^rechende  erachtet  werden 
mttsse?^*  Die  Forderungen  an  eine  richtige  Formel  sind  enthalten  in  den 
folgenden  Tier  Hauptpunkten : 

1)  „Eine  rationelle  Formel  muss  bei  einer  bestimmten  Dichtigkeit  des 
dispergirenden  Mittels  für  den  ganzen  Umfang  der  Strahlung,  soweit  sie 
gemessen  ist,  die  Farben  in  richtiger  räumlicher  Aufeinanderfolge  aus 
den  Wellenlängen  berechnen  lassen.^' 

*)  Pogg.  CXL  1—52,  177—219,  Jubelband  166—182.  Rechnungea  zu  dem- 
selben Zweck  sind  angestellt  worden  von  W.  Schmidt:  Die  Brechung  des  Lichts  in 
Gläsern.    Leipzig;  Die  Lichtbrechung  im  Wasser.    Programm,  Grimma  1874. 
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2)  „Huren  Constanten  rnnss,  etwa  in  analoger  Weise  wie  bei  der  Inter- 
preCatioB  Gbristoffel^  eine  spedfisefa  physikalische  Bedeutung  untergelegt 
werden  können/^ 

3)  ,,Bei  Dicfatigkeitsändemngen  seitens  der  dispergirenden  Substanz 
müssen  diese  Constanten  in  einer  einfachen  den  fiasversuchen  entsprechen- 
den Weise  an  den  Aenderungen  der  Molebdar^Constkution  participiren/' 
Speciell  also  müssen 

4)  „an  der  Grenze  der  Verdünnung  sammtliche  Indices  gleichzeitig 
den  Grenzwerth  1  erreichen/^ 

Es  kommt  dann  Ketteier  zur  Aufstellung  der  Formel 


oder 


i._(|.H-.)*  +  5(.+£'), 


1 


B 


n«  1  — k!*^P— C"* 
Die  speciellen  Annahmen  über  die  darin  Torkommenden  Constanten 
erläutert  Ketteier  (Poggendorf,  Jubelb.)  durch  Constniction  der  betreffenden 
Dispersionscurven,  d.  h.'  der  Curven,  welche  man  erhält,  wenn  man  für  ein 
rechtwinkUges  Coordinatensystem  die  verschiedenen  Wellenlängen  als  Ab- 
scissen,  die  zugehörigen  Brechungsexponenten  ak  Ordinaten  aufträgt  und 
dann  die  Endpunkte  der  Ordinaten  verbindet. 


1. 


B  — 0  ,  C'  — 0  ,  alsonS 


t('-4 


Setzt  man  statt  1,  der  Wellenlänge  im  brechenden  Medium,  die  Wellen- 
länge X  im  Weltäther,  so  ist,  wenn  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  im 
Weltäther  ■»  1  genonunen  wird, 

1        T.c        1      ,     ,       A 
A-fTl-7'^'^'"n- 
Die  obige  Gleichung  wird  dann,  wenn  noch 

A 

eingeführt  wird, 


'-§(^^'+"M/^)■ 


Fif .  M. 


Jeder  Wellenlänge  X  entsprechen  demnach 
immer  zwei  verschiedene  n,  ausgenommen  iU^-^A,, 
n, 


wofür  ist  n 


V2 


Ist  A  >»  A,,  so  ist  n  imaginär,  also  würde 
das  Mittel  fttr  Strahlen  dieser  Wellen  undurch- 
sichtig sein. 

Fig.  56  stellt  die  hierher  gehörige  Diq>er- 
sionscurve  vor. 
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Noch  kenat  man  kein  Mittel,  dessen  Dispersion  dieser  Curve  ent- 
spräche, —  am  ersten  vielleicht  Glycerin  —  und  daher  bleibt  die  Bedeutung 
der  beiden  Zweige  vor  der  Hand  dunkel. 

2.,  k  =  0  ,  C"-0(,  alsoi  — AH-^. 

Setzt  man  hier  wiederum 


^P 


t 


1: 


—  und  A 1 
n 


l.B 


-_^ 


4» 


SO  geht  unsere  Formel  Ober  m  n 
noi/2 


n  as 


|/.-Hif±|/.-if- 


(Formel  von  Christoffel.) 


Flf.  67. 


För  X<CK  giebt  dies  imagi- 
näre n  (Fig.  57)  und  i  =  i^  ist 
n  =  Uo-  Von  X  »SS  Xo  an  giebt  es 
immer  zwei  Werthe  von  n.  Der 
Erfttrung  gemäss  genOgt  diese 
Formel  näberungsweise  zur  Dar- 
stellungder  Dispersion  des  Lichtes, 
iind  iwar  nur  der  Zweig  1,  denn 
der  Zweig  2  würde  für  il »-»  oo, 
n  ^  oo  geben.  Für 

es  nähert  sich  also  die  Dispersionscurve  asymptotisch  der  zur  Ab^cissenaxe 
Parallelen  in.der  Entfernung  -=•  von  derselben* 


3.,  k  - 

Setzt  man  hier  für  1 1 


B 


/2 
B  oo  n  »>  n^o ,  so  ist  A  « 


und  führt  man 


die  neuen  Constanten  D  und  ^^  ein,  welche  definirt  sind  durch 
80  geht  unsere  Dispersionsformel  über  in 


—  1 


Zu  bedenken  ist  aber,  dass  D  nur  <<  1  sein  kann;  D  «^  1  nachle  A 
und  damit  C  -->  0,  was  uns  auf  2.,  zurückführen  würde. 

Diese  Definition  ergiebt  sich  wie  folgt:  Setien  wir  1  »^  0,  so:  sei  n  «^  n^ 
mithin  n^  i««  n«*  »>  Dn^  ;  denn  es  ist 

V-l  :  (a- 1)  -=  ni  ^;-^-  -„«„  (1_D). 
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Wenn  nun  noch  ly  statt  D  n^  und  -  statt  1  gesetzt  wird  und  dann  die 
erhaltene  Dispersionsgleichung  für  n  aufgelöst  wird,  so  erhält  man : 


n 
oder 


-i{V¥^^W^-^V^^=W^-}- 


Rf.  5«. 


Die  Cunre  (Fif  .^8)  besteht 
wiederum  auA  zwei  Zweigen, 
die  bei  X  »B  üi,  i{;  zusammen- 
treffen und  dann  getrennt  wer- 
den durch  einen  imaginären 
Streifen. 

Fttrl  —  Oistn^^^-» 

also  ist  ii;(«|  entweder  Q  oder 

Die  Doppelzweige  stossen  zusammen,  wenn  der  Radicand  im  ersten 
Ausdruck  verschwindet  Die  dazu  gehörige  Wdlenlänge  sei  X^y  dann  gilt 
also  zur  Becechnung  von  i^ 


folglich 


K-'-^+^j-'-'i 


^.--*»"^- 


oder 


Die  dazu  gehörigen  n,  also  die  n^  und  n^'  sind 
Vn^  (n^  +  P^) 


V 


«-n««)« 


Zu  gleicher  Zeit  folgt  aus  dieser  Rechnung,  dass  die  Curve  imaginär 
ist  zwischen  ^  und  A{|',  also  auf  eine  Breite  ^  —  X'q.  Ist  A  »^  oo,  so 
otthertaidi  h^  wi«  nnn  4uroh  Reiheneatwiekelung  arfthrt,  ftlr  den  Zweig 
la  dem  asymptotischen  CrenMwmhe  m^^, .  Setzen  vnt  l^^^^äc^BO  würde 
der  Zweig  Ih  mdk  derselben  Asymptote  nihem.  Dieses  DiqiersionBgesetz 
befolgt  sehr  genau  der  SchwefelkoUemrtoff  und  zvnct  entsprechen  die  Beob- 
achtungen dem  Zweige  la,  do  dass  also  die  Curve  1  physische  Geltung  hatte 
und  der  imaginäre  Theil  «nd  Ib  gehöre  dem  Ultravioletten  an. 


Digitized  by 


Google 


Verschiedene  Brechbtrkeit  itt  TeraehiedeneK  SehwiogongsnlileD.    ($  309.)       336 


4., 


1  A         .    B 

n*  — 1  — k»P"^  P" 


Die  Bestimmung  von  n,  wenn  oodi 
gesetzt  wird 

giebt  dann  n  als  eine  Function  des  drit- 
ten Grades.  Die  Curve  erhält  ungefthr 
die  Fig.  59  gezeichnete  Gestalt,  wo  die 
Grenzwerthe  sich  finden  im  ultraviolet-  l.._I.'._>^. 
tenundultrarothenTheüdetSpednunf.  ^ ~— ^ 


Flg. 

U. 

\ 

\ 

..D 

»X 

5., 


1  A  B 


Setzen  wir  hier  A  =»  —^  und  behalten  im  Uebrigeli  die  frQher  einge^ 
nfarten  BtteicfaMtigen  hei,  so  ist 


Fiff.  60. 


n* 

Die  Curve  Fig.  60  unterscheidet  sich 
von  Figj  58  nur  dadurch,  das«  zu  beiden 
Grenzwerthen  def  imaginllren  Zone  ein 
neuer  ttar  grosse  WellenläiigeB  hinzutritt 
Dieses  Mittel  wftre  also  undurchdring- 
Uch  für  Strahlen,  deren  Wellen  zwischen 
>I4  und  JiJq  liegen  und  für  solche,  die 
grosser  ab  X^  sind. 

Ein  derartiges  Mittel  wttrd^  also 
zwei  Spectrcn  gebeo^  die  sich  ehiaiMler 
AeihreiM  superponiren. 

Es  ist  ausserdem  wie  unter  4.  ein  Wendepunkt  vorhanden.  DietM* 
Curve  folgt  die  Dispersion  aller  vea  Ketteier  berechneten  Substanzen: 
Wasser,  Flintglas  Rosette,  Flintglas  Merz,  Sylvin,  Kaftspath.  Für  alle  liegt 
die  Zone  des  Imaginären  im  Ultraviolett  und  n,  im  UUmoth. 

WiU  man  nun  diese  Untersuchung  verallgemeinern  für  mehrere  solche 
Zonen  des  Imaginären  oder  für  eine  ZuaammensteHung  von  mehreren  der- 
artigen Zweigen,  so  muss  man  in  der  Formel  noch  Glieder  hinzufügen.  So 
wird  man  die  Curven  erhalten,  die  den  in  $  331  genau  theoretisch  erörr 
terteii  entsprechen.  * 

Es  giebt  dann  Ketteier  dem  so  gefundenen  Dispersionsgesetz  folgende 
aUgtneine  Form^  indem  er  setzt 


—  ^  — M 


Y-N, 
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A                                                   M 
wodurch  sein  erstes  Glied     ,  .^  gebracht  ist  auf  die  Form  ^ ^, 


1/Veitere  Erörterung  Ober  die  Dispersion  findet  sich  in  $  331. 


Du  reine  8onBenfpeotmnL*)    ($  311.) 
1.    Allgemeine  Gleichungen. 

Um  die  Methode  zur  genauen  Beobachtung  eines  reinen  Spectrums  zu 
finden ,  müssen  wir  die  allgemeine  Erörterung  tlber  die  Lage  der  Brenn- 
punkte von  S  304,  7.  auf  Prismen  anwenden.  Es  galten  also  zunächst  die 
Gleichungen  (a.)  (ß.)  (/.)  in  $  300, 1 .  und  es  müssen  dann  die  den  Gleichun- 
gen in  §  304, 7.  0  entsprechenden  für  das  Prisma  abgeleitet  werden.  Wir 
bezeichnen  mit  ^,  Ji,  z/i/,  J^  die  kleinen  Differenzen  von  y,  z,  17,  ^  für 
die  benachbarten  Strahlen.  Die  2m  Gleichungen  QTreduciren  sich  dem- 
nach auf  die  folgenden  vier: 

Die  Ausführung  der  angedeutetem  Differentiation  giebt  dann  4ie  fol« 

genden  Ausdrücke,  welche  sich  auch  abgekürzt  schreiben  laseen,  wenn  man 

sagt,  was  nach  S  300, 1.  (y)  erlaubt  ist* 

b  —  y       y  — 190660) 

— ,-- «-»  ^ \ i         -»  cos  m, 

ß  —  f]       17  —  ycoso» 

r y        c Z        z  —  C 

^    ^  — =  — j—  -«      .    ^  —  cos  V, 


'*')  Helmholtz,  a.  a.  0.  $  19. 
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^V_     _(y— i?cogy)(z— 0     (y— b)z— c)  f^,**\^^ ^, 

d^tf)        (y — nco8g))(z — 0  n 

^^— =n '—^ — »pcosmcosv, 

5*1/;      (J7— /?)y— D  .     (*?— ycosg))(z— 0         /n*      n\ 

ö*^       1      (z— c)'  .  ^/l      (z— 0\  IL       ,     ,  \  ,  n  .  , 

Diese  Werthe  müssen  dud  in  die  obigen  Gleichungen  eingeführt  wer- 
den, um  die  Lage  der  Brennpunkte  und  die  Verhältnisse  der  Ck)ordinatea 
Jy^  Jz^  Jt}^  JZ  iß  zweier  benaphbarter  und  sich  in  conjugirten  Brenju- 
)unkten  schneidender  Strahlen  zu  finden.   Man  erhält: 

y- (1 — n*cos*m)4-  -p  sin*m   Jj —  ( y  +  -p )  cosmcos vz/i 

—  ■j-(cos9)+cosmcos/4)^ij  +  y-cesmcosv^oBO,   (a.) 

—  f  j-  +  y- jcosmcosv^H-    -p(l — n*cos*v)+-p8in*v    Ji 

—  YCO&fÄCOSvJr] — j-sin*y^a-:0,  (b.) 

—  |-(cosg>+cosmco8ju)z/y — yCos/mco8v^+  r<l — n*cosV)+j-8iöV  \^V 

+  f  Y  +  T")cos/ucosv^=0,  (c.) 

y-CÄsmcosv^ — -j-sin*v^z  +  f -r-+-p  Vcofr/ucosyz/ij 

+  r^(l— n»cosV)+|-sin'vl^=0.  (d). 

Eine  Vereinfechung  dieser  Gleictrangen  ergiebt  sich,  wana  wir,  wie  es 
in  der  Wirklichkeit  immer  der  FaU  sein  wird,  1,  sehr  klein  gegen  1^  und  1^ 
setaen,  sa  dam,  wenn  wk  die  Gleichungen  mit  1,  muhipliciren,  che  Aus- 
drtteke,  in  denen  1,  als  Faktor  erscheint,  vernachlässigen.  Damit  yefein- 
facken  sich  die  (Meichungen  in  die  feigenden,  wenn  noch  ttberall  durch  n 
dividirt  wird : 

Klein,  Theorie  der  Elatticltat  etc.  22 
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sin'm  ^  —  (cos  qp  +  cos  m  cos  ju)  Jr]  —  cos  m  cos  r  {Ji  —  Jl^)      »«  0, 

—  cos  m  cos  V  ^  —  cos  ^i  cos  v  Jrj  +  sin'y  {Jz  —  J^)  -«  0» 

—  (cos  y  +  cos  m  cos  ju)  z/y  +  sio  *^  Jrj  —  cos  ju  cos  y  {Jz  —  J^)  -«  0# 
(b.)  und  (d.)  geben  zwei  identische  Gleichungen. 

Diese  drei  Gleichungen  enthalten  nun  zunächst  die  Bedingung,  der 
die  Coordinaten  des  Brennpunktes  unterworfen  sein  müssen,  also  die  Be- 
dingung der  Existenz  eines  Brennpunktes.  Wenn  wir  den  in  den  Glei- 
chungen vorkommenden  Coefficienten  zu  diesem  Zwecke  einfache  Zeichen 
geben,  deren  Bedeutung  sofort  zu  erkennen  ist,  so  muss  also  nach  $  304,  7. 
verschwinden 

a,  — b  ^-c 
— c  — d    a, 
— b     a,  — d  ^ 
— e  —  [a,  a,  a,  —  a,  d*  —  a,  c*  —  a,  b*  —  2  bcd].^ 
Setzt  man  dann  die  Werthe  für  die  kleinen  Buchstaben,  so  findet  man 
nach  einer  einfachen  Umformung  folgenden  Ausdruck  dieser  Bedingung: 
sin*  y  sin*  V  -=  cos*  m  +  2  cos  m  cos  /u  cos  qp  -f-  cos  7^.      (e.) 
Durch  Einsetzung  der  Werthe  dieser  cos.  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  diese  Gleichung  erfüllt  ist.  Nachdem  dies  bekannt  ist,  setzen  wir  nach 
den  Lehren  über  die  Anwendung  der  Determinanten  auf  ein  lineares  System 
von  Gleichungen 
JyiJrjiJz — ^C«-« 


a,   — b 

— c 

-b     a. 

— d 

— c  — d 

a. 

a.-d 

— d— b 

-b     a. 

— d     a. 

a,— c 

* 

— c— d 

-d     a, 
— b— c 

a,— c 

— Cs  a, 

: 

'  — c— d 
a,— b 

— b— c 

— c     a, 

a._b 

a.-d 

■ 

— d  — b 

' 

-b     a. 

(f.) 


d.i. 

Jy:Jr]:Jz  —  z/^-^a^a,  —  cd  :     c*  +  ba3  :    bd-|-a,c,* 
-edc-j-ba,    :  a,a3-i-c*  :   bcH-a,[d, 
«ebc-f-ca,    :  bc  +  a,c    :   a,a, — b*.^ 
Die  Ausführung  dieser  Determinanten  giebt: 
Jy      Jrj      Jz  —  J^ 
y  "*  rj  ■"    z  — f   ' 
ein  Besultat,  das  unserer  gemachten  Annahme  entspricht,  denn,  wenn  I, 
verschwinden  soll,  so  können  die  Strahlen  auf  ihrem  kurzen  Weg  durch  das 
Prisma  als  beinahe  parallel  angesehen  werden,  was  jene  Gleichungen  zwi- 
schen ^,  y,  Jrjy  ij,  Jz  —  ^C,  z  —  f  ausdrücken. 

Wir  haben  also  nun  Jrj  und  J^  ausgedrückt  durch  J^  und  Jz  und 
müssen  demnach  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bestimmung 
des  Brennpunktes  (a.)  bis  (d.)  noch  zwei  Gleichungen  suchen  zur  Berech- 
nung von 


Digitized  by 


Google 


Das  reine  Sonnenspectmin.  ($  311.)  339 

-;-  und  ^, 


in  denen  I,  nicht  enthalten  ist. 

Wir  addiren  die  beiden  Gleichungen  (b.)  und  (d.)  und  erhalten 

n*  n*  1 

—  Y  cosm  cosy  ^  +  -j-  cos^  cosy  z/ij  +  y  (1  —  n*  cos*  v)  Jz 

+  ~  (1  —  n*  cos*  V)  z/?—  0  (g.) 

oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  für  die  cos. 

_(I-b)(-c)^^(,-y-0^^(l.--^-o)-)^ 

t-ft'-g-^'V-o. 

Eine  zweite  Gleichung  finden  wir,  wenn  wir  die  (a.)  (b.)  (c.)  beziehungs- 
weise mit  y,  z  —  ^,1}  multipliciren  und  die  erhaltenen  Producte  addiren. 
Statt  der  Grössen  y,  z — ^,17  nehmen  wir  deren  Werthe  ausgedrückt  durch 
unsere  cos.,  nämlich 

^  ~  5n^  ^^^^"^  ■*"  ^^^^  ^^^^^' 
z  —  f  — IjCOsy, 

i?«g  .   '     (cosi4  +  cosm  cosflp). 
Die  resultirende  Gleichung  ist 

j-l  (1 — n*  cos*  m)  ^ — n*  cos  m  cos  v  ^  | 

-y-^  \  —  n*  cos  m  cos  v  Jj  +  {i — n*  cos*  v)Jz\ 

+  ^|(1  —  n*  cos*  ^)  Jri  +  n*  cos  /u  cos  v  ^^  |  -»  0,        (h.) 
oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  für  die  cos. 

^  [y>o'-(y-b)*y-(y-b)(z-c)(z-o]^ 

+  ^,[(«-DV-(y-b)(z-c)y-(z-c)*(z-o]^ 
+  ^[(z-Di«*  +  (i?-A)(y-Di?-(C-y)M2-D]^-o. 

Diese  beiden  Gleichungen  (g.)  und  (h.),  wenn  in  ihnen  die  aus  (f.)  durch 

z/y  und  Jz  bestimmten  Werthe  von  Jri  und  Jl^  eingesetzt  werden,  geben 

z/z  L 

dann  die  noch  unbekannten  Verhaltnisse  —r  und  -—  • 

z/y  lo 


z  —  L 


n* 
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2.    Anwendung  der  Formeln  der  vorigen  Nummer  auf 
specielle  Fälle. 

1)  Es  mögen  homocentnsche  Strahlen  ron  dem  Punkte  a,  b,  c  nach 
dem  Prisma  gehen.  Unter  welchen  Bedingungen  werden  die  Strahlen  homo- 
centrisch  bleiben  und  wo  ist  ihr  Vereinigungspunkt? 

Da  nur  solche  Strahlen  berücksichtigt  werden,  die  sich  schneiden 
sollen,  so  können  wir  irgend  weldie  Werthe  von  z/y  und  Jz  nehmen  und 
es  müssen  doch  die  Bedingungsgleichungen  der  vorigen  Nummer  erfüllt 
werden.  Wir  können  demnach  jede  dieser  Grossen  für  sich  gieiek  NuU 
setzen  UBd  darnach  die  Bedingungen  suchen. 

a)  Setzen  wir  ^/ys^O,  betrachten  wir  also  nur  die  benachbarten 
Strahlen  in  der  xy- Ebene,  d.  h.  in  der  Ebent  senkrecht  zur  brechenden 
Kante  des  Prismas,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen,  wenn  noch  in  Folge 
der  Gleichung  (f.)  ^  «-  0  und  Ji^^J^  gesetzt  wird. 

Aus  (g.)  wird  ^~  +  ^  Vt — »*  cos*  v)  —  0.  (i.) 

„    (h.)    „ 
—  yn' cosm  cosy -f-  (z — ^(1  — n*cos*y)  — rju* cosfi  cosy  —  0.  (k.) 
Die  Gleichung  (i.)  ist  einmal  erfüllt,  wenn 
(1  — n'cos*y)  — 0, 
oder  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  cosv,  wenn 

d.  i.  wenn  c  —  z  »>  1^  ist.  Dies  kann  aber  nur  gelten,  wenn  der  Ausgangs- 
punkt der  homocentrischen  Strahlen  in  der  ersten  Ebene  des  Prismas  liegt, 
also  die  brechende  Ebene  streift  Von  solchen  Strahlen  muss  hier  abge- 
sehen werden,  also  kann  (i.)  nur  genügt  werden  durch 

I.  —  u. 

Whrd  nun  in  (k.)  gesetzt  z  —  t=  1,  cosv  nach  1.,  so  wird  diese  Glei- 
chung mit  Berücksichtigung  von  (f.) 

(1  —  n*)  cosy  sin*  y  «=*  0. 
Dieser  Bedingung  kann  nur  genügt  werden  durch  cosv •  0,  also  ist 
c— »z  — ?— y. 

b)  Setzen  wir  Ji  wmmO^  betrachten  wir  also  nur  die  benachbarten 
Strahlen  in  der  xz-Ebene,  ateo  in  der  Ebene  parallel  der  brechenden  Kante. 
Benutzen  wir  dann  die  schon  gefundene  Bedingung  1« »■  —  1,,  so  resultirt, 
wenn  wir  die  Einsetzung  in  (g.)  vornehmen,  wiederum  die  Bedingung 
cosy  =  0. 

Setzen  wir  dann  diese  erhaltenen  Werthe  1^  »»  —  Is,  cosy  »»  0,  also 
8in*y  a«:l,  c-«z«-=f=-»y  neben  z/e  «»  0  in  (h.)  ein,  so  finden  wir  nach 
einiger  Transformation  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (f.),  dasssie 
nur  gelten  kann,  wenn  cos*m  =  cos*/u  oder  y  =  b  ist. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  kann  man  also ,  wenn  man  die  in 
S  300,  2.  aufgestellten  Bedingungen  über  die  Minimalablenkung  benutzt. 
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folgendermassen  aussprechen:  Alle  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  (a,  b,  c) 
ausgehen,  bleiben  homocentrisch,  wenn  sie  so  durch  das  Prisma  gehen,  dass 
die  Ablenkung  des  Strahles  von  seinem  ursprünglichen  Wege  ein  Hin.  ist, 
und  das  entstehende  BUd  ist  virtuell  auf  der  Seite  des  Prismas,  auf  der  der 
leuchtende  Punkt  liegt,  und  zwar  ebenso  weit  entfernt,  aber  in  anderer 
Richtung. 

2)  Wo  wird,  wenn  von  einer  leuchtenden  Linie,  die  parallel  der  bre- 
chenden Kante  ist,  Strahlen  ausgehen,  ein  Büd  dieser  Linie  zu  finden  sein? 

Hierbei  ist  zu  berücksichtigen,  dass  Abweichungen  der  Strahlen  in  der 
Richtung  der  z  in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit  des  Bildes  der  Linie  nichts 
schaden.  Sollen  also  nur  solche  Abweichungen  vorkommen,  so  müssen  wir 
^  SB  0  setzen.  Wenn  wrir  nun  dies  in  die  Gleichungen  (g.)  und  (h.)  ein- 
führen, so  erhalten  wir  nach  der  Untersuchung  unter  a) 

1)  (•i"  +  T")  (1  —  n*co8*v)— «0  und  daraus  l«*«  —  t, 

2)  (1  —  n")  cosy  sin^^  ««=  0  und  daraus  cosv  =  0  oder  c  =«  z  =  ^  —  y. 
Beide  Bedingungen  gleichzeitig  benutzt  geben  dann  dasselbe  Resultat 

vrie  oben,  so  dass  also  beim  Blin.  der  Ablenkung  eine  Vereinigung  der  Strah- 
len existirt. 

Die  zweite  eben  angegebene  Bedingung  zeigt  aber,  dass  es  noch  eine 
Convergenzebene  giebt  senkrecht  zur  brechenden  Kante,  d.  h.  für  Jz  =  0, 
suchen  wir  daher  für  diese  Ebene  die  Vereinigungsweite  der  auffallenden 
Strahlen.  Für  alle  diese  Strahlen  ist  also  cosv^^O  Jz'^O  und  folglich 
nach  (g.)  auch  ^»«0. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  (h.)  mit  Benutzung  von  (f.)  er- 
halten vnr 


oder 


^  (1  —  n*  cos»  m)  +  2-  (1  —  n*  cos*  fj)  ==  0, 


Bedenken  vnr  nun,  dass  Fig.  31,  S.  289  nach  dem  Sinussatz  im 
A  tt'B,  wenn  B  *■«  9)  gesetzt  wird, 

co^ßtnm  -2-  sinqp.  cos  jö'«=«  j-  sin  q>. 

sin  or  «-"s  n  sin  ß  sin  a'  =  n  sin  ß' 


=n}/; 


y  —  7icosq> y  —  b  rj — ycosy V^ß 

="      i;  \r    =="     1.     ~  1. 

»t,  so  wird  unsere  Bedingung  nach  Einsetzung  der  hieraus  sich  ergebenden 
Werthe  von  iy,  y,  b  —  y,  /?  —  i? 
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1  ,.    ,.,      ,    .   .     1 
oder 


-p  (cos'  ß'  cos*  a)  4-  y-  (cos'  ß  cos*  o/) ' 

'o  »1 


la  cos*  ß  cos*  a' 

Ig  cos* /J' cos*  a* 

Die  Entfernung  des  Bildes  einer  der  brechenden  Kante  parallelen  Licht- 
linie vom  Prisma  ist  also  grösser  als  die  Entfernung  des  Objects,  wenn  der 
Einfallswinkel  an  der  ersten  Fläche  des  Prismas,  auf  welches  die  Licht- 
strahlen fallen ,  grosser  ist  als  beim  Minimum  der  Ablenkung.  Die  Entfer- 
nung des  Bildes  ist  dagegen  kleiner  als  die  des  Objects,  wenn  jener  Einfalls- 
winkel kleiner  ist. 

Will  man  also  eine  Lichtlinie  durch  ein  Prisma  mit  blossem  Auge  oder 
mit  einem  Fernrohr  beobachten,  so  muss  man  fUr  das  Min.  der  Ablenkung 
Auge  oder  Fernrohr  für  die  Entfernung  des  wirklichen  Objects  einrichten. 
Wenn  man  aber  das  Prisma  dann  um  eine  der  brechenden  Kante  parallele 
Axe  dreht,  muss  man  auch  die  Einrichtung  des  Auges  oder  Femrohrs 
passend  abändern. 

3.    Scheinbare  Breite  der  prismatischen  Bilder. 

Nach  den  Bezeichnungen  %  301  Fig.  31  ist 

sin  a  =>=  n  sin  /?,     sin  c/  «*  n  sin  /^,     ^  -(-  /S' ««  B  =  y. 

Ist  der  Spalt  sehr  weit  entfernt  und  der  sehr  kleine  Gesichtswinkel, 

unter  dem  er  vom  Orte  des  Prismas  aus  gesehen  wird  da,  sp  dass  also  die 

Randstrahlen  einfallen  unter  dem  Winkel  a  und  a  -f-  da,  so  gilt  auch 

sin(a-t-da)  =  n  sin  (ji?  4"  <•/*)? 

sin  {of  4-  da')  =  n  sin  {ßf  +  Aß'), 

ß  +  dß  +  ß'  +  dß'^ip, 

mithin  für  sehr  kleine  da 

cosa  da^^n  cos ßdß,    cos a' da'  =  n  cos ^ dß',    ^ß  +  iß' -=  0. 

Daraus  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  dß  und  dß': 

,   ,  cosa  cos/J'  , 

da'  — j ^  da, 

cos  a  cos  ß 

wo  nun  da'  der  gesuchte  Gesichtswinkel  ist,  unter  dem  der  Spalt  erscheint^ 

also  die  Breite  des  Bildes. 

1)  Für  die  Minimalablenkung  ist  a'^a\  ß'^  ß\  also 

da'  «-  —  da,  d.  h.  die  scheinbare  Grösse  des  Spaltes  bleibt  unverändert. 

2)  Für  das  Maximum  a  =  90*^  ist,  da  dann  die  anderen  Winkel  spitze 
bleiben,  so  dass  deren  cos.  nicht  Null  werden  können,  da'-»0.  Diese 
Grenze  ist  aber  nie  vollkommen  zu  erreichen ;  denn  a  «»  90^  heisst  die  ein- 
tretenden Strahlen  streifen  das  Prisma. 

3)  Für  das  Maximum  a'  =  90®  ist  da'  =  —  oo.  In  Bezug  auf  dieses 
Resultat  gilt  dieselbe  Bemerkung  wie  zu  2);  denn  a'  »»  90®  heisst  der 
austretende  Strahl  streift  das  Prisma. 
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..N  wv  u  1  •        TVT  Jo  cos*/9'  cos'cf   . 

4)  Da  nach  der  vorigen  Nummer  y-  — ^ 5—,  ist,  so  ergiebt 

1^  cos  p  cos  cc 


sich  der  allgemeine  Ausdruck  da' 


-J/I.a.. 


4«    Reinheit  des  Spectrums. 

Ein  Spectrum  wird  um  so  reiner  sein,  je  weniger  verschiedenfarbig 
die  Strahlen  sind,  welche  von  einer  Stelle  desselben  in  die  Augen  gelangen, 

d.  ii.  je  \veiitgei  sei  schieden  die  Brecliuu^^ex[>^liJL-lik'il  liei^elljeü  ^huL 
Nehmen  wir  nun  an,  es  treffen  gleichzeitig  das  Auge  von  einer  Stelle  des 
Spectrums,  also  für  ein  bestimmtes  «'Strahlen,  deren  Brechungsexponenten 
liegen  zwischen  n  und  n  +  d  n ,  so  wird  das  Spectrum  um  so  reiner  je 
kleiner  dn  ist,  so  dass  also  dn  als  Werth  der  Unreinheit  betrachtet 
werden  kann.  Wir  haben  demnach  für  die  betreffenden  Strahlen  folgende 
Gleichungen  sin  0  =  n  sin  ß, 

sin  a'=  n  sin  ß\ 
ß-{.ß^  =  (p,   und 
für  die  Strahlen,  deren  Brechungsexponent  n  -]-  dn  ist,  ändert  sich  auch 
€f,  ßy  ß\  so  dass  dafür  gilt 

sin  (er  +  d a)  =  (n  +  d n)  sin  (ß  +  d/J), 

sina'  =  (n  +  dn)sin(/?'  +  d/?'),  >^fft.  .il 

(ß  +  dß)  +  {ß^  +  i\ß^)^ip.  j     ,/.n,U') 

Die  Differenz  dieser  Gleichungen  giebt  bei  kleinem  dn       ^^'''^^  ^'"^'^ 

cosada  =  dnsin/?  +  d/?ncos^,  /'  •'^^^'•^^-•\' 

0  =  dn  sin  ß'+  dß^  n  cos  ß\       *  ^  ^  +  '  **''*'  *' 

d/^  +  d/J'  —  0.  .   r.li'HlT  lA 

Daraus  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  dß  und  dß^ 

cos  a  cos  /S?'  d  a  =  (sin  ß  cos  ß'  +  cosß  sin  /9')  d  n ,       ^4 

=  sin  cp  dn,  oder 

,  cosacosi5'  ,  '^'    -   1.   .'" f 

d  n  = : ^  da, 

sm  (p 

wo  da,  wie  in  3.,  die  scheinbare  Breite  des  Spaltes  vom  Prisma  aus  gesehen 

bedeutet. 

Die  Reinlieit  des  Spectrums  wird  also  vergrössert,  d.h.  dn  verkleinert, 

wenn  da,  also  die  Breite  des  Spaltes,  möglichst  verkleinert  wird,     cos  a 

zu  verkleinern  ist  unpraktisch;  denn  bei  sehr  schiefer  Incidenz  geht  viel 

Licht  wegen  der  zunehmenden  Reflexion  verloren. 

•     «^     '•'  5.    Helligkeit  des  Spectrums.    ^»'^  ''>Mii»^HfnM| 

Bedeutet  h  die  Helligkeit  des  Spaltes  für  irgend  eine  Farbe,  also  für 
eine  bestimmte  Wellen  länge  A  oder  einen  bestimmten  Brechungsexpo- 
nenten n,  so  wird  die  Helligkeit  im  Spectrum  hj  um  so  geringer  je  grösser 
die  Fläche  ist,  auf  die  sich  die  Strahlen  verbreiten,  wenn  von  dem  Ver- 
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lust  durch  Reflexion  und  Absorption  abgesehen  wird.     Es  wird  also  nach 
den  m  den  yorigen  Nummern  eingeführten  Bezeichnungen  gelten 

h :  h,  SB  da' :  da  oder  h.  *—  h  -7-7 , 

da' 

also  nach  3. 

,         ,     cos  a'  cos  ß 
h,  >^  H . ^, . 

cosa  cos/y' 

Nun  aber  wird  die  HelUgkeit  einer  Stelle  nicht  hervorgebracht  von 
StraUen  derselben  Wellenlänge,  sondern  Ton  solchen,  deren  WellenlängeD 
zwischen  X  und  >t  +  dit  hegen.  Wir  machen  nun  weiter  die  Annahme,  was 
mit  der  Erfahrung  woU  tibereinstimmt,  dass  die  Helligkeit  der  Farben,  deren 
WellenltegenMiCerBehied  sehr  gering  ist,  «ahcsu  derselbe  ist,  und  setsen 
^  die  Gesamnthettigfceit,  so  erhalten  wir 

H  —  f\AX  —  \AX  —  h,  ^  dn  . 
•/     *  *  '  d  n 

X 

Setzen  wir  hier  den  in   4.  berechneten  Werth  von  dn  und  den 

obigen  Werth  h^  ein,  so  ist 

„       ,     cos  a'  cos  /9  ,     AX 

U  MB  h. 1 ä-  da  T-. 

sm  (p  dn 

In  diesen  Ausdruck  führen  wir  nun  den  Werth  -pr  ein,  wo  da'  der 

dA 

Gesichtswinkel  ist,  unter  dem  eine  geometrische  Lichtlinie  statt  des  Spaltes 
erscheint,  wenn  die  Wellenlängen  der  gebrochenen  Strahlen  liegen  zwischen 
X  und  A  -f-  dil.    Wir  bezeichnen  dann  die  scheinbare  Länge  des  betreffen- 
den Theiles  des  Spectrums  -jr-  mit  1,  die  sieh  wie  folgt  bestimmt 
_    .Aq!      da'    AX       ,AX 

JBiS    ist   T —  ■"  -TT  •  T"    ■"  ^  "T"  • 

dn       dil    dn  dn 

Da  nun  aber  -5 —  «=  1 —  .  3-  oder  nach  3.  und  4. 
dn        da     dn 

„       »toy         cokt  ^  — — 5i5J2_    * 
COS a' COS /^.  dn       cosa' cos/?     1 

£s  ist  al3o  endücb 

Die  Helligkeit  des  Spectrums  ist  demnach  proportional  der  HelUgkeit  der 
betreffenden  Farbe,  der  scheinbaren  Breite  des  Spaltes  und  umgekehrt  pro- 
portional der  scheinbaren  Länge  des  betreffenden  Theils  des  Spectrums. 


Digitized  by 


Google 


Anordnung  der  Strahlen  yerechiedener  Wellenlänge  bei  der  Dispersion.  (§  313.)     %45 

Anordnung  der  fitraUen  renKdiiedener  WeUenlaage  bei  der 
Dispersion.   (§  313.) 


Nach  §  311  und  $  331  ist  da' 


sin  <jp 


dn  und  es  ist  daraus 


cos  ß ,  cos  a' 

gefolgert  worden,  dass  die  DifTerenzen  der  Ablenkung  der  verschieden- 
farbigen Strahlen  nahezu  proportional  den  Differenzen  der  Brechungs- 
exponenten sind  und  dass  man  dann  nach  Construction  der  Dispersions- 
curve  sich  eine  Anschauung  über  die  Vertheilung  der  Parben  im  Spectrum 
machen  kann.  Zur  Erläuterung  der  Bemerkung  im  Lehrbuch  für  das 
gewöhnliche  Sonnenspectrum  benutzen  wir  die  Construction ,  wie  sie  aus- 
geführt ist  von  Helmholtz  Physio.  Opt.  §  19,  indem  wir  die  einfache  Formel 
von  Cauchy  zu  Grunde  legen.  Die  Breite  des  dunkeln  Wärmespectrums 
ist  jedenfalls  eine  beschränkte,  da  bei  zunehmender  Wellenlänge  die  Bre- 
chung sich  einem  Minimum  nähert,  welches  nicht  überschritten  werden 
kann  und  hei  dem  die  Dispersion  aufhört.  Ak  Abscissen  sind  an  der  ge- 
zeichneten Figur  (Fig.  61)  wie  §  309  4.  von  einem  Punkte  b  an  aufgetragen 


Flg. 

61. 
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die  verschiedenen  Wellenlängen  und  als  Ordinaten  die  Brechungsverhält- 
nisse n  für  ein  von  Frauenhofer  benutztes  Flintglasprisma.  Die  Buchstaben 
B  bis  H  entsprechen  den  Buchstaben  der  Frauenhoferschen  Linien.  Die 
GrundUnie  Hb  ist  der  Wellenlänge  proportional,  zu  der  gehört  n=»=l,6070, 
welches  für  diese  Glasart  das  Minimum  ist.  Der  Verticalen  in  H  nähern 
sich  bei  steigender  Wellenlänge  die  n  asymptotisch.  Die  hier  zur  Con- 
struction genommenen  Werthe  sind  von  Baden  Powell  (Pogg.  Ann.  37.)  nach 
einer  Interpolationsformel  berechnet,  die  nahe  genug  mit  den  theoretisch 
abgeleiteten  Formeln  von  Cauchy  übereinstimmt. 
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Die  verschiedenen  n  sind  für  die  beireffenden  Strahlen  die  folgenden : 
B  C  D  E  F  G  H 

1,6277      1,6297      1,6350      1,6420      1,6483      1,6603      1,6711. 

Nach  der  Erklärung  der  Figuren  §  331  sind  dann  die  Punkte 
Hj,  Gj,  . . .  Bj  die  Stellen  der  Frauenhoferschen  Linien  in  dem  erhaltenen 
Spectrum. 

An  der  Figur  wird  deutUch,  wie  die  Strahlen  des  blauen  Endes  F,  G,  H, 
auseinandergezogen,  die  des  rothen  Endes  BjC,D,  aneinandergedrängt 
sind.  Dieses  Zusammendrängen  der  Strahlen  in  dem  Brechungsspectrum 
muss  natürUch  zunehmen,  je  mehr  man  sich  dem  Raum  der  dunkeln  Wärme- 
strahlen nähert.  Am  blauen  Ende,  wo  das  Spectrum  gedehnt  ist,  wird  dabei 
die  Zahl  der  sichtbaren  dunkeln  Linien  grösser  und  weil  die  gleiche  Quan- 
tität Licht  oder  Wärme  über  einen  grösseren  Raum  verbreitet  ist,  werden 
Helligkeit  und  Erwärmung  geringer.  Das  Umgekehrte  findet  statt  am 
rothen  Ende. 

Ausführlicher  ist  die  Lage  der  Strahlen  verschiedener  Wellenlängen  in 
dem  Spectrum  erörtert  in  §  331,  wo  dieser  analoge  Figuren  für  andere 
Dispersion  gezeichnet  sind. 


Aohromatiimiu.  (§  314.) 
Achromatische  Linsen. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  heisst:  Es  soll  ein  Linsensystem  hergestellt 
werden,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  alle  verschieden  gefärbten  Licht- 
strahlen eines  im  gewöhnlichen  Lichte  leuchtenden  Punktes  wieder  in 
einem  Punkte  vereinigt  werden,  sodass  also  ein  farbloser  Brennpunkt  vor- 
handen ist. 

Wir  gehen  aus  von  der  allgemeinen  Gleichung 
f  f 

b  ^  d  ^' 
wo  fj  und  f^  die  in  §  304  gefundenen  Brennweiten  des  Systemes  bedeuten.  , 
Nehmen  wir  nun  deu  einfachsten  Fall,  also  eine  Combination  von  zwei 
Linsen,  die  unmittelbar  aneinander  liegen  und  auf  deren  beiden  Seiten 
dasselbe  Mittel  ist.  Demnach  müssen  wir  zunächst  in  §  304,  3.  die  Entfer- 
nung der  beiden  Systeme  aJa,=<J==0  setzen.  Ferner  ist  nach  §  304,4.5. 
F,  «=  Fj,  y,  =  9),,  f,  =  f,  =  f,  wo  nun  aber  der  dort  gebrauchte Werth 5 
nicht  verschwindet,  da  er  die  Dicke  der  Linsen  bezeichnet.  Die  obige  allge- 
meine Formel  wird  dann 

b  ""  F.  +  y.        d  • 
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Unterscheiden  wir  durch  die  unten  angefügten  Indices  r  oder  v  die 
Grössen,  je  nachdem  sie  sich  auf  die  rothen  oder  violetten  Strahlen  be- 
ziehen ,  so  ist 

1   _    1    _L  i 1  .     t 1,11 


br 


(P\T 


b. 


yiv 


Unsere  Aufgabe  Uefert  die  Bedingungsgleichung  —  »=  -- 

br       bv 
fUr  ein  achromatisches  Linsensystem  gelten 

1 


also  muss 


Flr         yir 


L  +  JL. 


'} 


Dieser  Gleichung  ist  genügt,  wenn  Fir  =  —  q>{r  und  Fi^  =  —  yu 
ist,  dann  aber  wirkt  die  Combination  nicht  mehr  als  Linse,  weil  die  zweite 
eine  der  ersten  entgegengesetzte  Brennweite  hat.  Diess  dient  zur  Controle 
der  Gleichung. 

Führt  man  in  die  Bedingungsgleichung  die  Werthe  aus  §  304.  5  ein, 

so  erhält  sie,  wenn  man  noch  -3  sc-  n  und  n'  für  die  zweite  Linse  setzt, 
und  die  Dicken  der  Linsen  mit  d'  und  d{  bezeichnet,  die  Form 

,  ,,ri  1      ,    Ur— 1     o1    ,    ,  ,      .,r^  1      ,    P'r— 1 

(nr-l)[7-^  +  ^j;^cJ'J+(n;-l)[~-p,+^^ 

^  'Lr        r'  '    Uvrr'       j   »  ^  ^       '|^r,       rj       n'vr,rj    J 

Diese  Gleichung  enthält  eine  Menge  Grössen,  so  dass  zur  voUständigeu 
Bestimmung  derselben  noch  andere  willkürUche  Bedingungen  hinzugenom- 
men werden  können.  Es  möge  zunächst  verlangt  werden,  dass  die  Linsen- 
combination  für  beide  Farben  dieselbe  Brennweite  F  habe,  dann  sind  beide 

Seiten  der  Gleichung  =  -=r  •    Femer  ist  es  vortheilhafl  solche  Linsen  zu 

nehmen,  welche  ganz  auf  einander  passen,  also  zur  ersten  eine  convex- 
convexe  Linse,  welche  an  die  zweite  concave  sich  anschliesst,  so  dass  also 
r'assr,  ist.  Setzt  man  endlich  r= — 2r'  und  nimmt  die  Dicke  der  Linsen  <}' 
und  ö\  verschwindend  klein,  so  erhält  man  statt  der  obigen  Gleichung 
die  beiden 


(nr  —  1) 
(nv  -  1) 


1+1 
V    '    r 

r        r 


-h(n,r-  1) 
+  (n„— 1) 


2^ 

r 

r 


F 

J_ 
F 


Diese  zwei  Gleichungen  enthalten  dann,  wenn  die  Stoße,  also  damit  die 
verschiedenen  n  der  Linsen,  gegeben  sind,  nur  noch  die  beiden  Unbe- 
kannten r  und  r', ,  welche  daher  dadurch  berechnet  werden  können. 
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Spectralia.   (§  316.) 
Abhängigkeit  des  Spectrums  von  der  Dichtigkeit. 

Bezeichnen  wir  das  EmimionsvermOgen  eines  voUkommen  schw^en 
Körpers  §  324  für  die  verschiedenen  Farben  mit  e,,  e,  ....  e^  und  das  Ab- 
sorptionsvermögen eines  beUebigea  Körpers  für  dieselben  Farben  mit  A, , 
A,  —  Ar,  so  wird  sich  die  gesammte  Lichtmenge,  welche  dieser  Körper 
bei  einer  bestimmten  Temperatur  ausstrahlt,  ausdrücken  lassen  durch 

S  =  A,e,  +  A,e,  + AjCg  +  ...  A^e^. 
Diese  Gleichung  würde  die  Art  des  Spectrums  geben  für  die  verschiedenen 
Temperaturen,  wenn  man  die  zugehörigen  A  und  e  wüsste. 

Es  soll  nun  gefunden  werden,  wie  die  A  für  glühende  Körper  in 
Dampfform  von  der  Dichte  abhängen.  Damit  wird  sich  dann  beweisen 
lassen,  dass  für  glühende  Körper  in  Dampfform  das  Spectrum  ein  charakte- 
ristisches Merkmal  des  Stoffes  wird. 

Wir  gehen  aus  von  einer  bestimmten  Farbe:  Nennen  wir  a  die 
Lichtmenge  dieser  bestimmten  Farbe,  welche  von  der  Einheit  der  picke 
bei  einer  bestinmiten  Temperatur  absorbirt  wird,  e  bezeichne  dann  das 
Emissionsvermögen  dieser  Schicht.  Die  erste  Schicht  emittirt  «^  «=  a .  e, 
die  zweite  ebensoviel,  das  von  der  zweiten  Schicht  ausgestrahlte  Licht  geht 
durch  die  erste,  welche  dann  o«,  absorbirt,  also  kommt  nach  Aussen 
€,  =  (i  —  a)  6j  =  a  (1  —  a)  e.  Von  der  dritten  Schicht  strahlt  aus  ae^^ 
davon  geht  durch  die  zweite  hindurdi  (1  —  or)  e^,  davon  wird  (1  —  a)  ae^ 
an  der  ersten  absorbnrt,  und  es  tritt  also  aus 

(1  —  a)  fi,  (1  —  of)  =  a  (1  —  er)*  e  —  €3  u.  s.  f. 
Cq  «SB  a  (1  —  aY"^  e.    Mithin  ist  das  gesammte  ausgestrahlte  Licht,  wenn 
die  Dicke  n  Schichten  hat, 

€,  +  «,  +  ...  «n  —  ae  {14-  (1  —  o)  +  (1  —«)"  +  .. .  (1  —  a)°-'}, 
-=  (1  —  (1  —  a)»)  e  =  E. 

Jeder  der  oben  angegebenen  Coefßcienten  A  hat  also  die  Form 
A  — (1  — (1— «)"), 
wo  dann  n  die  Dicke  des  ausstrahlenden  Körpers  bezeichnet  und  a  ein 
Bruch  ist,  der  ««  0  werden  kann,  so  dass  also  1  —  a  ein  ächter  Bruch  ist, 
der  bis  1  anwachsen  kann.  Ist  nun  1  —  a  >=  1,  so  ist  A  e»  0  und  auch 
E  aae  0  d.  h.  das  Licht  welches  der  Körper  absolut  nicht  absorbirt,  sendet 
er  auch  nicht  aus.  Wenn  aber  (1  — a)  ein  ächter  Bruch  ist,  so  wird  sich  bei 
immer  grösser  werdendem  n  das  A  immer  mehr  dem  Werth  1  und  damit 
E  dem  e  nähern.  Es  wächst  mithin  bei  zunehmender  Dicke  das  Emissions- 
vermögen für  alle  Strahlen  und  nähert  sich  immer  mehr  dem  Emissions- 
vermögen eines  schwarzen  Körpers.  Was  aber  hier  von  der  Dicke  gesagt  ist, 
lässt  sich  auch  übertragen  auf  die  Dichte;  denn  die  Absorption  kann  nur 
abhängen  von  der  Menge  der  Moleküle,  wir  können  also,  wenn  d  die  Dichte 
bezeichnet,  auch  schreiben 
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£  =»  /l  —  (1'  —  ay\  e,  wo  sich  a  auf  die  Dichte  1  bezieht.  Aus  dieser 
Formel  folgt  also,  dass,  wenn  eine  Substanz  charakteristische  Maxima  des 
Absorptionsvermögens  für  gewisse  Wellenlängen  besitzt,  diese  im  Spectrum 
des  von  dem  glühenden  Körper  ausgesandten  Lichtes  nur  dann  charakte- 
ristische Maxima  der  Lichtstärke,  also  die  Substanz  charakterisirende  helle 
Linien  Uefert,  .wenn  wir  dünne  Schichten  der  Substanz  zum  Leuchten 
bringen  und  dafür  sorgen,  dass  in  diesen  Schichten  die  betreffende  Sub- 
stanz nur  eine  geringe  Dichtigkeit  besitzt. 


Zerlegung  des  Liohtet  durch  Absorption.    (§  322.) 

Der  Unterschied  der  verschiedenartigen  Absorption  ergiebt  sich  aus 
den  Rechnungen  in  §  329. 


Absorption  des  Liohtos.    (§  323.) 

Indem  wir  zunächst  auf  §  329  verweisen,  bleibt  hier  nur  theoretisch 
zu  begründen,  dass  die  Absorption  meist  durch  die  tiefere  Octave  geschieht. 
Nach  den  dort  aufgestellten  Formeln  muss  also  untersucht  werden  die  in- 
directe  Absorption  in  b)  und  c),  also  das  Unendlichwerden  von 

N  *=  TTTä i :  bei  p  =B  i  \/^  und  von 

2(4mp*  — of)  *^  J^  m 


m 


bAn  ^  .  ^1  /T" 


Setzen  wir  dazu  für  N  p  =  il/*^  +  rf,  wo  rf  eine  sehr  kleine  Grösse 

vorstellt,  deren  höhere  Potenzen  zu  vernachlässigen  sind.  Wir  halten 
dann  aus  N,  wenn  wir  statt  der  Abkürzung  dessen  Werth  aus  §  259  wieder 
einführen. 


9a*j/amd 
Setzen  vnr  bei  P  statt  p  die  wenig  davon  verschiedene  Grösse 


r  a^   L —      I 

6a)/amJ 


-|-  d,  so  ergiebt  sich 


Daraus  findet  man 

P  .    A  a  €A 

^_,^a-f-a. 

Nun  ist  €A  die  AmpUtude  der  anfänglichen  Schwingung  des  Atomes 
imd  f  die  der  zu  absorbirenden  Wellenbewegung  und  als  solche  sind  diese 
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Grössen  im  Allgemeinen  wenig  von   einander  verschieden,   mithin   ist 

€  A 

—  eine  endliche  Grösse. 

Nach  §  224  ist  a  =-«  -^r  "^  4/r*n*,  also  a  eine  für  das  Licht  sehr 

grosse  Zahl,  da  n  liegt  zwischen  400  und  800  Billionen.  Es  muss  demnach 
p 
r;^  eine  sehr  grosse  Zahl,  also  P  viel  grösser  als  N  sein. 

Vergleiche  §  331. 


KirchhofTs  Absorptionsg^etets*)  nnd  die  Franenhofer'sohen  Linien.  (§324.) 
1.  Vorhereitungen. 

Wir  setzen  voraus,  dass  Körper  denkbar  sind,  welche  bei  unendlich 
kleiner  Dicke  aUe  Strahlen  (Licht-  und  Wflrmestrahlen)  vollkommen  absor- 
biren,  also  weder  reflectiren  noch  durchlassen.  Solche  Körper  mögen  voll- 
kommen  schwarz  oder  kurz  schwarz  genannt  werden. 

Für  die  zu  untersuchende  Emission  und  Absorption  denken  wir  uns 
folgende  Anordnung.    C  (Fig.  62)  sei  ein  Körper,  von  dem  Strahlen  aus- 
pi    ^  gehen,  derselbe  ist  in  einer  schwarzen  Hülle,  welche 

auf  der  einen  Seite  von  einem  Schirm  S^,  in  dem 
sidi  eine  Oeffnung  1  befindet,  begrSinzt  wird.  Diese 
Oefifiiung  1  nehmen  wir  sehr  klein  aber  immer  noch 
gross  gegen  die  Wellenlänge,  damit  von  einer  Beu- 
gung an  den  Rändern  abgesehen  werden  kann ;  und 
ihre  Form  sei  so,  dass  sie  einen  Mittelpunkt  hat.  Di^ 
ist  nöthig,  da  wir  dieselbe  später  als  den  Mittelpunkt 
eines  Spiegels  betrachten.  Dem  Schirm  S^  parallel  befindet  sich  ein  zweiter 
Schirm  S,,  in  dem  der  Oeffnung  1  gegenüber  eine  Oeffnung  2  ist,  deren 
Dimensionen  auch  den  für  1  angegebenen  Bedingungen  unterworfen  sind. 
Diese  Oeffnung  2  werde  im  Allgemeinen  durch  emen  schwarzen  Körper 
geschlossen.  Das  ganze  System  soll  immer  und  überall  denselben  Zustand 
behalten  und  durch  eine  für  Strahlung  undurchdringliche  Hülle,  etwa  durch 
eine  geschlossene,  vollkommen  spiegelnde  Fläche  vor  Verlust  an  Strahlung 
nach  Aussen  geschützt  sein.  Es  mögen  nun  immer  die  geläufigeren  Aus- 
drücke aus  der  Wärme  hier  benutzt  werden,  so  dass  wir  sagen,  das  ganze 
System  soll  dieselbe  Temperatur  besitzen  und  durch  eine  für  Wärme  un- 
durchdringUche  Hülle  vor  Wärmeverlust  und  Wärmegewinn  geschützt  sein. 
Emissionsvermögen.  Von  dem  Körper  C  tritt  durch  die  Oeffnung  1 
ein  Strahlenbündel.    Von  diesem  betrachte  man  den  Theil,  dessen  Wellen- 


*)  Kirchhoff,  Verhaltniss  zwischen  dem  Emissionsvermögen  und  dem  Absorptions- 
vermögen der  Körper  fflr  Warme  nnd  Licht    Pogg.  Ann.  109. 
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längen  zwische»  k  und  X  +  dX  liegen  und  zerlege  denselben  in  zwei  po- 
larisirte  Componenten,  dSeraii  Schwingungsebenen  sind  zwei  zu  einander 
.senkrechte  durch  den  Strahlenbunde)  gdegte  Ebenen  a  und  b.  Die  Inten- 
sität der  nach  a  schwingenden  Componente  sei  Edil,  wo  E  das  Emissions- 

OD 

vermögen  des  Körpers  bedeutet.     /'  EdA  ist  dann  die  Gesammtmenge  der 

Strahlen,  welche  von  C  durch  1  nach  der  OefTnung  2  geht;  denn  es  hat  dann 
A  alle  mögUchen  Werthe  von  0  bis  oo.  Ist  der  Körper  C  ein  schwacxer 
Körper,  so  sei  für  diesen  das  Emissionsvermögen  mit  e  bezeichnet. 

Das  Absorptionsvermögen  ist  bezeichnet  mit  A. 

Die  Grössen  E  und  A  hängen  ab  von  der  Natur  und  Temperatur  des 
Körpers  C,  von  der  Gestalt  und  Lage  der  OefTnungen  1  und  2,  von  der 
Wellenlänge  X  und  der  Richtung  der  Ebene  a. 

3»  Untersuchung  des  Emissionsvermögens  eines  schwarzen 

Körpers. 

Das  Emissionsvermögen  e  ist  für  alle  schwarzen  Körper  unveränder- 
lich, ist  also  unabhängig  von  der  Natur  des  Körpers  und  nur  eine  Funktion 
der  Temperatur,  der  Wellenlänge,  und  ist  für  unsere  Combination  noch 
abhängig  von  der  Gestalt  und  relativen  Lage  der  OefTnungen  1  und  2. 

1.  Beweis  für  den  Fall,  dass  die  betreffenden  Strahlen,  welche  durch 
die  Oeffnung  1  gehen,  von  der  Wellenlänge  X  sind  und  in  der  Ebene  a 
schwingen. 

Da  Gleichgewicht  in  dem  in  1  beschriebenen  Systeme  bleiben  soll, 
muss  die  Summe  der  Intensitäten  der  Strahlen,  welche  den  Körper  C 
treffen,  die  er  also  als  schwarzer  Körper  absorbirt,  gleich  sein  der  Summe 
der  Intensitäten,  die  er  aussendet.  Nun  stelle  man  sich  vor,  dass  die 
Fläche  2  entfernt  und  die  frei  gemachte  Oeffnung  verschlossen  werde 
durch  ein  unmittelbar  dahinter  gesetztes  Stück  einer  vollkommen  spie- 
gelnden Kugelfläche,  die  ihren  Hittelpunkt  in  dem  Mittelpunkte  der  Oeff- 
nung 1  hat.  Auch  so  wird  das  Gleichgewicht  der  Temperatur  bestehen, 
also  müssen  auch  noch  die  vom  Körper  C  ausgehenden  Strahlen  gleich 
denen  sein,  die  er  empfangt.  Der  Körper  sendet  aber  jetzt  dieselben 
Strahlen  aus  wie  früher,  also  müssen  ihn  auch  dieselben  wie  vorhin  zum 
Absorbiren  treffen.  Die  ihn  jetzt  treffenden  Strahlen  sind  aber  dieselben 
welche  er  gegen  2  durch  1  sendet.  Es  müssen  demnach  die  von  C  durch 
1  gegen  2  gesendeten  Strahlen  dieselben  sein,  als  diejenigen  welche  die 
Fläche  2  bei  derselben  Temperatur  durch  die  Oeffnung  1  entsendet,  es  ist 
demnach  die  Intensität  der  von  C  entsendeten  Strahlen  unabhängig  von 
der  Gestalt  und  weiteren  Beschaffenheit  des  Körpers,  wenn  wir  nur  eben 
die  Wellenlänge  dieselbe  sein  lassen  und  eine  bestimmte  Schwingungs- 
richtung berücksichtigen. 

2.  Beweis  unter  Berücksichtigung  der  Schwingungsrichtung  (Fig.  siehe 
nächste  Seite).  Um  dies  zu  erörtern  setzten  wir  zwischen  1  und  2  eine  kleine 
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Pbt^  P,  die  die  Farben  dOnner  Mitteilen  xeigt  und  deren  Ausetrahbag' 
und  AJMorpfüon,  die  wegen  der  geringen  Dicke  und  mtth  wegen  ihrer  9«b- 
stantiellen  Beschaffenbat  nur  gering  sein  kann,  unberOcksiditigt  bleibe. 
Die  Ricbtong  der  Platte  sei  so,  daas  der  dnxk  1 


rr— ^ 


tretende   StrahlenbOndel   sie  unter  dem  Polari- 


"^F  I        sationswinkel  trifft    Die  Einfallsebene  sei   cnt- 

m^        !        weder  die  Ebene  a  oder  b.     Es  sei  femer  die 

y^         '9      Wand,  wekhe  die  Schinne  S^  und  S,  mit  ein- 

gf . ander  verbindet  so  eingericbtet,  dass  sie  das  Spie- 

/"^  gelbUd  von  2  enthalt  An  dem  Orte  dieses  Spi^el- 

.. -n—. bildes  denke  man  sich  eine  Oeffnung  3.    Es  seien 

nun  die  Oeffnungen  2  und  3  erstens  durch  eine 
schwarze  FUlche  geschlossen  und  zweitens  sei  statt  3  ein  Tolftonmiener 
Hohlspiegel  angebracht,  der  seinen  Mittelpunkt  an  dem  Orte  des  Spiegel- 
bildes hat,  das  die  Platte  P  von  dem  Mittelpunkt  der  Oeffnung  1  ent- 
wirft Da  nun  jetzt  immer  wieder  Temperaturgleichgewicht  bleiben  soll, 
so  muss  der  Körper  ebensoviel  Warme  aossUraUen  ab  er  empfitogt    Die 

OD 

gesammte  Ausstrahlung  ist  gegeben  durch  Aedil,  und  diese  muss  dieselbe 

bleiben,  wenn  3  durch  die  schwarae  Fläche  gescUeesen  ist  oder  statt 
derselben  der  Hohlspiegel  angebracht  wird.  Ee  ist  mithin  die  Intensität 
<Ueselbe,  welche  dem  Körper  C  durch  Anbringung  des  Spiegels  in  3  wegen 
Entfernung  der  schwarzen  Flache  entzogen  wird,  und  diejenige,  wekhe  den 
Kdrper  dann  durch  den  Spiegel  gegeben  wird.  Die  durch  Entfernung 
der  schwarzen  Flache  3  entzogene  Warme  d.  h.  die  Wahne,  die  von  3 
ausgegangen  an  P  reflectirt  und  polarisirt  worden  ist,  bezeichnen  wir  mit 

OD 

Q,  so  dass  ist  Q  ac /"erdil,  wo  r  einen  von  der  Beschaffenheit  der  Platte 

und  der  Wellenlänge  abhangigen  Schwaehungscoefficienten  bedeutet  Die 
Summe  der  Intensitäten  der  Strahlen,  die  dem  KOrper  C  bei  Anbringung 
des  Hohlspiegels  zugeführt  wird,  setzt  sich  aus  zwei  Theüen  zusamaMn. 
Von  f d  kommt  erstens  eine  gewisse  Warme  durch  P  nach  dem  Hohlspiegel 
3,  wird  dort  reflectirt,  kommt  nach  P  und  wird  wiederum  reflectirt  und 
gelangt  dann  durch  1  zu  C.  Diese  Wärmemenge  bezeichne  man  dnreh  R. 
Der  zweite  Theil,  der  den  Körper  C  treffenden  Warme,  rührt  von  C  her, 
indem  die  Strahlen  von  P  eine  Reflexion  erleiden,  nach  dem  vettommenen 
Spiegel  gelangen,  dann  reflectirt  werden  und  so  wieder  an  P  ankommoi, 
von  wo  sie  dann  nach  einer  abermaligen  Reflexion  durch  1  nach  C  ge- 
langen.    Dieses  Quantum  ist  wegen   der  zweimaligen  Reflexion  an  P 

OD 

SB  y  er^d  A.  Es  muss  also,  da  in  beiden  Fallen  der  Zustand  derselbe  bleibt, 

0 

folgende  Gleichung  bestehen 

/er*dA  +  R  — Q. 
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Denkt  man  sich  nun  statt  C  einen  anderen  schwarzen  Körper  von 
derselben  Temperatur,  dessen  Emissionsvermögen  e'  ist,  so  muss  für  diesen 
auch  gelten 

/'e'r»dA4-a  — Q. 
Durch  Elimination  von  R  und  Q  folgt  dann 

OB 

y(e_e')r*dl  — 0, 

0 

Um  die  Bedingung  zu  finden,  weiche  diese  Gleichung  enthält,  sub- 

stituiren  wir  den  Schwächungscoefflcienten  aus  §  369,  2.   Hithin  können 

wir  setzen 

•  tA    -^cosr 
r^^Qsarin — j — , 

wo  Q  ein  ächter  Bruch  ist. 
Es  muss  also  sein 

OD 

0 

'  Welche  Beziehung  zwischen  e  und  e'  sich  hieraus  ergiebt,  lässt  sich, 
wie  folgt,  finden. 

y^  cos  r 
Man  setze  für  sin^  27t  — r —  den  ihm  gleichen  Ausdruck 

-^  (cos 8 TT — y 4cos47r y (-31. 

Da  das  obige  Integral  0  ist,  so  muss  es  auch  zvrischen  denselben  Gren- 

^  C06  r 
zen  verschwinden,  wenn  wir  in  dem  Ausdruck  für  sin*  27t  — j —  die  Grösse 

2fr  ^co8  r  ab  verflnderlkk  betrachten  nsd  zweimal  darnach  differenziren. 
Die»  giebt  dann  die  GteidHiiig 

//        ^v  ^'  Ä  /      o     iicosr  .     ^cosr\  ,,       ^ 

(e  —  ^)  f?  *  (cos  8  fr — j ees4fr — j — jdJl  —  0. 

Schreiben  wir  nun  zur  Abkürzung 

2 /r  ^cos  r  —  p  und  Y  —  of,  also 

2 

-^  dA >—  da  und  (e  —  e')  q^  «- f  (o), 

so  erhält  unsere  Bedingung  die  Form 

00 

/  f  (a)  (cos  2  pa  —  cos  pa)  da  =  0. 


0 
Klein,  Theorie  der  EUsticiUt  etc.  23 
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Nun  ist  aber 

/f  (a)co8  2pada—  yV  Mt)  ^*P"^^' 

was  man  leicht  erhält,  wenn  man  statt  der  Variabein  a  schreibt  -^,  wodurch 
die  Grenzen  nicht  geändert  werden.  Unsere  Bedingung  giebt 

OD 

y(f(|)-2f(a))cospada-.0. 

Nach  dem  Fourier'schen  Satz  ist  aber,  wenn  man  diese  Gleichung  mit 
cos  xp  dp  multipUcirt,  wo  x  eine  willkürliche  Grösse  ist,  und  integrirt  von 
0  bis  oo, 

00  OD 

2  /  cos  px  dx  /  f  (a)  cos  pa  da  »■  tt  f  (a), 

0  0 

ycos  px  Axß  (l)  cos  pa  do  -I  f  (|) . 

Mithin  kann  unsere  Bedingung  nur  gelten ,  wenn  ist 

f(|)-.2f(ß). 

Dies  ist  aber  erreicht  erstens,  wenn  bei  sich  der  0  näherndem  a  f  (a) 
unendUch  gross  wird ;  denn  es  folgt  aus  der  obigen  Gleichung 


2 

Wenn  sich  aber  a  der  0  nähert,  so  wird  A  >—  —  unendUch  gross  und 

da  weder  q  als  ächter  Bruch,  noch  e  und  e'  unendlich  werden  können,  so 
kann  f  (a)  —  (e  —  eO  q^  nicht  unendlich  werden. 

Der  obigen  Gleichung  ist  aber  zweitens  noch  genügt,  wenn  f  (a)  für 
alle  Werthe  für  a  verschwindet.  Dies  ist  aber  nur  erreicht,  wenn  e-»  e' 
wird,  d.  h.  das  Emissionsvermögen  aUer  schwarzen  Körper  ist  dasselbe  ftlr 
bestimmte  X  und  dieselbe  Temperatur,  also  ist  unser  e  nur  eine  Function 
von  >l,  der  Temperatur,  der  Grösse  der  Oeffnungen  1  und  2  und  deren  rela- 
tiver Lage. 

Dieselben  Betrachtungen  lassen  sich  machen,  wenn  wir  statt  des  zwei- 
ten Körpers  den  ersten  lassen,  ihn  aber  drehen.  Da  auch  dann  e  >—  e'  sein 
muss,  so  kann  überhaupt  ein  schwarzer  Körper  nicht  polarisirte  Strahlen 
aussenden,  denn  es  müsste  sonst  bei  der  Drehung  ein  Unterschied  statt- 
finden. 

Die  Abhängigkeit  der  Grösse  e  von  den  Grössen  1  und  2  und  deren  rela- 
tiver Lage  ist  gegeben  durch  §  284.  Bezeichnen  nämUch  to^  und  oi,  die 
Projectionen  der  Oeffnungen  1  und  2  auf  Ebenen ,  die  senkrecht  auf  der 
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Axe  des  betreffenden  Strahlenbündels  stehen ,  und  s  die  Entfernung  der 
Oeffnungen,  so  ist  e  =  I  \  *,  wo  nun  I  nur  eine  Function  der  Wellen- 
länge und  der  Temperatur  bedeutet. 

Dieser  Ausdruck  für  e  zeigt,  dass  der  Werth  von  e  derselbe  ist,  wenn 
man  die  Oeffnungen  1  und  2  vertauscht. 

Aus  der  obigen  Gleichung  ergiebt  sich  auch  noch 


uu  \ju  uu 

R— /*erd;i— yer^di— yer(l— r) 


dil. 


3.    Intensitäten  der  Strahlen  zwischen  zwei  Flächen. 

In  der  vorigen  Nummer  ist  bewiesen  worden,  dass  die  Emission  unab- 
hängig ist  von  der  Gestalt  des  Körpers  C,  es  kann  demnach  für  denselben 
eine  Fläche  gesetzt  werden,  welche  die  Oeffnung  1  gerade  ausfüllt.  Diese 
Fläche  soll  im  Folgenden  1  genannt  werden.  Es  können  dann  die  Schirme 
Sj  und  S,  ganz  entfernt  werden,  wenn  das  Strahlenbündel,  auf  das  sich  e 
bezieht,  als  dasjenige  definirt  vnrd,  das  von  der  Fläche  1  auf  die  Fläche  2 
fWt,  und  die  Oeffnung  2  gerade  ausfüllt. 

Nach  dieser  Bemerkung  kann  nun  der  folgende  allgemeine  Satz,  der 
die  Folgerung  von  Nummer  2.,  dass  1  mit  2  vertauscht  werden  kann,  noch 
verallgemeinert  werden. 

Satz:  Man  denke  sich  zwischen  die  Flächen  1,  2  behebige  Körper, 
welche  die  Strahlen ,  die  jene  einander  zusenden ,  auf  beliebige  Weise  bre- 
chen, reflectiren  und  absorbiren.  Von  dem  Strahtenbündel,  welches  von  1 
nach  2  gelangt,  betrachte  man  den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwischen  X 
und  k  +  dX  liegen  und  zerlege  diesen  in  zwei  Componenten,  die  in  zwei 
behebigen  auf  einander  senkrechten  Ebenen  a,  und  b^  schwingen.  Was  von 
Fig.  «4.  ^^^  ersten  Componente  in  2  ankommt,  zerlege  man 

i  in  zwei  Componenten,  deren  Schwingungen  in  ir- 

^^        ys.         gend  zwei  anderen  senkrechten  Ebenen  a,  und  b, 
Äj^q    ^  ^    J^     stattfinden.  Die  Intensität  der  nach  a,  schwingen- 
«j^^A  >,  den  Componente  sei  KdA.   Umgekehrt  von  dem 

Strahlenbündel,  welches  von  2  nach  1  geht,  be- 
ff  )  f   iif\         ^sichte  man  den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwi- 
^    /  (    TC^  )         sehen  X  und  X  +  dX  hegen,  zerlege  diesen  nach 
a,  und  b,.  Was  von  der  ersten  Componente  in  1 
"^KiX      ankommt,  zerlegt  man  wieder  in  zwei  Componen- 
iK^       l^    ten  nach  a,  und  b,.  Die  Intensität  der  nach  a^  po- 
•r's.^^^^s,/'^     larisirten  Componente  sei  K'dX.  Dann  ist  K'«— K. 
^^*  Der  Satz  soll  durch  beistehende  Fig.  64  ver- 

*  anschauUcht  werden. 

1)  Beweis  für  den  Fall,  dass  der  zwischenUegende  Körper  C  die  Strah- 
len nicht  schwächt,  dass  also  jede  Brechung  und  Reflexion  ohne  Verlust  ge- 

23* 
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schiebt  und  dass  überhaupt  keine  AbeorptioB  yorkommt.  Durch  den  Hütet- 
punkt  von  1  lege  man  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  des  austretenden  oder 
ankommenden  Strahles,  denke  sich  in  dieser  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  und  x„  y,  seien  dieCoordinaten  eines  Punktes  derselben.  In  der  Ent- 
fernung 1,  die  gross  ist  gegen  die  x,,  y^  und  die  anderen  x,  y,  welche  weiter 
vorkommen,  denke  man  sich  eine  der  ersten  parallelen  Ebene  und  in  dieser 
ein  Coordinatensystem,  das  dem  ersten  paralM  ist  x,,  y,  seien  die  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  dieser  Ebene.  Aehnlich  lege  man  durch  den  Mittel- 
punkt von  2  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  des  austretend«!  oder  auffallenden 
Strahlenbttndels  und  führe  in  dieser  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
ein,  dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  ist  x,,  y,  seien  die  Coordinaten 
eines  Punktes  der  Ebene.  In  der  Entfernung  gleich  1  Ton  dieser  nehmen 
wir  eine  Yierte  Ebene  und  in  dieser  ein  GoordinateDsystem,  dessen  Axen 
d«i  Axen  x,,  y,  parallel  sind  und  dessen  Anfangspunkt  in  der  Axe  des 
Strahlenbündels  liegt  x^,  y^  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser 
vierten  Ebene. 

Von  X, ,  y,  gehe  ein  Strahl  nach  Xt,  yi  und  gebrauche  dazu  die  Zeit  T, 
wo  T  »■  f  (Xj,  y, ,  X,,  y,)  ist  Wenn  nun  der  betreffende  Strahl  durch  x,,  y, 
und  x^,  y^  geht,  so  wird  die  Zeit,  welche  der  Strahl  braucht,  um  von  x,,  y, 
zu  X4,  y«  zu  gelangen,  wenn  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  im  leeren 
Raum  >—  1  gesetzt  ist,  gleich  sein 

«T-»/l+(x,-x,)«  +  (y,-y,)«-j/l+(x.-x/  +  (y,-y/. 

Gesetzt  (x,,  yj  ,  (x^,  yj  wären  gegeben  und  die  Punkte  (x„  yj) ,  (x„  yj 
gesucht.  Nach  §  298,  S.  280  muss  entweder  die  optische  Länge  ein  Grenz- 
werth  oder  die  verbrauchte  Zeit  ein  Min.  sein.  Da  nach  unserer  Annahme 
die  acht  Coordinaten  x  und  y  unendlich  klein  sind,  so  giebt  dies  folgende 
Gleichungen: 

Die  Flächenelemente  dx,  dy,,  dx,dy,,  dx,dy,  und  dx^dy^  sind  un- 
endlich klein  gegen  die  unendlich  kleinen  1  und  2.  Die  Intensität  der 
Strahlen  von  der  bezeichneten  Wellenlänge  und  der  gewählten  Polarisations- 
richtung, die  von  dx^  dy^  kommend  durch  dXjdy,  gehen,  ist  nach  2.,  weil 
deren  Entfernung  1  gesetzt  ist, 

dAIdx,  dy,  dx^dyg. 

Nach  der  gemachten  Voraussetzung  gelangt  die  Strahlenmenge  unge- 
schwächt auf  die  Fläche  2  und  bildet  ein  Element  von  KdA.  Mithin  ist  K 
das  gehörig  begrenzte  Integral 


I^^di.dy,dx,dy,. 
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Hier  ist  die  Integration  nach  x,  und  y,  über  diejenigen  Werthe  auszu- 
dehnen ,  welche  diese  Grossen  nach  den  für  sie  aufgestellten  Gleichungen 
erhalten,  während  x,  und  y^  constant  bleiben  aber  x,,  und  y,  aUe  Werthe 
annehmen,  die  den  Punkten  der  Projection  der  Fbche  2  auf  die  Ebene  der 
X,,  y,  entsprechen.  Die  Integration  ist  dann  nach  x, ,  y^  über  die  Projection 
der  Fläche  1  auszuführen.  Da  also  x,  und  y,  Function  von  x,,  y^  sind, 
so  ist 

mit  den  angegebeoen  Grenzen,  oder  nach  den  Gleichungen  für  x,,  y, 

wo  die  Integration  über  die  Projection  der  Fläche  2  auszudehnen  ist.  Hier- 
nach  ist 

JJJJ  l5^^  •  5^;^  -  :5i:^.  •  5^^  j  *'^'  ''y-  ^^  '•y- 

wo  die  Integration  über  die  Projectionen  der  Flächen  1  und  2  zu  neh- 
men ist. 

Behanddt  man  die  mit  K'  bezeichnete  Grosse  ebenso  und  bedenkt,  dass 
ein  StraM  dieselbe  Zeit  gebraucht,  um  denselben  Weg  zurückzulegen,  gleich- 
giltig  in  welcher  Richtung,  so  findet  man  für  K'  denselben  Ausdruck,  der 
für  K  gefunden  ist. 

2)  Beweis  unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  Schwächung  statt- 
finden kann. 

Dieser  Beweis  stützt  sich  auf  einen  von  Helmholtz  (Physiol.  Opt.  S.  169) 
gegebenen  Satz,  welcher  mit  der  von  Kirchhoff  vorgenommenen  geringen 
Bezeichnungsänderung  folgendennassen  lautet:  „Ein  Lichtstrahl  gebinge 
nach  beliebig  vielen  Brechungen ,  Reflexionen  u.  s.  w.  von  dem  Punkte  1 
nach  dem  Punkte  2.  In  1  lege  man  durch  seine  Richtung  zwei  beliebige 
auf  einander  senkrechte  Ebenen  a,  und  b„  nach  denen  seine  Schwingungen 
zerlegt  gedacht  werden.  Zwei  eben  solche  Ebenen  a,  und  b,  werden  durch 
den  Strahl  in  2  gelegt.  Alsdann  lässt  sich  Folgendes  beweisen:  Wenn  die 
Quantität  i  nach  der  Ebene  a,  poburisirten  Lichts  von  1  ia  der  Richtung  des 
besprochenen  Strahles  ausgeht  und  davon  die  Quantität  k  nach  der  Ebene  a^ 
polarisirten  Lichts  in  2  ankommt,  so  wird  rückwärts,  wenn  die  Quantität  i 
nach  a,  polarisirten  Lichts  von  2  ausgeht,  dieselbe  Quantität  k  nach  a«  pola- 
risu*ten  Lichts  in  1  ankommen^'.  Dieser  Satz  folgt  mit  Nothwendigkeit  dar- 
aus, dass  jeder  Lichtstrahl  derselben  Wellenlänge  beim  Hingehen  von  einem 
Punkte  zu  einem  andern  dieselben  Veränderungen  erleidet,  als  einer,  der 
vom  Treffpunkte  ausgeht  und  zum  Anfang  des  ersten  Strahles  auf  dem- 
selben Wege  gelangt.  Es  wird  demnach  unter  das  obige  Integral,  wenn  ein 
Körper  dazwischen  liegt,  für  den  Hin-  und  Hergang  nur  ein  constanter 

k 

Factor  y  =  —  hinzukommen. 
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Eine  Ausnahme  erfährt  die  allgemeine  Giltigkeit  des  obigen  Satzes' 
wenn  ein^  Drehung  der  Polarisationsebene  stattfindet,  die  nicht  im  Material 
des  Körpers  begründet  ist,  also  z.  B.  eine  Drehung  durch  magnetische 
Kräfte.  Fluorescenz  kann  keine  Ausnahme  bewirken ,  da  es  sich  hier  nur 
handelt  um  Lichtstrahlen  derselben  Wellenlänge. 
Der  obige  Satz  lässt  sich  weiter  verallgemeinem. 
Flg.  66a.  ^^^  ^^™  Strahlenbtindel,  welches  von  1  nach  2 

f       geht,  betrachte  man  bei  2  den  Theil,  dessen  Wellenlängen 
zwischen  X  und  X+dk  liegen,  zerlege  diesen  in  zwei  Com- 
.     .     ponenten,  die  nach  a,  und  b,  polarisirt  sind,  und  nenne 
die  Intensität  der  ersten  Componente  HdA.   Umgekehrt 
«>^T^t     von  dem  Strahlenbündel,  welches  von  2  nach  1  geht,  be- 
jWl  -f     trachte  man  bei  2  den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwi- 
schen k  und  X  +  dl  liegen,  und  zerlege  diesen  in  2  Com- 
ponenten,   die   nach  a,  und  bj  polarisirt  sind.     Was  von   der  ersten 
Componente  in  1  ankommt  ist  Wdk,  Dann  ist  H  ««H'. 
Beistehende  Figur  65  *  veranschauhcht  den  Satz. 

p.    ^^  Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehen- 

4         den  Satz,  indem  man  das  HdX  aus  zwei  Theilen  be- 

/\Kk^^iX      stehen  lässt,  wie  es  die  Fig,  65  ^  andeutet,  wo  also  K 

y^h^   Aili  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  oben,  aber  L  hervor- 

^  ^    ^ '        *  Itöl       S^^^  ^^^  ^^°  ^^^^  ^*  polarisirten  Theil,  so  dass  also 

JMX  Ml,  ,        Hs«K+List;  denn  senkrecht  polarisirte  Strahlen 

«;^1.^N^  ^T^<Ai       interferiren  nicht.  Das  H'dA  zerlegt  sich  nach  K'di 

*  und  L'dA.  Nun  ist  H'  — K'  +  L',  da  auch  hier 

keine  Interferenz  stattfinden  kann.  Nach  dem  vorigen  Satz  ist  aber  K'»bR 

und  L'  =  L,  mithin  H  =  H'. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich,  wenn  wir  bei  der  in  1.  zu  Grunde  ge- 
legten Anordnung  den  schwarzen  Körper  durch  irgend  einen  ersetzen,  der 
absorbirt  und  durch  Brechungen  und  Reflexionen  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen zerstreut,  und  wenn  wir,  wie  immer,  nur  Strahlen  zwischen  X  und 
X-\-dX  betrachten ,  die  Gleichheit  der  folgenden  Intensitäten.  Von  dem 
Strahlenbttndel  von  2  nach  1  betrachte  man  den  Theil  der  beiden  zu  ein- 
ander senkrechten  Componenten  nach  der  Ebene  a  und  nenne  M'dJt  das,  was 
der  Absorption  durch  C  entgeht,  also  die  schwarze  Hülle  trifi't,  in  die  der 
Körper  eingeschlossen  ist.  Von  den  Strahlen,  welche  die  Theile  dieser 
Hülle  dem  Körper  C  zusenden,  fallen  gewisse  durch  die  OefiFnung  1  auf  die 
Fläche  2;  durch  die  Vermittelung  des  Körpers  C  wird  so  ein  Strahlenbündel 
erzeugt,  welches  durch  die  Oeffnung  1  nach  2  geht.  Die  Componente  dieses 
nach  a  habe  die  Intensität  MdA,  dann  ist  M  «t  M'. 

4.    Beweis  des  allgemeinen  Gesetzes. 

Der  Körper  C  in  der  Anordnung  zu  2.  sei  nicht  ein  schwarzer.  Da 
auch  dann  noch  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  so  muss  die  lebendige  Kraft, 
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die  durch  Entfernung  der  schwarzen  Fläche  3  dem  Körper  C  entzogen  wird, 
der  lebendigen  Kraft  gleich  sein,  die  diesem  durch  Anbringung  des  Hohl- 
spiegels zugeführt  wird.  Die  lebendige  Kraft,  die  dem  KOrper  durch  Ent- 
fernung von  3  entzogen  wird,  ist 

oo 

e  r  A  dA. 

0 

Die  lebendige  Kraft,  die  dem  Körper  durch  Anbringung  des  Hohl- 
spiegels zugeführt  wird,  besteht  aus  mehreren  Theilen. 

1)  Strahlen,  welche  der  Körper  selbst  aussendet  und  nach  einer  zwei- 
maligen Reflexion  an  P  zurückkommen.   Deren  lebendige  Kraft  ist 

00 

^Er^AdA. 
'o 

2)  Strahlen ,  die  von  der  dem  Hohlspiegel  gegenüberhegenden  Fläche 
durch  P  gehen,  den  Spiegel  treffen  und  einmal  reflectirt  werden.  Davon 
kommt  die  Grösse,  welche  der  in  2.  mit  R  bezeichneten  entspricht,  also 
ist  sie  ^ 

=  /er(l— r)AdA. 
*o 

3)  Strahlen,  die  von  verschiedenen  Punkten  der  schwarzen  Hülle,  die 
den  Körper  C  umgeben,  ausgehen,  den  Körper  C  treffen,  durch  ihn  reflectirt, 
und  gebrochen  werden,  so  dass  sie  durch  die  OefTnung  1  nach  2  hinge- 
worfen werden,  aber  an  P  eine  Reflexion  erfahren,  nach  dem  Spiegel  gehen 
und  zurückkommen.   Deren  lebendige  Kraft  ist 

r»AdA. 

0 

Nun  ist  aber  M>»M'  und  M'a->e(l  — A),  mithin  ist  dieser  letzte  Theil 

OD 

=  /e(l  -A)r*AdA. 
Die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Wärmemengen  führt  zur  Gleichung 

00  00  OD  00 

^erAdA=«/*Er«Adi-f-/'er(l— r)Adi-j-/*(l  — A)er*AdA, 

%  0  0  *0 

oder 

^(E  Ar»  -t-erA  —  er*A-her*A  —  er*A'  —  erA)dA  — 

0  00 

^(E  —  Ae)  Ar*  di  —  0. 

0 

Hieraus  kann  nun  ähnlich  wie  der  Schluss  in  1.  gezogen  ist,  gefolgert 

werden  E  «■  Ae,  oder  --  «■  e  =«  I  — ~-^ . 
A  s' 


CO 
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Ausser  dieser  Absorpüon,  welche  tob  Lommel  die  directe  geDanat 
worden  i8t^  haben  wir  noch  eine  indirecte  zu  betrachten.  Dacu  siehe  §  329. 

5.    Absorptionsspectrum.    Fraunhofer'sche  Linien. 

Wir  nehmen,  um  die  Erörterung  durch  bestinunte  Fälle  deuüicher  zu 
machen,  leuchtenden  Natrium-  oder  Lithiumdampf.  Beide  Dampfarten  zeigen 
beinahe  homogenes  Licht.  Da  nun  E  — Ae  ist,  das  e  fttr  eine  bestimmte 
Temperatur  einen  bestimmten  Werth  hat  und  E  fflr  diese  bestinmite  Farbe 

E 

gross  ist,  so  muss  auch  A  fQr  diese  Farbe  gross  sein.    Setze  man  A  »>  — 

1  ^ 

"->  —  ,  wo  n  nur  wenig  grosser  als  1  genommen  werden  kann.  Die  Inten- 
sität des  von  dem  Dampf  ausgehenden  Lichtes  sei  i.  Hinter  diesem  leuch- 
tenden Dampf  befinde  sich  ein  dasselbe  Licht  emittirender  Körper  und  zwar 
sei  die  Intensität  des  von  diesem  ausgehenden  Lichtes  I.  F  werde  von  der 

1       r 
Gesammtintensität  I  durch  den  Dampf  absorbirt,  also  A  >—  —  >^  -r  • 

n        i 

Ist  nun  I ■» xi,  so  ist  also  F  «->  —  xi. 

n 

Es  ist  mithin  eine  Stelle  hinter  der  Natriumflamme  erleuchtet  durch 

die  Intensität 

Wir  erhalten  demnach  eine  Verstärkung  der  Beleuchtung  durch  die 
dazwischen  gestellte  Natriumflamme,  oder  es  tritt  keine  Veränderung  ein, 
oder  es  findet  eine  Verminderung  statt,  je  nachdem 

i  f  1  -h  '^-^^^  X  j  ^  xi  d.  h.  n  ^  X  ist. 

Für  Sonnenlicht  ist  also  x  >>  n  im  Vergleich  mit  dem  von  der  Sonnen- 
atmosphäre ausgehenden  Lichte. 

Für  eine  Lithiumflamme  sind  mit  Hülfe  von  Sonnenlicht  alle  drei  Fälle 
durch  das  Experiment  zu  bestätigen,  indem  man  dem  Spalt  fOr  das  ein- 
tretende Sonnenlicht  verschiedene  Dimensionen  giebt. 

Aus  der  entwickelten  Formel  kann  noch  leicht  gefunden  werden,  dass, 
da  nach  §  317  alle  festen  Körper  beim  Anfang  der  Gluth  rothe  Strahlen  aus- 
senden, alle  bei  derselben  Temperatur  anfangen  müssen  zu  glühen. 


Die  KörperfiEurben.    (§  326.) 

Abhängigkeit  der  Absorption  von  der  Dicke  der  Schicht 
und  der  Farbe. 

Fällt  auf  die  Grenzfläche  eines  Körpers  die  Lichtmenge  M  einer  be- 
stimmten Farbe,  so  wbd  ein  Theil  derselben  in  der  Schicht  von  der  Dicke  1 
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absorbiil.  Ist  x  eio  ächter  Bruch,  so  können  wir  dann  die  die  Schicht  1  ver- 
lassende Quantität  Licht  bezeichnen  mit  Mx  und  d^oonach  ist  die  absorbirte 
Menge  M  —  Mx  =  M  (1  —  x).  In  der  zweiten  Schicht  wird  abermals  der- 
selbe Theil  von  der  eintretenden  Licfatmenge  zurückgehalten,  es  tritt  demnach 
aus  Mx*  und  absorbirt  wird  nun  im  Ganzen  M  —  Mx*  =■  M  (1  —  x*)  u.  s,  f. 
Dielichtquantität,  welche  durch  n  solche  Schichten  hindurchgeht,  ist  dem- 
nach Mx*'  und  die  absorbirte  Quantität  M  (1  —  x").  Es  nimmt  mithin  die 
durch  einen  Körper  hindurchgehende  Lichtmenge  in  einer  geometrischen 
Progression  ab,  wenn  die  Dicken  der  Schichten  in  arithmetischer  Progression 
zunehmen. 

Dieser  Werth  x,  ein  Schwächungscoefficient,  ist  abhängig  von  der  ma- 
teriellen Beschaffenheit  des  Körpers  und  ist  für  verschiedene  Farben  ver- 
schieden. Wird  demnach  ein  Körper  von  einer  Quantität  Licht  M  getroffen, 
welches  aus  gewissen  Mengen  verschiedenfarbigen  Lichtes  zusammengesetzt 
ist,  so  dass  wir  schreiben  könnnen  M^sM^-j-Ms-f-üfj-f-...  Mr,  und  be- 
zeichnen wir  dem  entsprechend  die  zugehörigen  Schwächungscoefßcienten 
mit  X, ,  Xj,  • . .  Xr  und  die  Dicke  der  Schicht  mit  n,  so  ist  das  durchgelassene 
Licht  darstellbar  durch 

M,  X,»  -t-  M,  x,"  -t-  M,  X,"  +  .  .  .  .  Mr  Xr". 

Die  resultirende  Lichtmenge  giebt  dann  die  Farbe  des  durchgelassenen 
Lichtes. 

Es  hängt  demnach  dessen  Farbe  ab  von  der  Art  der  aufTallenden  Licht- 
menge M,  von  den  Werthen  x  und  von  der  Dicke  der  Schicht 

Sind  fUr  einen  Körper  alle  x  einander  gleich,  so  ist  das  durchge- 
lassene Licht 

(M,  +  M,  -f  M,  +  . . ..  Mr)  X"  — Mx», 
also  von  derselben  Farbe  wie  das  auffallende  Licht,  nur  ist  die  Quantität 
in  dem  Verhältniss  von  1 :  x°  verringert.  Ist  für  eine  Farbe  x  ein  s^r  ge- 
ringer Werth,  so  ist  der  Exponent  von  x  nicht  wesentlich  und  es  wird  in 
geringer  Dicke  das  Licht  dieser  bestimmten  Farbe  schon  entfernt. 

Im  Allgemeinen  werden  die  x»,  je  grösser  n  ist,  immer  verschiedener, 
es  wird  demnach  ein  Körper  mit  zunehmender  Dicke  eine  immer  ver- 
schiedenere Farbe  zeigen. 

Besonders  interessant  ist  der  Fall,  wenn  es  zwei  von  einander  ver- 
schiedene Maxima  von  x  giebt;  denken  wir  z.  B.,  es  wären  für  einen  Körper 
die  X  für  alle  Farben  verschwindend  klein ,  ausser  für  roth  und  grün  (Ein 
Auszug  von  Blattgrün  durch  Alkohol)  und  die  betreffenden  x  seien  bezeich- 
net durch  Xr  und  Xg.  Sei  nun  Xr  >>  Xg,  so  wird  also  die  Menge  des  durch- 
gehenden Lichtes  sein 

MrXr"  -f  MgXgO. 

Bedenken  wir  ferner,  dass  nach  Fraunhofer  im  weissen  Licht 
Mg  >•  Mr  ist,  so  kann,  wenn  n  klein  ist.  Mg  Xg"  ^  Mr  Xr"  sein.  Dann  wird 
das  durchgelassene  Licht  einen  grünen  Eindruck  machen.  Wenn  aber  n 
gross  ist,  so  wird  Xr"  viel  grösser  als  Xg",  also  kann  es  vorkommen,  dass 
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MrXr"  >>  Mg  Ig"  ist.  Dann  erscheint  das  durchgelassene  Licht  mehr  roth 
als  grün,  und  bei  noch  grösseren  Dicken  wird  das  Grün  endlich  gegen  das 
Roth  fast  ganz  verschwinden. 

Ueber  die  Absorption  vergleiche  noch  f  3«31. 


Fluoresoenz.    (§  329.) 
Mathematische  Begründung  der  Theorie  von  LommeL*) 

Die  Kraft,  welche  das  Atom,  dessen  Masse  m  ist,  in  die  Gleichgewichts- 
lage zurückzuführen  strebt,  sei,  wenn  x  die  Elongation  bedeutet,  durch 
a  X  +  1>  x'  bezeichnet.  Ausser  der  elastischen  Kraft  wirke  eine  Aetherwelle, 
die  auf  die  Atome  einen  periodisch  veränderUchen  Druck  f  sin  (pt)  ausübt. 
Die  Differentialgleichung  der  Bewegung  des  Atomes  ist  dann 

d«x 
—  in__aBax  +  bx*4-  f  sinpt. 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  findet  man  nach  §  259. 
Wenn  nun  hier  die  eigene  Schwingung  beibehalten  wird,  so  ergiebt  sich 
mit  den  dort  eingeführten  Bezeichnungen 

Xj  =  A  sin  f  1 1/ 1-  h  j  +  u  sin  pl. 

Nach  ei  liger  Umformung  findet  man  dann 

,4-m^— — bji(A»+u')— iA'cos(2tJ/^+2h)— iu*cos(2pt) 

+  Aucos(|^p-|/ljt-h)-Aucos([^p  +  |/^jt  +  h)|. 

Deren  Integral  ist 
=  -^(A'  +  «')  +  Asin(t[/l4-h)-'^'cos(2t[/|+2h) 


ax, 


0/4      4       -cos2pt4- 
2(4mp*— a)  ^ 

ml 


m 
oder  mit  abgekürzter  Bezeichnung 


^-j*^^([p+[4].+,) 


*)  Po??'  Ann.  143.  üeber  Fluorescenz.  Die  Resultate  neuerer  Forschung 
von  Hagenbach  Pogg.  146  (vergleiche  die  Bemerkung  im  Lehrbuch  S.  S6S)  sind 
von  Lommel,  Pogg.  Ann.  159,  erörtert 


Digitized  by 


Google 


Fluorcscenz.  (§  329.)  363 

=-=  — ^  (A'+u') +Asin  ^  t  [/-^ +h  W Mcos  ^21 1/^ +2u) 

— Nco82ptH-Pcos(   p_^/Ajt-h)-Ocos(|^p+j/I]t+h), 

Wenn  mit  x,  abgebrochen  wird,  also  genommen  wird  x  =  ex,  +  «*  ^2' 
so  sind  folgende  Amplituden  mit  den  ihnen  zugehörigen  Schwingungszahlen 
zu  berücksichtigen : 

DA,  2)u,  3)M,_  4)N,  5)P, 

^F^'      2^P'      27;2|/^'      ^2P'     27^[P-K^] 

6)  0.  _  , 

Von  diesen  gehört  1)  zu  dem  Eigenion  des  Körpers,  2)  zu  der  ankom- 
menden Welle.    Wenn  nun  diese  Schwingungszahlen  in  keiner  hesonderen» 
Beziehung  zu  einander  stehen,  so  werden  die  letzteren  Amplituden  klein 
bleihen  im  Vergleich  zur  Amphtude  der  Eigenschwingung  und  diese  wird 
keinen  wesenthchen  Zuwachs  eilialten.    Die  Welle  geht  wenig  geschwächt 

^^^^^^*  '    f  ,    tl     i^f^liL.iit...  ♦.»  I!  11». 

a)  Angenommen  1/  —  =*p,  d.  h.  die  Schwingungszahl  der  ankom- 
menden Welle  ist  gleich  der  der  Eigenschwingung,  dann  ist  u  =  :?o,  N  =  :)c, 
P  =  oc,  Q  =oc.  Das  heisst,  wenn  die  eintreflende  Welle  mit  der  Eigen- 
schwingung im  Einklang  ist,  w  ird  die  Amphtude  der  Eigenschwingung  tlber 
alle  Grenzen  hinaus  gesteigert,  was  in  Wirklichkeit  nur  bis  zum  Zerreissen 
des  Molekularverbandes  (chemische  Wirkung)  gehen  kann.  Die  Welle  ist 
verbraucht,  dies  ist  das  Princip  der  directen  Absorption,  nach  der  ein 
schwingen  dos  K ör per  t  heilchen  eine  dasselbe  trelTende  Welle  absorbirt, 
wenn  diese  im  Einklang  schwingt  mit  einer  der  Eigenschwingungen  des 
Theilchens.  _     ^    ,,,  ^  ,,^  .    ,  ,.    ,,,     .,,  ,^     _     ,.     ^,  ^^   _  ,^  .^  ., 

b)  p  =  i  1/  — ,  d.  h.  die  Schwingungszahl  der  eintretenden  Welle  ist 

die  Hälfte  von  der  der  Eigenschwingung.   Hier  winl  N  ==  oo.    Dann  wird 
also  die  eintretende  Welle  absorbirt,  verstärkt  aber  die  Eigenschwingung; 

denn  es  ist  die  zu  N  gehörige  Schwiugungszahl  :r—  2p  =  -—  1/  — . 

c)  p  =  2  1/  —  ,  d.  h.  die  Schvvingungszahl  der  eintretenden  W' eile  ist 

das  Doppelte  der  der  Eigenschwingung.     Dann  wird  P  =  30,  also  tritt 
wiederum  Absorption  ein.   Da  nun  die  Schwingungszahl  zu  P,  ist 
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also  gleich  der  der  Eigenschwingung,  so  wird  auch  durch  diese  Absorption 
die  eigene  Schwingung  verstärkt. 

Die  Absorption  unter  b)  und  c)  ist  das,  was  indirecte  Absorption  ge- 
nannt ist,  nach  der  ein  schwingendes  Körpertbeikhen  absoi^irt  eine  das- 
selbe treffende  Wellenbewegung,  wenn  diese  eine  Octave  höher  oder  tiefer 
schwingt  als  eine  der  Eigenschwingungen  des  Theilchens. 

Die  Fluorescenz  durch  Differenzfarben  ist  gegeben  durch  die  Aus- 
drücke für  X,  und  x,  §  259.  Die  Bewegung  des  Aetberatomes  für  die  Difle- 

renzfarbe  (^y- - )  «öd  <>*«  Sununationsfarbe  (^^^)  »t  objectiv  Torhan- 

den,  muss  sich  demnach  auch  in  den  umgebenden  freien  Aether  fort- 
pflanzen. 


Die  anomale  Dispenion.    ($  331.) 
!•   Sellmeier's*)  Theorie. 

Da  durch  die  im  Obigen  ($  309)  gegebene  Erklärung  der  Dispersion, 
die  Beobachtungen  der  anomalen  Dispersion  und  deren  Abhängigkeit  von 
der  Absorption  unerklärt  bleiben,  so  sollen  im  Folgenden  die  noch  ange- 
stellten Versuche  einer  Erklärung  dieser  Erscheinung  angegeben  werden. 
Wir  beginnen  mit  der  von  Sellmeier  aufgestellten  Theorie. 

Obgleich  die  Aberration  darauf  führt,  anzunehmen,  dass  jeder  Körper 
in  Folge  seiner  Fortschreitung  im  Räume  von  dem  Aether  durchflössen 
wird,  so  soll  doch  vorläufig  von  diesem  Umstände  ganz  abgesehen,  also 
vorausgesetzt  werden,  dass  der  Aether  in  den  Körpern  relativ  ruhend  ist. 

Da  nun  in  einem  Körper  jedenfalls  dieMassentheilchen  und  die  Aether- 
moleküle  einen  gegenseitigen  Einfluss  aufeinander  ausüben,  so  muss,  wenn 
die  letzteren  durch  einen  den  Körper  treffenden  Lichtstrahl  in  Bewegung 
gesetzt  werden,  auch  eine  Bewegung  der  ponderabeln  Körpertheilchen  ent- 
stehen; denn  durch  eine  Veränderung  in  der  Lage  der  Aethertheilchen  ist 
die  Lage  des  Gleichgewichtsortes  für  die  Massentheilchen  verschoben.  Diese 
durch  einen  Lichtstrahl  hervorgerufene  Bewegung  der  Körpertheilchen  übt 
dann  wieder  eine  Rückwirkung  auf  die  Aetherschwingungen  aus. 

Denkt  man  sich  also  die  Aethertheilchen  verschoben,  wie  es  auf  einem 
Lichtstrahl  in  einem  bestimmten  Momente  der  Fall  ist,  und  dann  in  dieser 
Lage  festgehalten,  so  müssen  die  Körpertheilchen,  da  das  fHlhere  Gleich- 
gewicht gestört  ist,  ebenfalls  in  Bewegung  gerathen,  bis  sie  schliesslich  an 


*)  Ueber  die  durch  die  Aetherschwingangen  erregten  Mitschwingangen  der 
Körpertheilchen  und  deren  Rückwirkung  auf  die  ersteren,  besonders  zur  Erklärung 
der  [Hspersion  und  ihrer  Anomalien.  Pogg.  Ann.  CXLUI,  p.  272 — 281.  CXLV, 
p.  399—421.  520—549.    CXVII,  p.  3S6. 
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einem  Orte,  dem  neuen  Gleicbgewichtsorte ,  zur  Rübe  k^Mmnen»  Sind 
darauf  die  Aethertheilchen,  wie  es  in  dem  um  eine  halbe  Schwingungs- 
dauer späteren  Momente  der  Fall  ist,  nach  der  entgegengesetzäten  Richtung 
verschoben,  so  ist  dasselbe  auch  mit  den  Gleichgewichtsörtem  der  KOrper- 
theilchen  der  Fall.  In  einem  Kdrper  sind  demnach  die  Schwingungen  des 
Aethers  stets  verbunden  mit  gleichzeitigen  Schwingungen  der  momentanen 
Gleichgewichtsörter  der  K(Vrpertheilchen. 


S«    Schwingungsgleichungen  der  Körpertheilchen. 

Rezeichne  m'  die  Masse  eines  Körpertbeilchens  und  m  die  eines  an- 
deren Körper-  oder  Aethertheilchens,  ferner  g',  ij',  ^  (§,  ij,0  die  Verschie- 
bungen von  m'  (m).  Es  ist  demnach  das,  was  i/$,  Jtj,  J^  in  §  279  be- 
zeichnet ist,  hier  §  —  g',  ij  —  rj^^  —  ^. 

Denken  wir  uns  zuerst  das  Theilchen  m  in  Ruhe  und  m'  verschoben, 
so  sind  nach  §  279.  2,  wenn  wir  bedenken,  dass  dann  das  dort  gesetzte 
^^^  ^frjj  ^  unserer  Rezeichnung  zu  Folge,  zu  ersetzen  ist  durch 
— ^y — fj'y — f',  da  g  —  ij  —  f  »=  0  ist,  die  nach  den  Coordinatenaxen  auf 
m'  wirkenden  KrSfte  X,  Y,  Z  bestimmt  durch 

-X-Lr  +  Rij'  +  OC, 
-Y-M,/  +  P£'  +  Rr, 
-Z  — NS'  +  Qr  +  PV- 
Wir  wählen  jetzt  zur  Vereinfachung  die  noch  durch  nichts  bestimmte 
Lage  unseres  Coordinatensystems  so,  dass  dessen  Axen  mit  den  Haupt- 
axen  der  Fläche  (8.)  §  279.  4.  zusammenfallen.   Dann  ist 

PcQ.R  —  O, 
mithin  X  — —  LS'»    Y  — —  Mjj',    Z  — —  NS'. 

Diese  Gleichungen  sagen,  dass,  wenn  ein  in  irgend  einer  Richtung 
verschobenes  Körpertheilchen  flrei  gelassen  wird,  während  alle  anderen 
Theilchen  als  an  ihrem  Ruheorte  verharrend  gedacht  werden,  dasselbe 
Schwingungen  ausführt,  weil  der  Gleichgewichtszustand  jedenfalls  ein  sta- 
biler ist,  parallel  jeder  der  drei  Axen,  so  dass  jede  unabhängig  ist  von 
denen,  welche  den  anderen  beiden  Axen  parallel  sind.     Setzt  man  dann 

so  sind  d\  d'\  8'"  die  drei  Schwingungsdauern  des  Körpertbeilchens.  Diese 
Grössen  sollen  die  eigenthümlichen  Schwingungsdauern  genannt  werden. 

Nehmen  wir  jetzt  weiter  an,  dass  nicht  blos  das  Theilchen  m\  son- 
dern auch  die  andern  Körper-  und  Aethertheilchen  irgendwie  und  zwar 
jedes  beliebig  verschoben  seien ,  so  f^llt  der  Gleichgewichtsort  von  m'  im 
Allgemeinen   nicht  mehr  mit  dessen  Ruheorte  zusammen,  sondern   ist 
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ebenfalls  yerschoben.    Seien  die  Verschiebungen  des  Gleichgewichtsortes 
S'o  1  ^'o  >  Co  >  «od  *c  des  Theilches  m'  ^\  ij',  5',  so  kann  man  setzen 

^?-(§-ro)-(r-ro), 

Jn—(f]—  fj'o)  —  {rf  —  i?'o) » 
^C-(C-e'o)-(£'-ro). 
Damit  erhalten  wir  für  X  nach  §  279.  1,  (2)  folgende  Gleichung: 

X-{[2mf(r)  +  2mr(r)^](§-ro) 
+  2m  ^  [d'y'  (,  -  i,'o)  +  x'z'  (^  -  S'o)  ]  | 

-|[2nif(r)  +  2inrr(r)i^]  (§' -  §'0) 

+  2m^^[xY(ij' -  ij'o)  +  x'z' (^' -  J'o)  ]  } . 

Setzt  man  hierin  S'  "=  S'o  1  »?'  ■"  »?'o »  S'  «^  To »  so  verschwindet 
das  ganze  zweite  GUed.  Da  aber  in  diesem  Falle  das  Theilchen  m'  in  sei- 
nem momentanen  Gleichgewichtsorte  ist,  so  ist  auch  X  «-^  0,  folglich  \sl 
auch  das  erste  Glied  gleich  Null.  Da  dieses  aber  die  Verschiebung  von  m'^ 
nicht  enthält,  so  muss  dieses  überhaupt  verschwinden,  was  auch  §y  7j\  ^ 
fttr  Vferthe  haben  mag,  also  ist  ganz  allgemein 

X-  [2inf(r)+2mf(r)y]  (r-r«)+2m-J?  [x'y'Oj'-,?',) 

+  x'z'(^-$'o)]. 

Dies  ist  dann  dieselbe  Form  wie  die  der  vorhin  aus  §  279  benutzte 
Gleichung,  wir  können  denmach  mit  Hülfe  derselben  Bem^kungen  wie 
oben  erhalten,  wenn  wir  nun  die  X,  Y,  Z  den  TrUgheitskräften  gleichsetzen^ 

Im  Folgenden  sollen  nun  zur  Vereinfachung  die  oberen  Indices  weg- 
bleiben und  auch  immer  nur  eine  von  den  drei  Gleichungen  aufgeführt 
werden,  da  die  für  die  anderen  Axen  sich  durch  einfache  Vertauschung 
der  ^  in  1;  und  ^  und  des  entsprechenden  ö  ergeben. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Bewegung  des  Gleichgewichtsortes  dargestellt 
werde  nach  den  bekannten  Bezeichnungen  durch 


g^  —  a^  sin  2  n  I  "j— )  1    (^O 

so  ist  also  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Bewegung  des  Massen- 
theilchens  m 
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oder,  wenn  die  Schwingungsdauer  T  mit  der  eigenthUmlichen  Schwingungs- 
dauer zusammenfällt, 

Durch  Integration  dieser  Gleichungen  finden  wir 

^—  Tizhg5-a,8"»2«^  +  b8in2«i-t^,    (2.) 

^as  —  TT-j     a„cos27r— j5 hb8in2yg      '  ^  ,    (3.) 

wo  b  und  /?  die  beiden  willkürlichen  Constanten  sind. 

In  beiden  Fällen  setzen  sich  demnach  die  Schwingungen  der  Kdrper- 
theilchen  aus  zwei  Theilen  zusammen,  von  denen  der  jedesmal  zuerst 
stehende  Ausdruck  unabhängig  von  den  noch  willkürlichen  Constanten  also 
vom  Anfangszustand  ist.  Die  dadurch  bestimmten  Schwingungen  müssen 
also  immer  vorhanden  sein,  wenn  der  Gleichgewichtsort  des  Körper- 
theilchens  in  der  durch  (1)  gegebenen  Weise  oscillirt;  wir  nennen  sie 
desshalb  die  wesentlichen  Schwingungen.  Das  zweite  GUed  stellt 
Schwingungen  dar,  welche  nach  Phase  und  Amplitude  vom  Anfangs- 
zustande abhängen.  Diese'  Schwingungen  werden  unwesentliche 
genannt. 


3*    Die  angenommenen  Schwingungen  der  Gleichgewichts- 
örter    der    KOrpertheilchen    werden    durch    Lichtschwin- 
gungen hervorgebracht. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  zerfällt  in  zwei  Theile,  je  nachdem  nur  die 
verschobenen  benachbarten  Aethertheilchen  oder  dazu  die  verschobenen 
Körpertheilchen  den  Gleichgewichtsort  eines  Korpertheilchens  verändern. 

1)  Die  Verschiebungen  seien  bewirkt  durch  die  der  benachbarten 
Aethertheilchen. 

In  Bezug  darauf  nehmen  wir  an,  dass  wegen  der  gössen  Spannung, 
in  der  sich  der  Aether  befindet,  durch  die  Wirkung  eines  Korpertheilchens 
die  Lage  der  ihm  benachbarten  Aethertheilchen  zu  den  anderen  Aether- 
theilchen nicht  merkUch  geändert  werde.  Darnach  werden  die  Aether- 
theilchen, welche  in  der  Ruhelage  auf  einer  dem  Lichtstrahl  parallelen 
Linie  liegen,  während  der  Lichtbewegung  nicht  merklich  von  einer 
Sinusoide  abweichen.  Es  ist  demnach  die  Bewegung  des  Aethers  fQr  einen 
linear  polarisirten  Lichtstrahl  bei  jeder  beliebigen  Bewegung  des  Korper- 
theilchens ausgedrückt  durch 

q'  ob  a'sm  2ft — jT-  • 
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Denken  wir  uns  nun  (Fig.  66)  alle  Korpertheilchen  in  ihrer  Ruhelage 
verharrend  und  den  Gleichgewichtsort  eines  Körpertheilchens  m,  wenn 
der  Aether  ganz  unwirksam  wäre  in  A  sich  befindend,    Ist  aber  nur  der 
Aether  wirkend,  so  möge  der  Gleicbgewichtsort 
''  ^  von  m  in  B  sich  befinden ,  so  lange  der  Aether  in 

^r,.x'\  Ruhe  ist,  dagegen  in  B^  wenn  die  Aethertheilchen 

verschoben  sind.    Unter  beiderseitigem  Einfluss 
1f'       '"       wird  also  bei  ruhendem  Aether  der  Gleichgewichts- 
^  ort  von  m  zvirischen  A  und  B  etwa  in  C  auf  der 

Geraden  AB  hegen,  und  bei  verschobenem  Aether  in  C  auf  AB^  Da  in 
jedem  dieser  Fälle  der  Gleichgewichtszustand  stabil  ist,  so  wird  m  nach 
seinem  Gleichgewichtsort  hinstreben.  Bei  ruhendem  [verschobenem]  Aether 
strebe  m  von  C  [C]  aus  mit  der  Kraft  mkCA  [mk'(7A]  dem  Punkte  A  und 
mit  der  Kraft  ink, GB  [mk/C'B']  dem  Punkte  ^\«]  zu.  Da  nun  C  und  C 
die  GleichgevrichtsOrter  sind,  so  ist 

mkCAfmk'C'A]  — mk,CBfmk/CB']  also 
CA:CB  -=k,:k  und 
C'ArC'B'— k/:k', 
wo  die  Accente  andeuten ,  dass  die  Kräfte  nach  den  verschiedenen  Rich- 
tungen verschieden  sein  können. 

Wenn  nun  die  Verschiebungen  der  Aether-  und  Korpertheilchen  sehr 
klein  sind  im  Vergleich  zu  ilu*en  Abständen,  so  muss,  da  AB  und  AB'  von  der 
Ordnung  dieser  Abstände  sind,  BB'  sehr  klein  sein  gegen  AB  und  AB^ 
also  ist  auch  der  Winkel  BAB'  sehr  klein.  Man  kann  dann  ohne  merk- 
lichen Fehler  k  a»  k',  k,  ■»  k/  setzen.  Dann  ist  aber,  wenn  wir  die  Ver- 
schiebung des  Aetbers  durch  die  Gerade  BB'  vorstellen,  BB'  j}  CG',  also 
erfolgt  die  durch  den  Aether  allein  bewirkte  Verschiebung  des  Gleich- 
gewichtsortes von  m,  d.  i.  CG'  mit  der  Aetherverschiebung  in  gleicher 
Richtung  und  ist  derselben  proportional.   Wir  können  demnach  schreiben 

S>_Ce'  — Ca'sin27ri±^\ 

wo  G  eine  Gonstante  ist 

Damit  ist  also  bewiesen,  dass  wenn  die  Korpertheilchen  in  Ruhe 
wären,  durch  die  Verschiebung  der  Aethertheilchen  eine  Versdiiebung  der 
Gleichgewichtsorte  eintritt,  die  bestimmt  ist  durch  eine  Gleichung  von  d«* 
Form  (1.) 

2)  Es  mögen  nun  «och  die  Korpertheilchen  frei  und  durch  den  Licht- 
strahl in  Bewegung  gesetzt  sdn  uäd  den  Gkichgewicbtsort  weiter  ver- 
schi^en. 

Bei  dieser  Betrachtung  nehmen  wir  voraus,  was  in  der  folgmden 
Nummer  bewiesen  werden  soll,  dass  die  Amplitude  a^  der  (1)  mit  der  Zeit 
veränderlich,  und  nicht,  wie  es  bei  der  Integration  angenommen  ist,  con- 
stant  ist.  Zugleich  soll  dann  aber  dargethan  werden,  dass  eben  desswegen 
die  unwesentlichen  Schwingungen  nicht  zu  berücksichtigen  sind. 
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Unser  jetzt  zu  ftthreDder  Beweis  zerfilllt  wiederum  in  zwei  Theile 

a)  die  eigenthQmlichen  Schwingungsdauem  derKörpertbeilchen  stim^ 
men  nicht  mit  der  OsciUationsdauer  des  Aethers  Oberein,  es  giebt  also  keine 
Absorption. 

Wir  haben  demnach  die  Gleichungen 

&  —  aosm27r-Y7-,     ?  — frz^lo- 

Nach  dem  obigen  Beweis  ist  nun  für  die  durch  den  Aether  bewirkte 
Verschiebung  $o  "^  C^Q%  mithin 

T* 

Alle  anderen  KOrpertheilchen  müssen  nun  ähnhch  darzustellende  Ver- 
schiebungen erleiden  und  zwar  jede  parallel  denHauptaxen  ihres  Ellipsoides. 
Das  Theilchen  m^  z.  B.  die  Verschiebungen 

rpi  rpi  rpi 

Alle  diese  Verschiebungen  sind  also  proportional  den  Aetberverschie- 
bungen,  demnach  müssen  es  auch  sein  ihre  Wirkungen  auf  den  Werth  $o  9 
man  kann  demnach  die  Summe  dieser  Wirkungen,  wenn  D  eine  Constante 
ist,  bezeichnen  mit  D^',  so  dass  man  nun  erhält 

§0  — (C  +  D)^'  undg-  ^,^^  (C  +  D)g\ 

Die  Verschiebungen  aller  anderen  KOrpertheilchen  müssen  aber  wie- 
derum ebensolche  den  Aetherschwingungen  proportionale  GUeder  hinzu 
erhalten  und  deren  Gesammtwirkung  wird  rückwärts  auf  die  Vertheilung 
der  ^0  einwirken  u.  s.  f.,  so  dass  man  wird  schreiben  können  • 

?,-(C  +  D  +  E  +  ...)e'. 

Es  setzt  sich  also  die  Verschiebung  §^  des  Gleichgewichtsortes  von  m 
durch  eine  unendUche  Reihe  von  Gliedern  zusammen,  aber  doch  so,  dass 
dieselbe  immer  noch,  wie  zu  beweisen  war,  proportional  der  Aetherver- 
schiebung  bleibt. 

b)  Die  eigenthümliche  Schwingungsdauer  nach  einer  der  drei  Axen 
einiger  KOrpertheilchen  stimmt  mit  der  OsciUationsdauer  des  Aethers 
überein. 

Hier  kommt  also  in  die  Schwingungsgleichung  nach  (2)  und  (3)  statt 

sin  27r    "]L      der  Ausdruck  —  cos  27r  -^ —  . 

Die  Theilchen,  deren  eigenthümliche  Schwingungsdauer  mit  der  Dauer 
irgend  welcher  Lichtschwingungen  tbereinsthnmen,  werden  nun  im  AUge- 

t     I     /y 

meinen  sehr  gering  sein,  denn  der  Ausdruck  —  cos 2 tt      ^     bezieht 

sich  eben  nur  auf  diejenigen,  welche  eine  ganz  bestimmte,  mit  der  Oscil- 
lationsdauer  des  gerade  der  Betrachtung  unterliegenden  homogenen  Licht- 

Klein,  Theorie  der  Elastleitli  etc.  24 
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Strahles  übereinstimmeiide,  eigenthttmliche  SchwingUDgsdaoer  haben.  Hat» 
wird  daher  die  Wirkung  dieser  letzteren  Theikhen  auf  die  Lage  der  Gleich- 
gewichtsOrter  im  Allgemeinen  als  unmerklich  ansehen  können,  womii 
aber  nicht  gesagt  ist,  dass  die  Absorption  ohne  Einfluss  ist;  denn  zu  dieser 
tragen  alle  Körpertheilchen  bei,  deren  eigenthUmliche  Schwingungsdauem 
zwischen  zwei  weit  von  einander  entfernten  Grenzen  hegen  d.h.  alle, 
welche  Antheil  haben  an  der  Absovption  einer  ziemlich  ausgedehnten 
Strecke  im  Spectrum ,  während  von  diesen  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  den 

Ausdruck  —  cos2yg   "T      statt  sin  27g   "l      enthält. 

Wenn  man  diesen  Schluss  nicht  zugeben  will,  so  kann  man  die  Wir- 
kung dieser  Theilchen  als  selbstständige  Schwingungen  der  Gleichgewichts- 
Orter  ansehen,  welche  der  Formel 

5o  ""  —  aocos27r — -^ —  —  ao  sm27r — ' — ^^ 

folgen  und  für  sich  der  Gleichung  genügen. 

Es  gilt  demnach  allgemein  go  •-=  q^' ««  qa'sin  27i:-^^ —  ^  wo  q 

eine  Constante  bedeutet. 

Zerlegt  man  die  Aetherverschiebung  ^'  nach  den  drei  Schwingungs- 
axen  des  Korpertheilchens  m  und  bezeichnet  mit  ^  die  der  x  parallele 

Componente  und  mit  c  den  cos  ^'x ,  so  hat  man 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  lautet:  die  Schwingungen  des  Gleich- 
^ewichtsortes  jedes  Korpertheilchens  nach  jeder  seiner  Axen  sind  den  ihnen 
parallelen  Schwingungscomponenten  des  Aethers  proportional  und  haben 
mit  demselben  gleiche  Dauer  und  Phase. 

Es  sollen  nun  im  Folgenden  diejenigen  Körpertheilchen,  für  die  d 
sehr  klein  ist  im  Vergleich  zur  Licht -Oscillationsdauer,  refractive 
Theilchen  und  dagegen  diejenigen,  deren  eigenthümUche  Schwingungs- 
dauer mit  der  Dauer  irgend  welcher  Lichtschwingungen  übereinstimmt, 
also  grosser  ist  als  die  Schwingungsdauer  des  Aethers  an  der  äussersten 
Grenze  des  ultravioletten  Lichtes,  absorptive  Theilchen  genannt  werden. 

4.    Wegen   der  Veränderlichkeit   von   ao    bleibt  der  Aus- 
druck  für   die   wesentlichen   Schwingungen    der  KOrper- 
moleküle  unverändert,  die  unwesentlichen  Schwingungen 
aber  können  vernachlässigt  werden. 

Um  nun  erstens  darzuthun,  dass  ao  nicht  constant  ist,  geht  SeUmeier 
davon  aus,  dass  ein  natürUcher  Lichtstrahl  nie  eine  Polarisation  zeigt, 
während  die  Theorie  einen  homogenen  Lichtstrahl  zu  jeder  Zeit  als  ent- 
weder elliptisch  oder  kreisförmig  oder  geradlinig  polarisirt  darstellt.    Um 
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diesen  Widerspruch  zu  heben,  ist  die  Annahme  nothwendig,  dass  die  Bahn 
des  Aethertheilchens  Veränderungen  unterworfen  ist,  welche  so  schnell 
vor  sich  gehen ,  dass  die  in  einer  noch  so  kurzen  bemerkbaren  Zeit  nach 
einander  vorkommenden  Polarisationszustände  des  Strahles  im  Gesichtsein- 
druck sich  gegenseitig  aufheben  und  daher  nicht  zur  Wahrnehmung  ge*- 
langen  können.  Weiter  schliesst  dann  Sellmeier  aus  den  Beobachtungen 
von  Fizeau  und  Foucault,  nach  denen  im  Sonnenlicht  noch  Interferenzen 
bei  einem  Gangunterschied  von  4000  Wellenlängen  und  im  Natriumlicht 
bei  einer  WegdifTerenz  von  50000  Wellenlängen  beobachtet  sind,  dass 
diese  Veränderungen  der  Bahnellipsen  des  Aethertheilchens  keine  plötz- 
lichen sein  können ,  sondern  dass  sie  im  Verhältniss  zur  Geschwindigkeit 
der  Schwingungen  sehr  langsam  und  stetig  erfolgen.  „Zerlegt  man  nun, 
schliesst  Sellmeier  weiter,  einen  natürlichen  homogenen  Lichtstrahl  in 
zwei  senkrecht  auf  einander  polarisirte ,  bringt  die  letzteren  dann  in  eine 
einzige  Polarisationsebene  und  lässt  sie  mit  einander  interferiren,  so  kann 
man  scUiessen,  dass  innerhalb  jeder  noch  so  kui*zen  bemerkbaren  Zeit  alle 
möglichen  Phasenunterschiede  zwischen  beiden  Strahlen  in  gleichem  Grade 
vertreten  sind  und  dass  daher  die  in  demselben  kurzen  Zeitraum  nach  ein- 
ander folgenden  Interferenzwirkungen  in  dem  einheitlichen  Lichteindrucke 
sich  gegenseitig  aufheben  werden  oder  dass,  wie  man  es  etwas  uneigentlich 
auszudrücken  pflegt,  solche  Strahlen  niemals  interferiren  können.^^ 

Es  folgt  also  endlich,  dass  die  Schwingungsamplitude  a'  in  einem 
linear  polarisirten  homogenen  Lichtstrahl  nicht  constant,  sondern  ver- 
änderUch  ist. 

Die  mittlere  Anzahl  derjenigen  Schwingungen,  welche  von  zwei  be- 
nachbarten NuUwerthen  der  Amplitude  eingeschlossen  sind,  werde  eine 
Schwingungsreihe  genannt. 

Da  nun  nach  der  vorigen  Nummer  nie  $o  i  ?o  *  ^  proportional  den 
q'  sind,  so  gilt  diese  eben  gemachte  Folgerung  auch  von  den  Schwin- 
gungen der  Gleichgewichtsorte,  es  ist  also  ao  veränderhch. 

Beweis,  dass  die  Veränderlichkeit  von  ao  auf  die  Gleichung  der  wesent- 
lichen Schwingungen  (2.)  und  (3.)  ohne  Einfluss  ist. 

Wir  können  uns  denken ,  dass  das  Zu-  und  Abnehmen  der  Schwin- 
gungsamplitude des  Aethers  und  damit  auch  der  des  Gleichgewichtsortes 
des  Körpertheilchens  erzeugt  werde  durch  das  successive  Entstehen  und 
Verschwinden  von  auf  einander  gelagerten,  gleichphasigen  elementaren 
Schwingungsrejhen,  deren  Amplituden  unendlich  klein  aber  constant  sind. 

Es  bestehe  also  ao  aus  den  zu  den  Zeiten  t^,  t,,  t, ...  entstandenen 
unendlich  kleinen  Elementen  J{d^\<,  ^Mt  •  •  m  ^^  ^^^  ist 

?o  =  I  ^(ao),  -h  ^Mt  +  ...  J  sin  27r-±^  • 

a)  Es  lassen  sich  dann,  wenn  d  und  T  verschieden  sind,  die  zu  den- 
selben Zeiten  entstehenden  wesentlichen  Schvnngungen  des  Körpertheilchens 
folgendermassen  ausdrücken: 

24* 
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rp>  _  g^  ^Mi  stD  27r  -^  ,   y,  _  ^t  ^(^)«  »">  2/r-"^, 

Durch  deren  Aufeinanderlegen  entsteht 

also  derselbe  Werth  der  wesentlichen  Schwingungen  wie  oben  (2.)* 

b)  Ist  T  ■»  d,  so  erhalten  wir  durch  die  analoge  Zusammenlegung 
nach  (3.) 

—  7t\    *T  ^J(d^\  +--j-'i^(ao)j+  ...   cos  2  TT-^j^— —  acos  2/r  -^^, 

da       n 

Beweis,  dass  die  unwesentlichen  Schwingungen  wegfallen  müssen. 

Die  unwesentlichen  Schwingungen  haben  bei  der  oben  gemachten 
Zusammensetzung  nicht  immer  dieselbe  Phase  ß^  sondern  dieselbe  hat  alle 
Werthe  zwischen  0  und  d,  und  zwar  sind  alle  diese  Werthe  in  gleichem 
Grade  vertreten,  es  ist  mithin  die  Gesammtamphtude  nicht  gleich  der  Summe 
der  einzelnen  Amplituden,  sondern  es  ist  das  Quadrat  der  Gesammtamph- 
tude gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  EinzelampUtuden  und  es  bleibt 
desshalb  die  Gesammtamphtude  immer  unendhch  klein. 

Es  soll  nun  im  Folgenden  die  Ausfuhrung  des  Beweises  gegeben 
werden  für  den  Fall,  dass  T  von  d  verschieden  ist 

Zur  Zeit  t'  gehe  die  Amplitude  ao  des  Gleichgewichtsorts  über  in 
at  +  iia«,   und   es  werden   dadurch   die   unwesentUche  Schwingung 

+  Jh  sin  2n:  — j^  erzeugt  ^ 

Wenn  also  vor  der  Zeit  t'  war 

t  T*  .    .    t+a  .    .    .   ^    i  +  ff 

g—  y_yaosm2yg~p+bsm2yr-y-, 

so  ist  nach  derselben 

g  —  |i^  (a*+^ao)sin27r^-±^  +  bsin2fri±^± 

Zur  Zeit  t'  müssen  diese  beiden  Werthe  einander  gleich  sein.  Dies  giebt 

±^bsin2fr^^^ _Il_^aosin2.r^l^. 

Dessgleichen  sind  die  Geschwindigkeiten  d.  h.  die  Werthe  von  -ß 

dt 
zur  Zeit  t  »« t'  dieselben.    Dies  giebt 

±^bcos2yr    '^^  ^  —  ^.  y,_^,   Jf^o  cos2n     "^  ^  . 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 
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^'>'-(l53y^*>)'('"''''T^+|r«»''2»T^)-    *■) 

^h  ist  also  ein  unendlich  kleiner  Werth,  so  lange  T  von  d  versclueden 
und  ^ao  unendlich  klein  ist. 

Nehmen  wir  nun  einen  Zeitraum  Ton  t^  bis  tr  und  yerändere  sich  in 
diesem  die  Amplitude  des  Gleichgewichtsortes  rmal  um  z/ao  ^  gleichgQhig 
ob  Ab-  oder  Zunahme,  so  werden  dadurch  r  unwesenthche  Schwingungs- 
reihen erzeugt,  die  sieh  auf  einander  lagern.  Die  resuhirende  Schwingung 
ist  dann 

B  sin  27r^^  —  Jh,  sin  S/r^-i-^  +  Jh^ sin  27r^-t^*  t . . . 
—  2^bsin27r^^=t£^ 

wo  die  Werthe  von  Jh  und  ß  aus  (a)  und  (b)  zu  berechnen  sind,  indem 
dort  statt  t'  gesetzt  wird  t^,  t^ . . . .  t, . 

Da  die  vorstehende  Gleichung  gelten  muss  für  jedes  t  >  t,,  so 
erhjilt  man  durch  Gleichsetzung  derCoefBcienten  gleicher  trigonometrischer 
Funktionen  von  t 

B  sin  27t^  —  2  ^b  sin  Stt^  , 

B  cos  2^-^  —  2  «^fc  cos  27^4  ,  mithin 

B*  — 2^b*+  2  ^bm  -^bn  cos2^^'°T^°, 

0 

wo  das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  r(r —  1)  Pro- 
dukte bedeutet,  welche  man  erhält,  wenn  man  jeden  der  rWerthe  von  z/b 
und  dem  zugehörigen  ß  in  der  angezeigten  Wrise  mit  jedem  der  r — 1  an- 
dern Werthe  von  Jh  und  dem  zugehörigen  ß  verbindet  Ist  nun  z/a^ 
unendUch  klein,  also  die  Veränderung  der  Amplitude  des  Gleichgewichts- 
ortes langsam  und  continuirlich,  so  wird  r  unendlich  groeis  genommen 
werden  müssen.  Da  unter  den  obigen  Produkten  eine  grosse  Menge  von 
solchen  Grdssen  vorhanden  sein  wird,  die  einander  absolut  gleich  sind, 

in  denen  aber  der  Werth  von  cos  27i;  ^"  ^  ^°  ebenso  oft  negativ  als  po- 
sitiv ist,  so  kann  die  Summe  derselben  mit  grosser  Näherung  gleich  0 
gesetzt  werden,  so  dass  also  ist 

B*  — 2^b«, 
oder,  wenn  wir  den  Mittelwerth  von  Jh  mit  JV  bezeichnen, 

B«  —  tJV\ 
Da  nun  aber  dieser  Jfittelwerth  unendlich  klein  ist),  wenn  gleichzeitig 
r  unendlich  gross  gesetzt  wird,  so  ist 
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1         1 
B*  =«  oo — := —  ■-=  unendlich  klein,  was  zu  beweisen  war. 

Wenn  aber  T  von  d  nur  sehr  wenig  verschieden  ist,  kann,  obgleich 
JdiQ  unendlich  klein  ist,  dennoch  nach  (b)  Jh  einen  endlichen  Werth 
erlangen  und  daher,  weil  die  in  ihnen  enthaltene  lebendige  Kraft  der  Licht- 
bewegung verloren  geht,  einen  merklichen  Lichtverlust  erzeugen. 

Wenn  wir  nun  der  Einfachheit  wegen  unsere  Zeit  t  so  rechnen,  dass 
a  wegbleiben  kann,  so  bleiben  zur  weiteren  Betrachtung  übrig  die  fol- 
genden Gleichungen. 

Die  Schwingungsgleichung  des  momentanen  Gleichgewichtsortes 

fo  »«ao  sin  27t  Y  ' 

Die  Verschiebung  des  KOrpertheilchens  in  der  Richtung  der  x, 

a)  wenn  die  Schwingungsdauer  des  Lichtes  verschieden  ist  von  der 

eigenthümlichen  Schwingungsdauer  d  des  KOrpertheilchens 

T*  t  T* 

^  "^  T«^(5«  ao  sin  27r  Y  ~jt_g$  & »  (4.) 

b)  wenn  T  —  J. 

y  «         ^  da  TT  .  ^  .       /r  N 

f  =«=  —  a  COS  27t-r  i  wo  -j—  =1-  ao  ist.  (5.) 

o  dt        o 

Sellmeier  erwähnt  noch,  dass  die  Gleichung  (5.)  sich  einfach  ableiten 

lässt  aus  den  Gleichungen 

^5  ^^  ^        A  ^*?     "     47r»  ..       . , 


5«    Rückwirkung   der   Schwingungen   der   KOrpertheilchen 
auf  die  Aetherschwingungen. 

Die  Schwingungsgleichungen  sind: 

^0  OB  ao  sin  2 TT -7p-  für  den  momentanen  Gleichgewichtsort, 

^'  o.  a'  sin  27r  Y  für  den  Aether. 

In  Bezug  auf  die  der  Korpertheilchen  unterscheiden  wir  entsprechend 
den  Gleichungen  (4)  und  (5)  der  vorigen  Nummer: 

a)  Die  Körperschwingungen  sind  gegeben,  wenn  T  von  d  verschieden 
ist,  durch 

T*  t  T* 

g  ~  T'  —  3^  «0  8in2yr  Y"" >p_^  §0  . 

also  ist  die  Schwingungsdauer  des  Körpermoleküls  gleich  der  seines  Gleich- 
gewichtsortes und  der  des  Aethertheilchens  d.  h.  durch  das  Licht  werden 
stets  nur  solche  Schwingungen  der  Korpertheilchen  erregt,  welche  mit 
den  Lichtschwingungen  isochron  sind. 
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Da  die  Amplitude  ;=r ri^o         .-    wird,  je  nachdem  T^d  ist,  so 

*^  T*  —  0*     negativ  '' 

folgt  aus  der  Formel,  dass,  wenn  die  eigenthttmUche  Schwingungsdauer 
des  Körpertheilchens  kleiner  ist  als  die  Schwingungsdauer  seines  momen- 
tanen Gleichgewichtsortes,  so  bewegen  sich  beide,  das  Korpertheilchen 
und  sein  Gleichgewichtsort,  stets  in  gleicher  Richtung,  ist  dagegen  jene 
grösser  als  diese,  so  ist  die  Bewegung  des  einen  stets  der  des  andern  ent- 
gegengesetzt. 

Ist  T  <  d,  so  wird,  wenn  §>  ^  0  ist,  gleichzeitig  f  §  0  d.  h.  es  be- 
finden sich  das  Körpertheilchen  und  sein  momentaner  Gleichgewichtsort  stets 
auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Ruheortes  und  da  gleichzeitig  $o  ""0  und 
^■■0  ist,  so  begegnen  sich  die  Punkte  im  Ruheort. 

Ist  T  >  d,  so  wird,  wenn  ^o  ^  0  ist,  gleichzeitig  |  ^  0  d.  h.  es  be- 
finden sich  das  Körpertheilchen  und  sein  momentaner  Gleichgewichtsort 
auf  derselben  Seite  des  Ruheortes  und,  da  ^  immer  y>  ^o  ist,  so  befindet 
sich  das  Körpertheilchen  nie  zwischen  seinem  Gleichgewichts-  und  Ruheorte. 

T* 

Die  Schwingungsamplitude  des  Körpertheilchens  ^ ^  a^  ist  für 

d  unendlich  klein  ao  und  ftlr  unendlich  gross  verschwindend  klein  d.h.  wenn 
die  eigenthttmUche  Schwingungsdauer  des  Körpertheilchens  unendlich  klein 
ist,  so  befindet  sich  dasselbe  stets  unendlich  nahe  seinem  momentanen 
Gleichgewichtsorte,  wenn  sie  aber  unendlich  gross  ist,  bleibt  das  Körper- 
theilchen fast  unbeweglich  in  seinem  Ruheorte. 

Fttr  die  Rückwirkung  der  Schwingungen  der  Körpertheilchen  auf  die 
Aetherschwingungen  ist  nun  besonders  zu  beachten,  dass  die  Amplitude 
der  Schwingungen  der  ersteren  stets  proportional  ist  der  seines  Gleich- 
gewichtsortes mithin  auch  der  des  Aethers.  Wenn  demnach  die  Amplitude 
des  Aethers  am  Ende  einer  Schwingungsreihe  gleich  Null  geworden  ist,  so 
ist  es  auch  die  des  Körpertheilchens.  Letzteres  behalt  also  von  der  in 
seinen  Schwingungen  enthalten  gewesenen  lebendigen  Kraft  nichts  zurück, 
80  dass  also  dieselbe  der  Lichtbewegung  verblieben  ist  d.  h.  eine  Absorption 
des  Lichtes  findet  durch  diese  Schwingungen  nicht  statt.  Da  aber  durch 
dieselben  die  Masse  der  schwingenden  Theilchen  vermehrt  ist,  so  muss 
dadurch  ein  Einfluss  auf  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  damit  auf 
die  Brechung  des  Lichtes  ausgeübt  werden. 

b)  Die  Körperschwingungen  sind  gegeben,  wenn  T  ««i  d  ist,  durch 

'  ^      t  da       TT       .  ^ 

I  «=  —  a  cos  2  /r  -T- ,  ^^  "TT  ""  "T  ^ 

Statt  dessen  können  wir  setzen 


?=»=asin27r(|-^). 


Die  Schwingungen  des  Körpertheilchens  sind  demnach  gegen  die 
seines  Gleicbgewichtsortes,  also  auch  gegen  die  des  Aethers,  um  den  vierten 
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Theil  einer  Schwingungsdauer  yerspfltet.  Aus  der  Gleichung  für  die  Am- 
plitude a  erkennt  man,  dass  die  des  Körpertheilchens  während  jeder 
Schwingung  um  die  mit  der  Zahl  n  multipUcirte  Amplitude  seines  Gleicb- 
gewichtsortes  zunimmt. 

In  Bezug  auf  die  Rückwirkung  der  KOrperschvringungen  auf  die 
Aetherschwingungen  ist  wichtig,  dass  gerade,  wenn  diese  Schwingung  auf- 
hört, die  erstere  ihr  Maximum  erreicht  Die  in  isx  Schwingungsbewegung 
des  Körpertheilchens  enthaltene  lebendige  Kraft  geht  daher  voUsUindig  der 
Lichtbewegung  verloren.  Die  durch  unsere  Gleichung  dargestellten  Kor- 
perschwingungen  sind  demnach  die  Ursache  der  Absorption. 

„Hat  die  Schwingungsreihe,  folgert  Sellmeier  weiter,  im  erregende« 
Lichte  ihr  Ende  erreicht,  d.  h.  ist  ihre  Amplitude  bis  zu  Null  herabgesunken, 
so  werden  die  Oscillationen  der  Korpertheilchen ,  deren  Amplitude  jetzt 
gerade  im  Maximum  sich  befindet,  noch  fortdauern,  und  sie  werden 
auch  noch  fortfahren,  um  eine  Viertel-Undulation  verspätete  Aetherschwin- 
gungen zu  erregen.  Da  diese  aber  nicht  mehr  in  entgegengesetzte  Aether- 
schwingungen aufgehen,  weil  solche  nicht  mehr  vorhanden  sind,  so  werden 
sie  im  Allgemeinen  als  ausgestrahltes  Licht  zum  Vorschein  kommen ;  es  ist 
dies  das  Fluorescenzlicht,  welches  demnach  jedesmal  erst  dann  beginnt, 
wenn  eine  Schwingungsreihe  im  erregenden  Lichte  ihr  Ende  erreicht  hat, 
was  allerdings  Millionenmale  in  der  Secunde  vorkommen  mag.^^ 

6«  Bestimmung  des  Brechungsexponenten. 

Um  den  Einfluss  der  Schwingungen  der  KOrpermoleküle  auf  die  der 
Aethermoleküle  zu  bestimmen,  bedient  man  sich  des  Princips  der  Erhal- 
tung der  lebendigen  Kraft. 

Schwingt  das  Aethertheilchen  m,  so  ist  die  Kraft,  die  dasselbe,  wenn 
es  sich  um  |  von  der  Ruhelage  entfernt  hat,  nach  dieser  Lage  zurücktreibt, 
nach  %  224  km|,  die  Arbeit  also,  welche  verbraucht  wird^  um  das  Theil- 
chen  m  um  die  Strecke  a  zu  entfernen  ist 


a 


^km|d^  —  ikma'. 

0 

Wenn  nun  dieses  Theilchen  allein  schwingt,  so  wird  es  demnach  beim 
Passiren  des  Gleichgewichtsortes  die  lebendige  Kraft  ikma*  besitzen.  Ist 
diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt,  sondern  zieht  es  die  Korpertheilchen  mit 
in  Bewegung  oder  helfen  diese  der  Bewegung,  so  verliert  oder  gewinnt  das 
Theilchen  zur  vorhandenen  lebendigen  Kraft. 

Ist  sie  L  geworden,  wo  also  dann  L  S  i  k  m  a*  wird  bei  einem  Verlust  oder 
Gewinn,  so  ist  die  Abgabe  (der  Gewinn)  ikma'  —  L  (L  —  Ikma*).  Beim 
Steigen  wird  also  diese  lebendige  Kraft  wieder  gewonnen  (abgegeben),  wenn 
ein  sich  gleichbleibender  Schwingungszustand  stattfinden  soll. 

Nach  den  bekannten  Bezeichnungen  ist  für  die  Lichtbewegung  inner- 
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halb  des  Körpers  T  -■  —    und   für  den  leeren  Raum    bei  dersdben 

l  T 

Wellenlänge  T'  — — ,  alsoT  — — . 

Im  leeren  Raum  ist,  wenn  das  Aethertheilcben  um  ^  verscboben  ist, 
die  Kraft,  mit  der  es  nach  dem  Ruheorte  zurückstrebt,  nach  $  224 

Tp5-m|,  alsok  — ^. 

Da  die  Aetherverschiebung  im  Körper  ganz  dieselbe  ist,  so  muss  auch, 
wegen  der  überall  gleichen  Ebsticitüt  des  Aethera,  k  denselben  Werdi  im 
Körper  haben ,  also 

,        4n*         ,47r» 

"^  »p/1   "^  "     js    • 

Denken  wir  uns  nun  ein  Volumen  V  so  klein,  dass  alle  in  demselben  be- 
flndhchen  Aethertheilcben  in  gleicher  Phase  schwingend  aBgeseben  werden 
können,  aber  auch  so  gross,  dass  es  eine  grosse  Anzahl  von  Körpertheilchen 
enthält.  Ist  m'  die  Hasse  des  Aethers  in  V  und  a'  seine  Schwingungs- 
amplitude, so  ist  nach  dem  Vorigen  die  geleistete  Arbeit,  wenn  das  Aether- 

theilchen  die  Amplitude  a'  hat,  n*-=5-  m'a'*. 

Die  lebendige  Kraft,  die  es  hat,  wenn  es  zur  Ruhelage  zurückkommt, 
wobei  es  einen  Tbeü  der  verwendeten  Arbeit  an  die  Körpermolecttle  ab-* 
giebt,  bestmunen  wir  aus  der  Gleichung  seiner  Schwingungsbewegung, 

nämUch  aus  £'  -■  a'  sin  27r=- ,  und  erhalten  dieselbe  gleich 


*"*  \dij  (t  — 4T)—   T* 


m' 


Der  Verlust  »i  lebendiger  Kraft  ist  demnach  <He  Differenz  der  ver- 
braocbten  Arbeit  und  der  vorhandenen  lebendigen  Kraft  d.  i. 

(n«-l)  ^m'a'^  (a) 

Dieser  Verlust  ist  an  die  Körpermolekttle  innerhalb  V  übergegangen; 
um  also  eine  Gleichung  zu  erhalten  suchen  wir  die  gewonnene  lebendige 
Kraft  der  Körpermoleküle.  Wir  brauchen  nur  die  Körpertheilchen  inner- 
halb V  zu  berücksichtigen,  denn  von  den  Molekülen  an  der  Grenze  erhalten 
die  innerhalb  befindlichen  genau  ebensoviel  von  dem  ausserhalb  befind- 
lichen Aether,  als  die  Körpertheilchen  ausserhalb  von  dem  Aether  inner- 
halb empfangen. 

Für  die  Schwingung  eines  Körpertheilchens  in  einer  seiner  Axen, 
dessen  eigenthttmliche  Schviringungsdauer  d  ist,  sei  a  die  Schwingungs- 
ampUtude  und  für  die  seines  Gleichgewichtsortes  sei  sie  ao ,  so  ist  die  ge- 
leistete Arbeit  für  die  grösste  Entfernung  des  Körpertheilchens  vom  Gleich- 

gewichtsort,  da  hier  k  —  -^5—  ist, 
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rj-  m(a  — ao)*, 


(5* 

und  es  würde  demnach  mit  dieser  lebendigen  Kraft  im  Ruheorte  an^ 
kommen. 

Seine  Bewegung  ist  aber  gegeben  durch  ^  »»  a  sin  2/?  ^^ ,  hat  also 

bei  seiner  Ankunft  im  Ruheorte  die  lebendige  Kraft 

,      /d|V  2  TT«       , 

*«"(drj(t-4T)"""T^"''-' 
mithin  hat  es  bei  Ankunft  im  Ruheorte  an  lebendiger  Kraft  gewonnen 

-7^  ma* j5-  m  (a  —  ao)* . 

Da  nun  aber  nach  (2.)  a  ■-:  ^^ ^^  ao  ist,  so  geht  der  Ausdruck  für 

den  Gewinn  tlber  in 

2ft*         T»         ,, 

AehnUche*  Ausdrticke,  nur  etwa  mit  anderen  Werthen  von  d  und  ao, 
erhält  man  ftlr  dasselbe  KOrpertheilchen  in  Bezug  auf  seine  anderen 
Schwingungsaxen. 

Für  die  ganze  lebendige  Kraft,  welche  sflmmüicfae  in  V  befindliche 

KOrpertheilchen,  wiäirend  ihres  Fallens  nach  dem  Ruheorte  von  dem  Aether 

empfangen,  kann  man  demnach  schreiben 

27r*  ^  T*         ,  ,,  , 

"f*"  ^  ^  T^_^  *o  »  (b.) 

wo  jedes  KOrpertheilchen  in  Bezug  auf  seine  drei  Hauptaxen  genommen 
werden  muss. 

Durch  Gleichsetzung  von  (a.)  und  (b.)  erhftlt  man  die  gewünschte 
Gleichung  für  die  brechende  Kraft  eines  Körpers  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Lage  der  GleichgewichtsOrter  der  KOrpertheilchen  nur  von  dem 
Aether  abhängig  sind, 

T* 
,_  -^"^T'-d'^'        J^maap 

Das  Snmmenzeichen  2  bezieht  sich  auf  alle  KOrpertheilchen ,  welche 
in  einem  beliebigen  Raum  enthalten  sind  und  bei  denen  d  nicht  ■■  T  ist, 
während  m'  die  Masse  des  in  demselben  Raum  enthaltenen  Aethers  be- 
deutet. 

Für  die  blos  refractiven  Theilchen  lässt  sich  wegen  der  Kleinheit  der 
eigenthümlichen  Schwingungsdauer  d  dieser  Werth  in  folgende  Reihe 
entwickeln 

,_  :ymao'      J^map^y  1        2^maoM*  1     , 

"         ^"^   m'a'*    "^    m'a'*     T*  "^     m'a'*      p  +  ---' 
dem  man,  wenn  man  A  -■  cT  setzt,  folgende  Form  geben  kann: 
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Diese  Reihe  unterscheidet  sich  Yon  der  Cauchy^schen  (§  309)  nur  da- 
durch, dass  sie  n'  statt  n  liefert 

7«    Veranschaulichung    der    brechenden    Kraft    und   des 

Brechungsexponenten. 

A.   Gurve  der  brechenden  Kraft 

In  der  Formel  der  vorhergehenden  Nununer 

T* 

2  m  ^. n  ao* 


n*  — 1  — 


T*— d« 


m'a" 


iN 


sind  alle  Körpertheilchen  enthalten,  also  auch  diejenigen,  welche  die  Ab- 
sorption bewirken.  Bezeichnen  wir  nun  d«  die  eigenthümliche  Schwingungs- 
dauer der  absorbirenden  KOrpertheile  und  d  die  der  brechenden,  so  ist 

»ps  »pi 

N-  A-Tö-^ 4- 


T— d,' 


m'  a'*  m'  a^ 

Ist  dann  Nr  die  brechende  Kraft  der  refractiven  und  Na  die  der  absorbi- 
renden KOrpertheile,  so  ist 


2  m 


Nr  — 


T*  — d* 


2  m 


Na  — 


V—d, 


iV 


m"a" 


m'a'* 
N  — Nr4-N.. 
Es  ist  aber  Nr  nach  der  vorigen  Nununer  abgekürzt 

Nr=-No+B^4-cl-4-... 

1 
Lassen  wir  für  die  graphische  DarsteUung  der  brechenden  Kraft  -^ 

die  Abscissen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  sein  und  N  die  zu- 
gehörigen Ordinaten,  so  heisse  die  hierdurch  charakterisirte  Curve,  die 
Curve  der  brechenden  Kraft. 

Die  Gleichung  der  Curve  der  brechenden  Kraft  ftlr  die  refractiven 


Flg.  67. 


Theilchen  ist  also 
Nr  =  No+Bx-fCx»-f..., 
wo  die  folgenden  Coefficien- 
ten  immer  kleiner  werden. 

Da  nun  -p-»=tga— B 

4-2Cx....,  istunddieCoef- 
ficienten  B,C ...  positive  Grös- 
sen sind,  welche  inuner  klei- 
ner werden,  so  wird  die  Curve 
nur  wenig  von  einer  Geraden 
abweichen,  also  ungeßihr  (Fig.  67)  die  punktnle  Linie  NrN,  geben. 
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Nehmen  wir  nun  zunächst,  um  die  absorptiven  Theilchen  zu  berück- 
sichtigen, nur  solche  von  der  einen  Schwingungsdauer  d^  hinzu,  so  ist 

-  -^  abgekürzt  K,  ^ — ^  , 


N.- 


wo  K,  die  Constante  -■  -n 
Es  ist  mithin 


1     :gmao' 


m'a'^' 


ist 


N  — Nr— K, 


T'V 


T*  — d,** 

Sei  nun  vorläufig  die  Curve  Nr  als  Gerade  angenonunen,  die  mit  der 
Abscissenaxe  den  Winkel  a  bilde,  so  können  wir  die  eben  aufgestellte 
Gleichung  umformen  in 

T»-<^.'     1 h. 


(N-Nr) 


Gonst. 


eosa      cosa 

Stelle  an  der  Figur  67  die  ausgezogene  Curve  die  Linie  der  brechenden 
Kraft  vor,  so  ist  ftlr  einen  Punkt  P  derselben 

PQ-:N,  RQ  — Nr  alsoPR  — N  — Nr, 

1     ^™      1       1     T— a>' 


da  femer  ist  OT  — -^,  QT^^  —  ^u^    ^^^ 

1  T* d «         1 

PS_QT— i-  — i^R-^.— i--, 
cos  a  T*  0,       cos  a 


also 


so  ist  nach  der  obigen  Gleichung  die  Curve  der  brechenden  Kraft  bestimmt 
durch  PR.PS  — Const., 

also  ist  dieselbe  eine  Hyperbel,  welche  die  der  Abscisse-j,  entsprechende 

Ordinate,  zur  einen  und  die  als  gerade  Linie  gedachte  Curve  der  brechenden 
Kraft  der  refractiven  Theilchen  zur  anderen  Asymptote  hat  Giebt  man 
dann  der  Curve  der  refractiven  Theilchen  die  ihr  zukommende  Krttmmung, 
so  müssen  die  ihr  entsprechenden  Tbeile  der  Hyperbel  an  dieser  Krüm- 
mung in  der  Weise  Tbeil  nehmen,  dass  die  Coordinaten-Differenz  zwischen 
beiden  keine  Aenderung  erleidet. 

Die  Linie  für  N  ist  die  der  ausgezogenen  entsprechende  punktirte  an 
der  Figur  mit  N  bezeichnete  Curve. 

Hiemach  kann  weiter  entwickelt  werden,  was  es  für  einen  Einfluss 
Fig  68.  hat,  wenn  mehrere  von  einander  ge- 

trennte Absorptionen  vorkommen.  Es 
wird  dann  die  Curve  der  brechenden 
Kraft  die  Gestalt  der  in  Fig.  68  ge- 
zeichneten Linie  haben,  wobei  man  zu 
beachten  hat,  dass  durch  ein  Öfteres 
Herausnehmen  solcher  Summen  die 
vorhergehenden  Theile  der  Curve  etwas 
gehoben,  die  nachfolgenden  aber  gesenkt  werden. 

Da  ferner  bei  den  festen  und  flüssigen  Körpern  die  Absorption  ge- 
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Fig.  69. 


wohnlich  nicht  auf  einen  bestimmten  Werth  von  T  beschränkt  ist,  sondern 
auf  einen  ganzen  mehr  oder  weniger  beschränkten  Theil,  der  sich  beziehe 
auf  das  T  von  &  bis  i"y  so  ist 

Es  ergiebt  sich  dann,  wenn  man  K,  welches  eine  unbekannte  Funktion 
von  -Ti  ist,  als  Constante  betrachtet,  die  an  Fig.  69  ausgezogene  Linie,  wo 

A  und  A'  die  Grenzen  des  absorbirten  Raumes  bezeichnen.  Es  liegt  mithin 
das  Maximum  der  brechenden  Kraft  in  diesen  Grenzen. 

Selbst  wenn  man  die  Absorption,  welche  vor  der  Hauptabsorption  be- 
ginnt und  auf  der  andern  Seite  über  dieselbe  hinausragt,  aber  durch  das 
Auge  von  der  Hauptabsorption  nicht  unterschieden  werden  kann,  berück- 
sichtigt, so  nimmt  doch  die  brechende  Kraft  (Fig.  69)  bis  zu  A  und  A'  zu. 

Da  femer  von  K  anzunehmen  ist,  dass  es  im 
Allgemeinen  an  den  Grenzen  dieses  Raumes  un- 
endlich klein  beginnt  und  nach  dem  Innern  des- 
selben zuniinmt,  so  wird  das  Maximum  der  bre- 
chenden Wirkung  der  absorptiven  Theilchen  etwas 
weiter  nach  dem  Innern  des  absorbirten  Raumes 
sich  verschieben  und  nicht  unendlich  gross  werden. 
Die  Curve  hat  dann  die  in  Fig.  69  punktirt  ge- 
zeichnete Gestalt. 

6.  Garve  der  Breehungsexponenten. 
Die  Curve  der  brechenden  Kraft  muss  in  Rezug  aufsteigen  und  Fallen 
Obereinstimmen  mit  den  der  Rrechungsexponenten ;  denn  hier  sind  die 
Ordinalen  n  und  bei  jener  N,  wo  N  —  n'  —  1  ist  Man  kann  ttberhaupt 
die  Formen  beider  Curven  als  ähnlich  betrachten,  nur  hätte  man  zu  be- 
denken, dass  hier  die  Curvenäsie  weder  genaue  Hyperbeln  noch  einander 
congruent  sind. 

S.    Folgerungen  aus  den  obigen  Formeln. 

Die  obigen  Formeln  enthalten  nicht  nur  eine  Erklärung  der  Dispersion, 
sondern  leigen  auch  die  Abhängigkeit  der  Rrechung  von  der  Absorption. 
Wir  haben  in  der  vorigen  Nummer  gefunden 

IN  — "•  lip  s^iE  J^-  a^  ——————— — _  ^ 

T*  —  d?   m'a'* 
Wenn  wir  nun  bedenken,  dass  N  —  Nr  ■-»  n*  —  nf^  wo  n  den  wirk- 
lichen  und   ttr  den  Rrechungsexponenten  bezeichnet,    der   stattfindet, 
wenn  gar  keine  Absorption  des  Lichtes  voriianden  wäre.  Setzen  wir  femer 
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maj 


T* 


Fig.  70. 


fö**  ^ — r^»  2Js  Constante,  einfach  A,  so  ist  n* — n?  «=:A  =— . 

nr  a'  "^         »p gl 

Dieser  Ausdruck  zeigt  zunächst,  dass  nur,  wenn  die  Grösse  A  einen 
merkUchen  Werth  hat,  die  Absorption  einen  Einfluss  auf  den  Brechungs- 
exponenten  haben  kann. 

Ist  T>dj,  so  ist  n>nr,  also  wird  der  Brechungsexponent  um  so  grös- 
ser. Je  näher  die  Schwingungsdauer  derjenigen  des  absorbirten  Lichtes  isL 
Ist  T  <1  i, ,  so  ist  n  <;  Ur  und  der  Unterschied  ist  wiederum  um  so 
grösser,  je  näher  die  bezeichneten  Schwingungsdauem  einander  sind. 

Schon  oben  ist  erwähnt,  dass, 
wie  es  bei  den  festen  und  flüssigen 
Körpern  immer  der  Fall  ist,  die 
Absorption  sich  nicht  nur  auf  eine 
Schwingungsdauer  ö^  bezieht,  son- 
dern auf  eine  Reihe  nebeneinander 
hegender   Schwingungen ,   wess- 
wegen  ein  Absorptionsband  ent- 
steht Wir  müssen  auf  der  rechten 
Seite     unserer    Gleichung    eine 
Summe   von    Ghedern    erhalten, 
wenn  mehrere  Absorptionsstreifen 
vorhanden  sind.   Vor  und  hinter 
jedem  Absorptionsband  haben  wir 
dann  dieselbe  Veränderung  von  n. 
SämmtUche  Folgerungen  für 
die  Brechungsexponenten  sollen 
nun  durch  Figuren  anschaulich 
gemacht  werden. 

Die  Abscissen  sind  wie  oben 
die  Werthe  1  :T',  und  in  allen  Fi- 
guren bedeuten  die  Buchstaben  B, 
C,  H  die  Endpunkte  der  Abscissen 
für  die  mit  denselben  Buchstaben 
bezeichneten  Fraunhofer'schen 
dunklen  Linien. 

1)  Es  findet  eine  Absorption 
im  ultravioletten  Licht  statt  Fig. 
70.  Die  punktirte  Linie  bezieht  sich 
auf  den  FaU,  dass  die  Absorption 
dem  Spectrum  näher  hegt  Die 
Gerade  soll  die  näherungsweise 
Curve  fttr  Ur  vorstellen. 

2)  Absorption  findet  im  Ultra- 
rothen  statt.  (Fig.  71.) 


Fl«.  71. 
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3)  Absorption  im  Ultraroth 
und  Ultraviolett  (Fig.  72.) 

4)  Absorption  innerhalb  des 
Spectrums.  (Fig.  73«,  Fig.  7ZK) 

Diese  Figuren  gd>en  zugleich 
eine  leichte  Uebersioht  der  Disper- 
sion und  namentlich  die  Fig.  73 
eine  der  anomalen  Dispersion. 

Die  Clurve  der  Brechungs- 

exponenten  gewährt  den  Vortheil, 

dass  sie  näherungsweise  die  Far- 

benvertheilung  im  Spectrum  zu 

erkennen  giebt.   Wir  können  die 

im  §  311,  3.  eingeführte  Grösse 

da'  auch  aufTassen  als  die  Differenz 

der    Ablenkung    der    aus    dem 

Prisma    austretenden    Strahlen. 

Der  absolute  Werth  dieser  Grösse 

ist  dort  gefunden  worden 

,   ,       cosacosi?'  . 
da'  —  — -j — ^  da. 
cos  a-  cos  ß 

Nach  §  311, 4.  ist  aber 
dn 
mithin  ist 

da' 


Fig.  73  a. 


BC 


Fig.  73  b. 


/l- 
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^ 


COS  g  COS/?' 
sm<p 

sing) 


da, 


dn. 


coso'  cos/? 

Wenn  nun  (/  nicht  sehr  klein  ist,  so  dass  man  den  Ck)efficienten  von 
dn  constant  nehmen  kann,  so  wird  es  erlaubt  sein,  die  Differenzen  dieser 
Ablenkung  nahe  proportional  den  Differenzen  der  Brechungsexponenten 
zu  setzen.    Man  braucht  also  nur  die  Punkte  der  Curve  auf  eine  Verticale 

zu  projiciren,  um  auf  dieser  fUr  die  Werthe  von  -^  die  betreffenden  Orte  im 
Spectrum  zu  erhalten  (cf.  %  313.) 


9«    Die  Theorie  von  0.  Meyer.*) 

Heyer  geht  von  dem  Gedanken  aus,  dass,  wenn  eine  Theorie  der  ano- 
malen Dispersion  aufgesteUt  werden  soll,  es  vortheilhaft  ist,  die  aufiallendste 
Eigenschaft  aller  anomal  brechenden  Körper  als  die  ursäcUiche  anzusehen. 
Eine  solche  Eigenschaft  ist  die  Undurchsichtigkeit,  welche  aus  einem  Wider- 
stand, den  die  schwingenden  Aethertheilchen  in  solchen  Mitteln  erfahren^ 


*)  Versuch  einer  Erklärung  der  anomalen  Farbenzerstreunng.  Pogg.  Ann.  145. 
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abznkiten  aeiii  wird.  Unter  der  Annahoie  kiener  Anqrikiideo  wmI  ui  Folge 
daroD  geriogo^Gesdiwiiidigkeiteii  der  Sehwingiuigen  seCie  nu  diese  Wider- 
sUndsknfte  den  Geschwindigkeiteii  propertioML 

Ist  der  Sitz  der  angenoimiieBeD  Widerstandskraft  m  der  ponderahk» 
Materie,  so  kann  diese  ak  unbewegt  angeseben  md  die  ball  der  abso- 
luten Geschwindigkeit  des  Aetbertbeikhens  proportional  gekommen  wer- 
den. Es  kann  aber  auch  Torattsgesetit  werdoi,  dass  ein  oscaDireodes 
Aetbertbeikhen  Ton  den  benachbarten  AetbertbeUdien  beeiniwst  wird, 
dann  ist  die  KrafI  proportional  den  rebtiren  GescfawiniKgkeiten.  Letztere 
Annahme  fahrt  zur  Annahme  einer  inneren  Retbang  im  LichtStber  hifc 
durchsichtiger  Medien,  wahrend  die  erstere  Hypothese  eine  KrafI  einlllkrt, 
die  sich  mit  der  äusseren  Reibung  der  nossigkeiten  vergleichen  bsst 

Geben  wir  nun  zurück  zu  der  allgeraeinen  Gleichung  für  die  fort- 
schreitende Wellenbewegung  (}  225  S.  142) 

wo  ^  die  Richtung  des  Ausschlages  und  y  die  der  FortpBanzung  bezeiehneC 
a)  Die  Voraussetzung  einer  äusseren  Reibung  TeraHgemetnert  diese 
Diflerentialgleichung  in  die  folgende 

Deren  Integral  setzen  wir  .mit  Einfahrung  der  schon  gebrauchten  Be- 
zeichnung f  279 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  gegebene  DUTerentialgleichung 
eriialten  wir,  wenn  wir  das  ReeOe  und  Imaginäre  einzeln  einander  gleich- 
setzen 

Wird  aus  diesen  Gleichungen  ß  eliminirt  und  —  berechnet,  so  erhält  man 

c 


h-M'^v^^y 


Setzt  man  dann  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  freien  Raum  1  und 

2/t       27r 
n  den  Brechungsexponenten,  so  ist  k ■■-=-■■  >^,  also 

„Nach  dieser  Formel,  sagt  Meyer,  nimmt  mit  wechselndem  Werthe  der 
Wellenlänge  X  das  Brechungsverfaältniss  ebenfolls  zu.  Dieses  Gesetz  ist  dem 
gewöhnlichen  Dispersionsgesetz  gerade  entgegengesetzt,  es  enthält  also 
anomale  Dispersion.^' 
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b)  Bei  Voraussetzung  einer  inneren  Reibung  haben  wir  unserer  ein- 
fachen Differentialgleichung  noch  ein  Glied  proportional  der  relativen  Ge- 

•schwindigkeit  ^    ?  ,  hinzuzufügen. 

Die  Differentialgleichung  ist  dann  folgende: 

dt'    ^  ^«  +  »'5r??- 

Mit  derselben  Rechnung  wie  unter  a)  finden  wir 


.■+>-*-^  ]/,-+^*4 


Dieser  Werth  giebt  auch  mit  wachsendem  X  einen  zunehmenden  Bre- 
chungsexponenten. 

Beide  Formeln  ergeben  also,  was  die  anomale  Dispersion  fordert,  dass 
mit  wachsendem  X  der  Brechungsexponent  zunimmt.  Im  Uebrigen  fireilich 
stimmen  dieselben,  wie  Heyer  selbst  angiebt,  nicht  mit  der  Beobachtung  an 
Metallen  ttberein ,  und  die  Berechnung  des  Absorptionscoefficienten  liefert 
das  mit  der  Erfahrung  nicht  stimmende  Resultat,  dass  das  Licht  kürzerer 
Wellenlängen  stärker  absorbirt  wird,  als  dasjenige  grösserer.  Jene  anomal 
zerstreuenden  KOrper  müssten  also  im  durdifallenden  Licht  sämmtUch  roth 
erscheinen. 

10.    Die  Theorie  von  Ilelmholtz.*) 

Auch  hier,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  handelt  es  sich  um  eine  Ver- 
vollständigung der  Bewegungsgleichung,  der  wir  nach  Helmholtz  die  Form 

geben,  wo  also  dann  ju  die  Dichtigkeit  und  er*  die  Elasticitätsconstante  des 
Aethers  bedeutet. 

1)  Bewegungsgleichung  des  Aethers: 

„Um  nun  die  Bewegungsgleichung  zu  vervollständigen  für  den  Fall, 
dass  eingelagerte  ponderable  Theile,  die  aber  wie  ein  eontinuirlichesMedhim 
wirken,  eine  Kraft  auf  den  Aether  ausüben,  werden  wir  für  unendlich  kleine 
Verschiebungen  (als  welche  die  Lichtschwingungen  ja  immer  vorzustellen 
sind)  diese  Kraft  der  relativen  Lagenänderung  des  Aethers  gegen  das  System 
der  benachbarten  ponderablen  Atome  proportional  setzen  dürfen  und  er- 
halten so 


*)  B<»liiier  Monatsberichte  1874;  Pogg.  Ann.  154. 
Klein,  Theorie  der  EluücUit  eic.  25 
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2)  Die  Bewegungsgleichung  der  ponderablen  Atome,  dereD  Dichtigkeit 
m  ist,  ergiebt  sich  folgendermassen. : 

Die  Kraft  m  -^rr  ist  einer  aus  folgenden  Theilen  bestehenden  gleich- 
zusetzen: 

a)  Aus  der  Kraft,  die  der  Aether  auf  die  ponderablen  Atome  ausObt, 
nämlich /!f»(|  —  x). 

b)  Aus  der  Kraft,  welche  die  ttbrigen,  relativ  festliegenden  Theile  der 
ponderablen  Hassen,  wenn  solche  da  sind,  auf  den  bewegten  Theil  aus- 
tiben.  Wiederum  mag  hier  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  die  der  Wirk- 
lichkeit wohl  nicht  ganz  entsprechende,  mechanisch  aber  unanstössige  An- 
nahme gemacht  werden,  dass  schwere  centrale  Massen  der  Molekale  fest- 
Uegen,  und  die  beweglichen  Theile  derselben  gegen  diese  und  den  Aether 
eine  bestimmte  Gleichgewichtslage  zu  bewahren  streben.  Bei  der  Verschie- 
bung der  beweghchen  Atome  um  x  setzen  wir  die  Kraft,  welche  sie  in  die 
Gleichgewichtslage  zurückführt,  gleich  —  a'x. 

c)  Wenn  Absorption  stattfindet,  muss  lebendige  Kraft  der  Wellen- 
bewegung in  innere  unregehnässige  Bewegung  der  Moleküle,  d.  h.  in  Wflrme 
übergeführt  werden,  durch  einen  der  Reibung  im  Resultat  ähnUchen  Vor- 
gang. Wir  nehmen  also  noch  eine  der  Reibung  ähnliche  Kraft  an  zwischen 
dem  beweghchen  und  dem  festliegenden  Theil  der  Atome  jedes  Moleküls, 

und  setzen  diese  gleich  —  y'  ttt* 

Die  Bewegungsgleichung  der  mitschwingenden  Atome  ist  dann 

Von  diesen  beiden  Gleichungen  sind,  wenn  wir  bedenken,  dass  wir  es 
hier  mit  Schwingungen  zu  thun  haben,  particuläre  Integrale 

WO  k  ■-:  -=-  —  2  TT  n  ist,  e  den  Absorptionscoefficienten  darstellt  und  die 

anderen  Buchstaben  die  bekannte  Bedeutung  haben. 

Die  Einführung  dieser  Werthe  m  (1.)  und  (1'.)  liefert  dann  nach  ein- 
facher Transformation  folgende  Gleichungen : 

C    — mk*-ha*— y*ki4-/?  1  — /J«^. 
Durch  deren  Multiplication  erhält  man  eine  Gleichung  ohne  ^  und  C, 
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der  man,  indem  man  sie  für  ( — -^  ^ )  auflöst,  folgende  Form  geben 

kann 

Diese  Gleichung  zerßillt  in  zwei  Theile,  wenn  man,  nachdem  das  Ima- 
ginäre aus  dem  Nenner  des  Bruches  entfernt  worden  ist,  die  reeUen  und 
die  imaginären  Theile  einsein  einander  gleichsetzt   Diese  Rechnung  giebt 

J__il_A /?'  /9-[mk'-a'-/?'] 

c»       k*       «»       o*k»      a»k»  f(mk»  —  a*— /?')»+/k»] ""   ' 

2J__ ß'y*  P    ^^-^ 

kc  a»k[(mk»—a»— /?•)»+ y*k*) 

wo  die  F  und  G  zur  Abkarzung  fUr  die  rechten  Seiten  gesetzt  werden 
mögen. 

Mit  Hälfe  dieser  Gleichungen  ktfunen  wir  dann  erhalten 

Jj-^iJv^fvFg-'+f}, 


oder 


.     p-  =  i{^^F«  +  G'-F} 

^_p+|(,-_...-....). 

il        i p       G»         G^ 

k»  ""  c»  °°'4F      16P"" 


(3.) 


(3'.) 


Selbstverständlich  kann,  so  lange  c  reell,  also  — ^  positiv  ist,  nur  das 

c 

positive  Zeichen  vor  der  Quadratwurzel  genommen  werden. 

Hätte  man  mehrere  besondere  Absorptionen,  so  würde  die  Gleichung 

(1.)  folgende  Form 

f*|^=«'|p  +  2[i»I(x.-D]+  (4.) 

annehmen,  wo  der  Index  a  sich  auf  die  verschiedenen  Arten  mitschwingen- 
der Hassen  bezieht.  Anstatt  der  einen  Gleichung  (1'.)  würde  man  mehrere 
Bewegungsgleichungen  von  der  folgenden  Form,  die  gleichzeitig  bestehen, 
erhalten 

^-/9MI-x.)-aJx.-yJ^.  (4'.) 


m» 


11»    Discussion  der  erhaltenen  Gleichungen. 

Zur  Bestimmung  der  Absorption  gehen  vnr  aus  von  der  obigen  Glei- 
chung 

«_     ßY 


c  2  a»  [(mk*  —  a»  —  /»»)» +  y*  k»]' 
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Diese  kann  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden: 

e  ßY 

woraus  sich  dann  leicht  erkennen  läsat,  dass  —  ein  Blax.  wird^  wenn 


c 


ist. 


m  2m* 

Folglich  ist,  wenn  der  Maiimalwerth  mit  -7  bezeichnet  wird. 


ß" 


2a» 


^^('''•+Ä)" 


(5.) 


Blit  Hülfe  dieses  Wertbes  erbalt  man  dann  nacb  einiger  TransfomiatioD 

_(k«  —  k«)» 

1  + 


(6.) 


m»V  4  mV. 

Diese  Ausdrücke  enthalten  folgende  Gesetze: 

a)  FOr  dieselben  k',  d.  h.  bei  gleichbleibender  Lage  des  Absorption»- 

maximums  im  Spectrnm,  ist  -j  nach  (5.)  um  so  grosser,  je  grosser  ß^  im 

c 

Verhältniss  zu  y^  ist,  also  je  grösser  ß,  d.  h.  die  den  Aether  mit  den  Körper- 
theilchen  verbindende  Kraft  und  je  kleiner  /,  die  Reibungskraft,  ist 

€       cT 

b)  Die  Grösse  —  «=  —  giebt  bei  gleichbleibender  Farbe  ein  Maass 

G  A 

der  Absorption  für  gleichbleibende  Zahlen  von  Wellenlängen.    Für  solche 

Strahlen ,  deren  Geschwindigkeiten  wenig  von  einander  verschieden  sind, 

können  wir  aber  diese  Grösse  als  Maass  der  Absorption  für  gleichbleibende 

,  absolute  Dicken  der  absorbirenden  Schicht  nehmen  und  dann  aus  (6.)  das 

folgende  Gesetz  ableiten.    Für  dieselben  Werthe  von  k  und  k'  ist  —  um  so 

c 

grösser  im  Verhältniss  zum  Maximum  der  Absorption  — ,  je  grösser  ^^  ist 

Das  heisst  grosse  Werthe  des  Reibungscoefficienten  /*  und  kleine  der  mit- 
schwingenden Massen  m  geben  breite  Absorptionsstreifen  und  umgekehrt 
kleine  Werthe  von  y^  und  grössere  von  m  schmale  Absorptionsstreifen.  Da 
nun  aber  in  dem  Verhältniss,  nach  dem  m  zuninmit,  die  Reibung  y^  wächst, 
so  bleibt  die  Breite  des  Absorptionsstreifens  bei  Schichten,  die  seine  Mitte 
gleich  stark  verdunkeln,  nahezu  immer  dieselbe. 

c)  Da  in  demselben  Verhältnisse,  in  dem  m  zuniiAmt,  die  Grösse  ^, 
welche  die  auf  die  Volumeneinheit  von  m  ausgeübte  elastische  Kraft  misst, 


Digitized  by 


Google 


Die  anomale  DispersidD.   (§  331). 


389 


wächst,  so  muss  nach  a)  das  Maximum  der  Absorption  -j  bei  gleicher  Dicke 

der  absorbirenden  Schicht  auch  mit  zunehmendem  m  wachsen. 

Der  Gang  der  Absorption  und  Brechung  in  der  Nähe  der  Farbe  stärk- 
ster Absorption,  wie  ihn  (2.)  und  (3.)  angeben,  lässt  sich  durch  die  folgende 
Construction  anschaulich  machen :  Setzt  man  nämlich  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit im  leeren  Raum  gleich  1 ,  so  giebt  dann  die  Curve  fQr  — 

eine  Anschauung  von  der  Brechung  und  — j  von  der  Absorption. 

c 

Man  zeichne  eine  Gerade  (Fig.  74«,  74^») 


AB-4- 


ß\ 


o*        a«k« 
und  senkrecht  zu  AB  in 
Bdie 

wo  diese  Ausdrücke  als 
constant  gesetzt  sind,  da 
es  sich  nur  handelt  um 
Grössen,  die  in  der  Nähe 
des  Absorptionsstreifens 
liegen.  Setzt  man  dann 
mk»  — a*— /g» 
/k 

veränderlich ,    so     dass, 
wenn  k  geht  von  0  bis 


Fig.  74  a. 


tgW=: 


n 


zu  oo,  w  geht  von ö" '^^^  "'""s' ' 

Die  Einsetzung  der  Werthe  AB,  BD  und  w  giebt  dann 
FaaAB  — BD  sinwcosw  ,  Ga«  —  BDcos*w. 

Man  zeichne  dann  um  BD  einen  Kreis  und  mache  Z.  DBE=-w, 
dessen  näherungsweise  Construction  weiter  unten  gegeben  werden  soll, 
endlich  EH  J.  AB,  so  ist  AH  — Fund  EH  —  G;  mithin 

AE«=|/AH»  +  EH»=-l/P-hG*, 

also  nach  (3.) 

i^-  =  i(AE-hAH)  ,  ^|  =  4(AE  — AH). 
c  c 

Wenn  nun,  wie  wir  Jetzt  voraussetzen,  der  Absorptionsstreifen  schmal 
ist,  so  ändert  sich  das  k,  wenn  wir  durch  denselben  hindurchgehen,  nur 
wenig,  also  dürfen  wir,  wie  oben  angenommen  ist,  AB  und  BD  constant 
setzen.   Dann  durchläuft  der  Punkt  E,  der  bestimmt  ist  durch 

tgDBE  = -j^ , 
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den  festen  Kreis.   Setzen  wir  fflr  das  Max.  der  Absorption  n^erungsweise 
mk;»  — a»4-/!^,  also 

so  wird  im  obersten  Punkt  D  die  stftrkste  Absorption  eintreten.  Dagegen 

.  ,    vorher        ,      .  abgewendeten  ^  .^    ..      stärkste    „     . 
ist       . ,      an  der  A     '^         ,  ,      Seite  die     .  _^  ,  ^    Brechung, 
nachher  zugewendeten  schwächste 


annähernd  —> 


D  B  E  ist  f olgendennasBen : 
m(k  — kO 


_j1 


Die  näherungsweise  Construction  von  w  i 
Man  setze 

Man  yerlängere  DB  über  B  hinaus,  mache  BK»>  t^,  ziehe  zu  AB 

2m 

durch  K  die  Parallele  LK,  bestimme  einen  Punkt  L  so,  dass  LK—skJ  ist 

und  trage  Ton  L  an- 
«»•  '«»»•  fangend  die  Werthe 

k  auf  LK  ab.  Sei 
alsoz.  B.  LMxsk, 
so  ist  annähernd 
der  Winkel  HBK 
«-■  w,  und  der 
Punkt  E  wird  ge- 
funden, wenn  man 
die  Linie  HB  zieht 
und  sie  verlängert, 
bis  sie  zum  zweiten 

Maleden  Kreis 
schneidet 

Es  ist  klar,  dass 
die  Stärke  der  Ab- 
sorption von  dem 
Durchmesser    B  D 
abhängt,  dass  aber, 
je  kleiner  BK  ist, 
desto  kleinere  Veränderungen  von  k  genügen ,  um  den  Punkt  E  gleiche 
Bogen  des  Kreises  durchlaufen  zu  lassen,  was  schmalen  Absorptionsstreifen 
entspricht. 

Die  beiden  nach  dieser  Vorschrift  entworfenen  Zeichnungen  (Fig.  74* 
und  Fig.  74^)  entsprechen  den  Erscheinungen  ebenso  wie  die  nach  Sell- 
meier  gezeichneten  Curven. 

Der  Gang  der  Functionen  fUr  mehrere  besondere  Absorptionen  liesse 
sich  durch  eine  ähnliche  Ck)nstruction  anschauUch  machen,  nur  müssten 
tlber  der  Linie  LK,  auf  der  die  Werthe  k  abgetragen  werden,  mehrere 
Kreise,  den  verschiedenen  Absorplionsstreifen  entsprechend,  von  vielleicht 
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Terschiedener  Grösse,  yerschiedenem  yerticalen  und  horizontalen  Abstände 
stehen.  Die  EH  entsprechenden  Strecken  würden  mit  einander  zu  addiren 
sein,  und  ebenso  die  BH  entsprechenden  unter  einander  und  zu  AB. 

Es  mögen  nun  noch  aus  den  gefundenen  Gleichungen  Folgerungen 
gezogen  werden  für  sehr  grosse  und  sehr  kleine  k,  d.  h.  für  Schwingungen 
mit  sehr  grosser  und  sehr  kleiner  Schwingungszahl. 

a)  k  ist  sehr  gfoss.  Nach  (2.)  können  wir  dann  annähernd  setzen 

r.        f^         ß"        Ar  ß'f    ^ 

of*       of'k*  of'm'  k* 

Denmach  i^G  verschwindend  klein  gegen  F  und  die  Ausdrücke  in  (3'.) 
gehen  über  in 

so  dass  man  durch  Einsetzen  unserer  Werthe  von  F  und  G  erbXlt 


Die  Absorption  wird  also  verschwindend  klein  und  das  Brechung»- 
verbaltniss  nähert  sich  bei  steigender  Schwingungszahl  einem  festen  Werthe 

^-.^.  (cf.§225.) 

Wären  die  Dichtigkeit  /u  des  Aethers  und  seine  Elasticitätsconstante  ck* 
für  das  durchsichtige  Medium  dieselben  wie  für  den  freien  Raum,  so  würde 
das  Breehungsverhältniss  für  die  schnellsten  OsciUationen  gleich  1  werden, 
was  den  Beobachtungen  gegenüber  nicht  zulässig  erscheint.  Man  muss  also 
in  dem  durchsichtigen  Medium  entweder  eine  solche  veränderte  Structur 

des  Aethers  annehmen,  dass  -^  grösser  als  im  freien  Raum  wird,  oder  mit 

Sellmeier  voraussetzen,  dass  jenseits  des  Ultraviolett  in  jedem  Spectrum 
einer  durchsichtigen  Substanz  starke  Absorptionen  vorkommen,  welche 
im  ganzen  sichtbaren  Spectrum  das  Breehungsverhältniss  in  die  Höhe 
treiben. 

b)  k  ist  sehr  klein.  Nach  (2)  ist  dann  annähernd 

r  <^«'        J_      G^  ß*f        1   also^nahe-O 

«*  1 

Hier  ist  F  negativ,  so  ist  von  (3.)  der  obere  Werth  -rj  und  der  untere  —^, 

K  C 

mithin  ist  jetzt 

^_  ß^  1  ß^f 


Würde  hier  a  «-■  0,  so  wäre  —  «-■  oo  und  €  =«=  0.  Dies  würde  also  für 

c 


a(a«4-yf)^'    ^       2aa(a*-h/P)^' 

L  so  Wäre  —  a-i  oo  und  €  =«=  0.  Dies  y 
c 

Gase  erfüllt  sein.  Dagegen  erhebt  Ketteier  Bedenken,  der,  wie  im  Folgen- 

/Google 
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den  erörtert  wird,  für  alle  Aggregatformen  bei  grosser  Schwiagungsdana* 
e  -» 1  erhält. 

12.     Die  Theorie  von  Ketteier.*) 

Denken  wir  uns  zunächst  einen  Körper,  dessen  ponderable  MolektUe 
isotrop  geordnet  und  in  ihrer  chemischen  QuaUtöt  optisch  einfach  sind,  so 
dass  die  bezügliche  Dispersionscurve  nur  einen  Absorptionsstreifen  zeigt. 

Nach  den  Bezeichnungen  von  (10.)  ist  also  zunähst  für  den  reinen 
Aether 

^§         ,^§ 

Zu  dem  rechten  Theil  dieser  Gleichuig  tritt  nun  fUr  das  Innere  eines 
ponderablen  Mittels  noch  eine  Kraft  hinzu,  die  verursacht  ist  durch  die 
WechselwvkuDg  der  KOrj^rtheilchen.  Denkt  man  sich,  dass  durch  d^i 
Widerstand  der  Körpertbeilchen  ein  ähnlicher  Effect  entsteht,  als  würde 
die  Spannung  des  Aethers  geändert,  so  wird  die  hinzuzunehmende  Kraft 

sicfa  ausdrucken  lassen  durch  E  ^. 

Es  gilt  demnach  für  die  Aetherbewegung 

^'5,!-(a*-f-E)f^.  (1.)     - 

Eine  zweite  Gleichung  geben  die  Schwingungen  der  ponderablen 
Theilchen,  die  betrachtet  werden  als  ein  Hinderniss  für  die  freie  Bewegung 
des  Aethers.  Die  auf  die  Körpertbeilchen  einwirkende  Kraft  wird  nun  ab- 
hängen von  der  Krümmung  der  dieselben  verbindenden  Wellenlinie,  dann 
aber  auch  von  dem  Abstände  derselben  von  der  Gleichgewichtslage.  Diese 
Kraft  setzt  sich  abo  zusammen  aus  einer  Deformationskraft  oder  Elasticitäts- 
krafl  der  durch  den  schwingenden  Aether  verschobenen  Körpertheile,  die 

durch  E'  -^  dargestellt  werde,  und  einer  direct  einwirkenden  Schiebkraft 

Kx.    Es  ergiebt  sich   also   die  Differentialgleichung  der  schwingenden 
Körpertbeilchen 

Für  die  Grössen  E,  E',  K',  welche  die  Wellenlänge  enthalten,  wird 
nun  die  wahrscheinhche  Annahme  gemacht,  dass  sie  einander  proportional 
sind,  sich  also  auf  folgende  Form  Ensae,  E'a^ae',  K'-^ak  bringen 
lassen,  wo  a  allein  von  der  Bewegung  abhängt,  während  die  e  Constante 
bedeuten,  die  imt  der  statischen  Beschaffenheit  des  Molekulargefüges,  resp. 


'*')  GarFs  Repertoriara  für  Experimental-Physik.  XU.  Yerhandlungen  des  naiur- 
historischen  Vereins  für  Rheinland- Westphalen  1875.  4.  Folge.  2.  Jahrg.  Pogg.  Ann. 
1^0,  p.  466. 
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der  Dichtigkeit,  gegeben  sind.  Es  sind  demnach  die  aufgesteUten  Differen- 
tialgleichungen der  Bewegung 

Das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  liefert  dann  nach  eine 
Gleichung.  Bezeichnen  C,  C,  Co  die  maximalen  Schwingungsgeschwindig- 
keiten des  Aethers  im  Körper,  der  Körpermolekttle,  des  Weltäthers,  so 
muss  gelten 

^C*  +  m'C«  — ^Q.  (3.) 

Die  Integrale  von  (1'.)  und  (2'.)  lassen  sieh,  da  hiar  Schwingungen  be- 
trachtet werden,  schreiben 


X—  Ccos27r^Y+l—  ®)- 


(4.) 


Die  Einfuhrung  dieser  Werthe  in  die  Differentialgleichungen  giebt 
dann  folgende  Bedingungen,  denen  die  Constanten  unterworfen  sind: 

Durch  Elimination  von  a  aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  wenn 

k 
zur  Abkürzung  -r—^  =-«  k'  gesetzt  wird. 


rp2 


k' 

V 


1    (■.  ÜNI\  ......  , 


./^c•^^ 


oder  nach  der  bekannten  Beziehung  la^c'T,  wo  c' die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit im  Mittel  bezeichnet, 

«'•('•  +  FKb)— • 

Setzen  wir  ferner  c  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  im  Weltäther, 
wo  m  OB  0,  also  c'  —  —  (§  225  und  Nummer  11)  ist,  und  schreiben 

6  m  €  c* 

ry  ■«  L*,  — -,  «=  D,  den  Brechungsexponenten  n,  also  -^  «=  n*, 

B^  fX  h  c 

so  erhält  die  obige  Bedingungsgleichung  die  Form: 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden  (cf.  11.),  dass  für  eine  unendlich  grosse 
Wellenlänge,  also  für  1 «—  T  =*  rc,  n  «=  1  wird,  und  dass  für  eine  unendlich 


Digitized  by 


Google 


394  m.  Opük. 

kleine  Wellenlänge  n' »:  i  —  D  wird,  also  für  po8iti?e  D  die  Geschwindig- 
keit kleiner  als  1  ist 

Statt  der  Gleichung  (3.)  kann  man  nach  (4.)  9  wenn  T«  die  zu  1  ge- 
hörige Schwingungsdauer  im  freien  Raum  bezeichnet,  setzen 


Nun  ist  aber 


/i-ij5-  +  m  — —  ^-^. 

l_c'T  — cTo  — l/— To,  also 

A^-^T  +  in^— -jT/^c». 

Wenn  wir  in  diese  Gleichung  statt  der  SchwingungsampUtuden  die 
▼ariablen  Ausschläge  %  und  x  einführen,  erhalten  wir 


A*^  +  <ö^  — y^c*,  (5.) 


T  •«  -7  eingesetzt,  giebt 

c 


1»   ^™  1«         1*    c'*        V 
oder  endlich 

Es  ist  also  die  sogenannte  brechende  Kraft  gleich  dem  Verhältnisse 
in  welchem  sich  eine  gegebene  lebendige  Kraft  auf  KOrper  und  Aether- 
theilchen  yertheilt. 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  diese 
Gleichung  (6.)  übereinstimmt  mit  dem  gefundenen  Dispersionsgesetz 

L»       * 

Zu  diesem  Zwecke  multipUcireo  wir  die  Differentialgleichuogen  (1'.) 
und  (2'.),  respective  mit  |  und  x  und  addiren  diese  Producte.  Dies  giebt 


Führt  man  nun  die  vorgeschriebenen  Differentiationen  der  Gleichungen 
(4.)  aus,  setzt  die  erhaltenen  Werthe  ein,  transponirt  die  Vorzeichen  und 
dividirt  durch  47r',  so  erhält  man 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  (5.)  und  bedenkt,  dass  —  »■  c* 

r* 

ist,  so  findet  man,  dass  zu  deren  Identificirung  nur  nOthig  ist,  dass 

-p-|'[e-(k'P-e')|l]=-Oist. 
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Der  zweite  Factor,  »»  o  gesetzt,  ist  aber  nach  Benutzung  von  (6.)  und 
der  Abkürzungen  durch  L  und  D  wiederum  das  Brechungsgesetz 

D 


%* 


-•-» 


/;- 

also  ist  die  zu  suchende  Bedingung  keine  andere  als  die  Dispersionsformel 
selbst,  die  hiernach  die  nothwendige  Ergänzung  zu  dem  Satze  von  der 
brechenden  Kraft  bildet. 

Dies  ist  das  Dispersionsgesetz,  nach  dem  §  309  4.  S.  334  die  Curve 
unter  3^  construirt  ist. 

Die  obigen  Formeln  lassen  sich  sofort  anwenden,  ftlr  den  Fall,  dass  auch 
auf  die  Aethertheilchen  noch  eine  Verschiebungskraft  ft  |,  wo  fta->al  ist,  wirke. 

Statt  (l^)  erhalten  wir  dann 

Die  Integrale  (4.)  geben  dann  die  Bedingungsgleichung 


[mV' 
(e-ri')T' 
^      «'  — k'P 
Aus  dieser  folgt  wie  oben 


-TT- ,  wenn  f  — -r — r  ist. 
r  4/r 


m     a  —  VP 
I*  —  1  — —    


13.    Formeln  für  mehrere  Absorptionstreifen. 

Nach  den  Rechnungen  Kettelers  (§  309)  giebt  es  kein  Mittel,  welches 
der  im  Obigen  entwickelten  einfachen  Dispersionsformel  in  Su*enge  für 
den  ganzen  Umfang  der  Strahlung  genügt  Derselbe  Gelehrte  erweitert 
daher  die  Gleichungen  für  Büttel  mit  mehreren  Absorptionsstreifen,  indem 
er  die  schwingende  Körpermasse  solcher  Mittel  in  so  viele  optisch- 
chemische Elemente  zerlegt,  als  Absorptionsstreifen  vorkommen. 

Wäre  deren  Zahl  n,  so  erhielte  man  n  Differentialgleichungen  für  die 
Schwingungen  der  n  verschiedenen  Korperqualitäten  von  den  Massen  m 
und  daneben  für  die  Schwingungen  des  Aethers  eine  um  n  Zusatzglieder 
vermehrte  Deformationsgleichung  des  Weltathers.  Wir  setzen  im  Folgen- 
den diese  Zusatzglieder  negativ. 

Die  Gleichungen  sind  demnach 

11=1 
m.  -^  —  »1 «/  5yi  +  »1 K  Xi  1 
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Die  Integration  derselben  giebt  den   obigen  analoge  Gleichungen. 
Wird  dann  aus  den  erhaltenen  Bedingungsgleichungen  a  eliminirt,   so 

erhält  man 

n==n 

c"  (ti + 2"»  k",p-!0  ~  "*  ""**  *^"' 

*'« 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung  für  1 1«  oo,  n  — >  n^,  so  ist 
,  Srnnft 

f*  *  n 

«M  r; 7"      "iS7'  k^      ^• 

K  n         6  n  lUn        » n 

Statt  der  obigen  Formel  erhalten  wir  dann 

Die  Untersachung  der  Gleichung  des  Princips  der  Erhaltung  der 
lehendigen  Kraft  liefert  zunächst  wieder  analog  der  Gleichung  (6.) 

n'-l  — -^7|i--  (8.) 

Der  obigen  Gleichung  (7.)  entspricht 
^l^jf  +2mx^-a»|5^ -2a(«| ^y5 _ ,,,^+,^_k,.j.  (9.) 

Es  würden  also  die  zu  erfüllenden  Bedingungsgleichungen  aus  folgen- 
den einzelnen  Gleichungen  bestehen,  wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  das 
behandelte  Mittel  ganz  willkürlich  aus  mehreren  einfachen  Bestandlheileo, 
von  denen  jedes  sich  durch  e,  e\  l,  k,  die  von  einander  unabhängig  sind, 
charakterisirt, 

«,-t/  +  («,'-k,'*l*)^-=0  etc. 

Die  Discussion  der  erhaltenen  Formeln  ist  vereinfacht  durch  die  Be- 
trachtungen in  §  309  4.  (Fig.  58).  Man  erhält  nämlich  n  Particularcurven 
nach  dem  dort  gegebenen  Constructionsverfahren,  jede  mit  ihrem  Mittel- 
punkte, ihrem  imaginären  Streifen  und  der  gemeinschaftlich  horizontalen 
Asymptote  n^.  DieOrdinaten  der  resultirenden  Curve  würden  dann  erhalten, 
wenn  die  der  sämmtUchen  Particularcurven  addirt  werden.    Um  den  Aus- 
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^^ 


^^^ 


Fig.  75. 

ruMt 


druck  mit  der  ErfahruBg  zu  vergleichen,  haben  wir  nur  zu  bedenken,  dass 
im  Allgemeinen  die  Hittelpunkte  dieser  Particularcurven  weit  entfernt 
liegen  yon  den  einer  genaueren  Messung  zugänglichen  Theilen  des  Spectrums, 
also  entweder  im  ultravioletten  oder  ultrarothen  Theile,  so  dass  also,  wenn 
in  der  Figur  75  die  punktirten  Linien  soldie  Particularcur?^  bedeuten, 
nur  eine  geringe  Dispersion  vorhan- 
den wäre,  es  gäbe  nur  eine  schwache 
Erhebung  auf  der  rechten  und  eine 
schwache  Senkung  auf  der  linken 
Seite  der  Verticalen  durch  die  Mitte 
der  Particularcurven  und  hätte  man 
dann  bei  4  eine  in  der  Nähe  des  sicht- 
baren Spectrums  auftretende  Ab- 
sorption, so  würde  diese  Curve  den 
Haupteinfluss  haben  und  man  hätte 

dann  also  die  Dispersionscurve,  wie  sie  dem  Schwefelkohlenstoff  nach 
§  309  (Figur  58)  entspricht. 


14«    Betrachtung   des   imaginär   gewordenen   Theiles   der 
Dispersionscurve. 

Nach  der  oben  entwickelten  Gleichung  für  n,  ergiebt  sich  dass  das- 
selbe innerhalb  des  Absorptionsstreifens  complex  wird,  z.  B.  S.  334  Fig.  58 
.  zwischen  den  Grenzen  X\  und  l!\.  Es  hat  dann  n  die  Form  a  -f-  bi,  mithin 
ist  daselbst 

n»  —  1  —  (a»  +  b i)»  —  1  —  a*  —  b»  -l-  2  a b  i  —  1. 
Nach  Formel  (8.)  müssen  dann  auch  die  x  und  %  complex  sein,  so  dass 
also  gih,  wenn  wir  setzen  x «« x,  ^-  x,i,  §™  ?,  +  ?ji, 

M   (X.  +  y,i)«(g.-|,i)* 
Diese  Gleichung  giebt  durch  Trennung  des  Reellen  und  imaginären 
a  _b  -1  =  -  W^-  -♦ 

oder  nach  einfacher  Umformung 

Wie  wir  nun  im  Anhang  zu  §§  376,  377  und  §  383  3.  das  Imaginäre 
der  Ausschlage  bei  den  Aetherschwingungen  entfernen  durch  eine  Phasen- 
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Verschiebung,  so  wollen  wir  auch  hier  verfahren  und  also,  wenn  der  wirk- 
liche Ausschlag  in  dem  imaginSüren  Streifen  mit  ^o  bezeichnet  wird,  setzen 

Mit  demselben  Rechte  können  wir  den  Schwingungen  der  ponderablen 
Theikhen  eine  gewisse  Phasenverschiebung  zulegen  und  darnach  setzen, 
wenn  Xq  deren  wirkhchen  Ausschlag  bedeutet, 

Xj  — XocosD,    X,*-BXosinD. 

Damit  ist  durch  Einführung  dieser  Werthe,  wenn  D  —  J^m^  ge- 
setzt wird, 

a»  — b»  — 1— :^^  cos2*, 

2ab-.^^sin2*, 

.  «  «  2ab 

^'^  ^2i»— ^,_l^,_^     und 


Smul 


—  J/(a»— b»— l)«+4a»b*. 


Der  Verlauf  der  Curve  zwischen  den  Punkten  für  k'^  und  V^  ist  gegeben 
durch  das  v*  der  folgenden  Nummer  unter  (VI.),  also  ist  dieser  Theil  abhängig 
vom  EinfallswinkeL 

15.    Allgemeines  Dispersionsgesetz. 

Im  Folgenden  soll  ein  allgemeines  Gesetz  gefunden  werden,  welches 
flir  absorbirende  und  durchsichtige  Mittel  giltig  bleibt 

Wir  beziehen  die  Untersuchung  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen 
xy  Ebene  mit  der  Einfallsebene  und  y  z  Ebene  mit  der  Grenzebene  zusam- 
menMt.  Wenn  femer  C  und  ^  die  AmpUtuden,  r  und  q  die  Ausschläge 
der  Körper  und  Aethermolektlle  bedeuten,  so  zerMt  die  Gleichung  (9.)  in 
die  folgenden  beiden  Differentialgleichungen 

4.(|^+|l^)+..]-c[.(|i+|^)+.r].a.., 

Deren  Integrale  setzen  wir 

WO  ß  den  zum  EinfoUswinkel,  a  gehörigen  Brechungswinkel  bedeutet  und 
das  ^,  der  Phasenunterschied  der  Schwingungen  von  Aether-  und  KOrper- 
theilchen  der  vorigen  Nummer,  beibehalten  ist 

Bedenken  wir,  dass  n  =  -7--r  =  —  =-=  -57  ist  und  nehmen  wir 

smß        c'         i' 
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unserer  Aufgabe  entsprechend  den  Brechungsexponenten  ganz  allgemein 
complex,  also  n  ««  a  +  bi,  so  ist  n  cos  /?  =  yn^  — -sin'a,  also  auch 
complex.  Wenn  wir  demnach  für  cos  ß  setzen  p  +  <lii  so  können  wir 
nach  Einführung  des  X  statt  A',  wenn  nur  die  reellen  Theile  der  trigono- 
metrischen Ausdrücke  beibehalten  werden,  statt  (DI.)  schreiben 

,-^eT^%os2.(Pl±li!H^-.i,-0), 

j. .    ^  '   <"■'■' 

r."r^*       A     /px  +  ysina        t        ^      ^A 

r-=  C  e  >t        cos27jp/-^^^ — -j -^ —  0  —  2*1. 

a)  Wir  führen  nun  zunächst  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (I.)  ein,  in- 
dem wir  noch  zur  Abkürzung 

2.(P^+/^'°°-^-e)-ysetzen. 

Dies  giebt  nach  Division  mit  gemeinschaftlichen  Factoren  und  mit  Be- 
rücksichtigung von  jji 

a*  — ^c^  — /i^ 

ju-ri*  cosqp  -f  2 mC?  cos  (qp  —  2*)  —  ^^  [(p*  —  q*  +  sin» a)  cosy 

+  2  p  q  sin  qp]. 
Da  diese  Gleichung  für  jedes  t  und  damit  auch  für  jedes  g>  gelten  muss, 
so  zerßillt  sie  durch  Gleichsetzung  der  CoefQcienten  von  cos  9)  und  sin  g>  in 

P  —  q  +  8in*a  —  1  =-« 


^mC»sin2* 
2pq  -= 


(IV.) 


Nun  ist  aber 

p*  —  q*-t-  2  p  q  i  =s  (a  ^-  b  i)*  —  sin»  a, 

=  a»  —  b»  —  sin»a  +  2abi. 
Durch  Trennung  des  Imaginären  und  Reellen  folgt  daraus 

a»  —  b»  — p»  —  q»-f  sin»a  ,  pq«=ab.  (V.) 

Bezeichnen  wir  das  wirkliche,  durch  die  Absorption  erst  veränderte 
Brechungsvermögen  mit  v,  so  ist 

p  OB  y  cos/^  ,  sin  o  SS  V  gin /9,  mithin 
v»  — p»  +  sin»flf. 
Berechnet  man  dann  aus  (V«)  durch  Elimination  von  q  den  Werth  p», 

so  erhält  man  

p«  — i  [a»  —  b»  —  sin»a  -f  j/(a»  —  b»  —  sin»a)»4-  4a»b'], 
also  (VI.) 

y»  — i[a»  — b»-f.8in»a  +  l/(a«  — b»  — sin»a)»4-4a»b»]. 
Setzen  wir  a»>0,  so  folgt  psBa— :ir,  es  ist  mithin  a  das  physikalische 
Brechungsverhältniss  bei  senkrechter  Incidenz.  Da  nun  pq^mab  ist,  so 
ist  bei  senkrechter  Incidenz,  für  die  p  —  a  ist,  q »«  b,  es  ist  mithin  b  der 
AbsorptionscoefBcient  bei  dieser  Incidenz. 
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Aus  (V.)  ergiebt  sich  noch 

ab  ab 


q  — ^ 


P       /v*  —  sin»  a 
ab 


vcos/? 


Bezeichnet  dann  6 «-« 5  die  Dicke  derdurchbufenen  absorbirenden 

cos/!? 

Schicht,  so  kann  der  Absorptionsfactor  yon  (III'.)  auch  gesetzt  werden 

27t    .ab 

e  ^  '     y  . 
b)  Die  Einführung  der  Werthe  (Iir.)  in  die  Gleichung  (II.)  liefert  dann, 
wenn  die  Coefßcienten  von  cos  q)  und  sin  (p  einzeln  einander  gleichg^etzt 
und  die  Grössen  a  und  b  eingeführt  werden, 

^[«(a»— b»)— rrj  — C»[6'(a*— b»)  — k'A*]co82*  — 2€'absin2^ 
2^»€ab  — C»[6'(a»— b»)  — k'rj8in2;»  +  26'abcos2i^! 
Daraus  findet  man 
^'co8  2^      [6(a»— b')— ri»][€^a'— b»)— k'r]4-46e'a»b' 

C»       ~  [«'  (a*  — b«)— kT]*  +  46'»a»b» 

^»sin2^  2abr(gT— ekO 

C»       =[c'(a»  — b«)— k'r]*-|-4€"a»b»* 
Werden  nun  hier  die  Abkürzungen  aus  13.  eingeführt,  also 

k'       ^  '  k'        t'       *^m' 
so  erhält  man  nach  einigen  einfachen  Transformationen  das  allgemeine 
Gesetz  der  Dispersionscurve 


(v^n.) 


—  b»  —  1 


m   6 

7^ 


(''-'''-I^)"^L»     ' 


(a»-b«_iiy  +  4a'b«^ 


2ab  — 2 


2abD'^ 


(Vin.) 


fa»  — b*— p-y  +  4a»b» 


Setzen  wir,  was  zur  Contro)e  der  Formeln  dient,  den  Brecbungs- 
exponeoten  reell,  also  b-=q  =  ^="0,  n^v  =  a,  p»  =  n'  —  sin*«, 
so  geben  die  Gleichungen  (IV.)  und  (VII.)  die  Formeln  von  IS- 
IS.   Anwendung  auf  Kttrper  mit  nur  einer  complexen  Zone. 

Wenn  nur  eine  complexe  Zone  vorhanden  ist,  so  muss  in  den  Formeln 
Überall  das  Summenzeichen  entfernt  werden.  Dann  lassen  sich  die  Grossen 
a  und  b  explicite  geben.  Führen  wir  zur  Abkflrzung  die  folgenden  Bezeich- 
nungen ein:  für  /l  =e  0  sei  n,  und  fUr  >l  =  x>  n^  der  Brechungsexponent. 


Digitized  by 


Google 


Die  anomale  Dispersion.    (§  331.)  401 

Es  ist  demnach 

9       4        m    ß         ,     ,        ^        mV 

nj  —  1 «-: r  und  n Jo  —  1  — =  — -w  • 

Sei  ferner  D'  «=  n^,  —  n J  =«  D  n J^  und  Am  —  n^  L,  so  erhalt  man 

Es  ist  demnach  ganz  aUgemein 
n»  — 1=— a*  — b^  +  iabi  — 1 


(IX.) 


Dies  giebt,  wenn  nach  dem  Obigen  gesetzt  wird 
n;  — nid  — D), 


Diese  Gleichung  stimmt  üherein  mit  der  von  §  309,  S.  334,  wenn  die 
entsprechenden  Bezeichnungen  eingeführt  werden*  An  der  citirten  Stella 
ist  auch  angegeben,  welches  Vorzeichen  genommen  werden  muss. 

Innerhalb  der  complexen  Zone  haben  wir  als  Verbindung  der  beiden 
Grenzpunkte  die  Curve  zu  yervoUständigen  durch  dk  Gieicbong  für  v^  unter 
(VI.),  so  dass  also  dieser  Theil  vom  Einf^Uswtnkel  a  abhängig  ist  Es  er* 
ganzen  sich  demnach  für  ein  einfaches  Büttel  die  beiden  vereinigten  Curven 
zum  vollen  Umfang  der  Aetherstrahlung  und  diese  Curven  zur  vollen  Dis- 
persionscurve,  die  also  besieht  aus  zwei  vom  Einfallswinkel  unabhängigen 
getrennten  Zweigen,  welche  durch  ein  davon  abhängiges  bewegliches  Curven- 
stück  mit  einander  verbunden  sind. 

Die  zugehörigen  Phasenverschiebungen  ergeben  sich  durch  Divisioa 
der  Gleichungen  (IV.)  Man  erhält  demnach 

«g^«^      p»_q«  +  8in«a_i       a»  — b*  — 1' 
oder,  wenn  die  Werthe  aus  (IX.)  eingesetzt  werden. 


tg2#  = 


2(n|,-l)-nJ,  ^i  +  D-ir) 


Klein,  Theorie  der  Elai ticitit  etc.  26 
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Da  die  Grössen  a  und  b  stets  positiv  zu  nehmen  sind,  so  ist  aoch  ^> 
das  ist  D  —  J  positiv,  d.  b.  die  Körpertbeikben  eilen  den  Aetherlheilchen 
in  ibren  Schwingungen  stets  voraus. 


Chemiiohe  Wirknng  dei  Lichtet.    ($  332.) 
Durch  chemische  Wirkung  wird  Licht  verbraucht. 

Nach  §  326  ist  das  durchgegangene  Licht 

I— Mx°. 
Setzt  man  1  — >  0, 1  M  und  bezeichnet  die  dazu  gehörige  Dicke  der 

Schicht  — ,  so  ist 
a 

0,1M  — Mx>=«,  alsox»  «-=10-«oderx— 10-« 
Wir  erhalten  damit 

I  — MIO-^» 
Die  Grösse  a  nennt  Bunsen  den  ExtinctionscoefQcienten  des  betreffen- 
den Mittels. 

Für  trockenes  Chlorgas  ist  a  —  0,00577,  oder  —  — 173,3. 

a 

Wenn  nun  für  Luft  bei  den  zur  Untersuchung  genommenen  Schichten 
a— :0  ist,  so  müsste  für  ein  Gemisch  von  Luft  und  dem  trockenen  Chlor- 
gas bei  derselben  Schichtdicke  der  Werth  von  a  die  Hälfte  des  obigen 

Werthes,  also  a «-»  -rt^-e  sein. 
ti4o,o 

Da  aber  hier  eine  chemische  Verbindung  stattfindet,  so  ist  der  Ex- 
tinctionscoefOcient  ein  anderer.  In  der  Entfernung  z  von  der  EintrittssteUe 
wird  sein,  wenn  mit  o,  der  betreffende  Coefficient  bezeichnet  wird, 
I— :M10*«««— sMe-  "L«! «,  wenn  m  — » log.  nat.  1 0  ist 
In  der  unendlich  dünnen  Schicht  dz  wird  die  Intensität  dieselbe  sein 
und  da  die  chemische  Wirkung  der  Intensität  des  Lichtes  proportional  ge- 
setzt wird,  so  ist,  wenn  diese  mit  dcu  bezeichnet  wird, 
d w  — : N.  L  dz  —  N.  M.  e- °>«i «  dz. 
Hithin  ist  die  Gesammtwirkung  in  der  Schicht  b, 

hl 


ia 


—  N.M.  ^-«»«i'dz  — N.M.-^/^l— e-»«t»»«V 


Mit  Hülfe  dreier  Beobachtungen  kann  hieraus  N,  M,  a,  bestimmt  werden. 
Man  fand  dann  a,  —s  ^^r  ?  ^Jso,  wie  zu  erwarten  war,  einen  grösseren  Werth 
als  derjenige  ist,  welcher  der  optischen  Absorption  allein  entspricht. 
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Bie  optiiohen  Käftea    (§  358.) 
1.    PetzvaTsches  aplanatisches  Objectiv.*) 

In  §  304  ist  angenommen,  dass  das  Licht  ausstrahlende  Object  sich 
befinde  in  einer  Ebene,  die  entweder  senkrecht  oder  schief  steht  zur  Haupt- 
axe  des  Linsensystems  und  dann  ergab  sich,  dass  bei  kleinem  ^,  das  er- 
zeugte Bild  sich  auch  in  einer  Ebene  senkrecht  oder  schief  zur  Hauptaxe 
befindet  Diese  Annahme  ist  aber  nicht  mehr  gerechtfertigt  für  die  Linsen, 
welche  beim  Photographiren  verwendet  werden;  denn  einmal  sind  die  yer- 
wendeten  Objecte  im  aDgemeinen  gekrümmt,  während  die  gebrochenen 
Strahlen  auf  einer  ebenen  Platte  aufgefangen  werden,  dann  ist  q>  nicht  mehr 
so  klein,  dass  cos  g)  —  1  gesetzt  werden  darf;  wir  nehmen  daher  immer 
noch  näherungsweise 

Für  diese  Annahme  hat  Zinken*^)  die  allgemeine  Bedingungsgleichung 
aufgestellt,  denen  die  Linsen  unterworfen  sein  müssen,  damit,  wenn  die 
Objectpunkte  auf  einer  Botalionsfläche  hegen,  die  Bildfläche  eine  von  der 
Objectfläche  yerschiedene  gegebene  Krümmung  hat.  Wichtig  ist  es,  die 
Untersuchung  zu  machen  für  die  Strahlen,  welche  durch  das  Centrum  der 
brechenden  Fläche  gehen,  also  für  die  den  betreffenden  Objectpunkten 
zugehörigen  Nebenaxen. 

Das  Object  möge  sich  befinden  auf 
einer  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser 
p,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Axe  hege. 
Die  Bildfläche  betrachten  wir  auch  als 
Kugelfläche,  mit  dem  Halbmesser  q\ 
deren  Mittelpunkt  ebenfalls  in  der 
Axe  hegt. 

An  Figur  76  seien  a,  a'  und  a,  a*  conjugirte  Punkte.  Es  ist  demnach, 
da  der  geometrische  Mittelpunkt  der  brechenden  Fläche  ein  mit  c  con- 
jugirter  Punkt  ist  und  dem  §  303, 1.  entsprechend  genommen  ist  HjBbcFi, 
H,  — cF,  jj         g 

■^  +  —  -  1,  (a.) 

ca'   '    ca  ^  ' 

Ca'       Ca  ^   ^ 

Da  cp<— ca  cos^BBca 

c  q  ■=*  ca' cos  g)  =  ca' 


*)  Petzval,   Bericht  über  die  Ergebnisse  einiger  dioptrisch.  Untersnchongen. 
-Pest  1843;  Bericht  über  optische  Untersuchnngen.    Wien  1857. 

'*^)  Zinken ,  über  die  Berechnung  der  Bildkrümmong  bei  optischen  Apparaten. 
Pogg.  Ann.  122. 

26* 
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so  erhalten  wir  aus  (b.)  durch  Einsetzung  der  hieraas  folgenden  Werthe  fon 
c  a  und  co' 

cq  +  cp        V        2)      ' 
oder  näherongsweise 

cq  ^  cp        '  ^  2  ^    ' 

Nun  ist  nach  Eigenschaften  des  Kreises 

ap(2^  — pa)  — ap*  — cp*lg*9)  — cp* — 2.^, 
oder  näherungsweise 


^cpv(l+^)-cP>*- 


Die  Auflösung  dieser  Gleichung  für  ap  giebt,  wenn  der  absolute  Werth 
▼on  Q  genommen  wird, 

ap  — p  — j/p«  — cp*y*, 
d.  i.  näherungsweise 

Damit  findet  man 

11  1  1 


ac       cp  +  pa 
also  nahezu 


p  +  i.'J%»      cp(n-i"^y«)' 
IC       cp  \  Q      J       cp       2^ 


a 
Ebenso  berechnet  man 

J__Jl ^ 

ca'       cq       2q'' 

Werden  die  sich  hieraus  ergebenden  Werthe  von  —  md  —  in  (c) 

'^  cq         cp       ^   ' 

'eingesetzt,  so  folgt 

ca'^ca^  2  [g  ^  q'J       ^^  2  ' 
Dies  TOD  (a.)  abgezogen  giebt 

Nun  ist  aber,  wenn  r^  den  Halbmesser  der  brechenden  Fläche  bedeutet» 
I!,-F,-r.-F. 
H.  — F.  +  r.-F. 
nach  Fig.  76  und  §  304, 4.  Dadurch  geht  (d.)  Ober  in 

F        F 

Q        q' 


Digitized  by 


Google 


Die  optischen  Kasten.    (§  358.)  405 

und  dann  wird,  wenn  die  Werthe  von  F  aus  §  303  eiDgesetzt  werden, 

Geben  wir  weiter  und  schliessen  das  zweite  Mitte]  wieder  durch  eine 
kugetfdnnig  gekrümmte  F^iäche,  nennen  q^  den  Krümmungshalbmesser 
des  nun  erzeugten  Bildes  und  setzen  das  dritte  Mittel  gleich  dem  ersten,  so 
müssen  wir  statt  der  Grössen  n^,  n^,  ^,  ^%  r,  setzen  n„  n,,  — ^',  ^^  — r, 
und  erhalten  dann  dem  (e.)  entsprechend 

Die  Addition  der  Gleichungen  (e.)  und  (f.)  giebt 
1        1  ___n.-n./l        1\ 

Bei  Vernachlässigung  der  Dicke  der  Linse  ist  dies  nach  304, 4. 

1  +  i-JL 

Q        Qi         f. 
Setzen  wir  dieses  Verfahren  fort,  so  ist,  nach  leicht  verständlicher  Be- 
zeichnung für  analoge  auf  einander  folgende  Linsen  und  Berücksichtigung 
der  Lage  der  Krümmung  gegen  die  Linsen 


^n  — 1  ^n  *n 

Durch  deren  Addition  ergiebt  sich  endUch 

7  +  f-27- 

Q  Qn  In 

Soll  nun  das  Bild  eines  Objectes  durch  die  Linsen  keine  Krümmung 
erleiden,  so  muss  —  ^  ^*  ^o  s^in^  ^  müssen  also  die  Linsen  der  Bedingung 

2  -p- B»  0  genügen.  Da  nun  die  reciproke  Summe  verschwinden  soll,  so 

fu 

dürfen  nicht  alle  f  dasselbe  Vorzeichen  haben,  es  müssen  also  unter  den 
vorhandenen  Linsen  Sammel-  und  Zerstreuungslinsen  enthalten  sein. 

2*.    Bildflächen  beliebig  grosser  Objectflächen. 

Wir  betrachten  hier  die  optische  Axe  variabel  und  nehmen  hierzu  die 
jedesmalige  Centrale  Pc  (Fig.  77,  S.  406)  des  betreffenden  Objectpunktes 
P  und  untersuchen  dann  den  Weg  derjenigen  Strahlen ,  welche  nur  wenig 
von  dieser  Centralen  abweichen  und  bestimmen  den  geometrischen  Ort  der 
Bildpunkte  von  den  einzelnen  Objectpunkten.  Die  ganze  Untersuchung 
kann  auch  hier  in  der  Ebene  vorgenommen  werden. 
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Seien  zunächst  noch  sämmtKche  Objectpunkte  gelegen  in  einer  Ebene 
aP  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe.  a  und  a'  sind  conjugirte  Punkte  in  der 
Hauptaxe  und  ebenso  P  und  F  in  ihrer  Hauptaxe  PF.  ^  bezeichne  den 
Winkel  der  Nebenaxe  mit  der  Hauptaxe,  a  den  Winkel  cPa,  der  also  für 
unsere  Annahme  der  senkrechten  Objectebene  90  —  ^  ist,  o'  den  Winkel, 
welchen  das  Flächenelement  des  Bildes  F  mit  der  Nebenaxe  bildet  Die 
Beziehung  zwischen  a  und  a'  ist  gefunden  §  404,  1.  nämlich 

oF, 


a'F. 


tg  a  —  tg  er'. 


Flf.  Tl. 


^^^"--^ 

r;r 

•'' 

i 

1 

a 

t 

r>^  F. 

A 

^ 

c\^ 

^ 

Wenn  wir  cF  mit  q  und  ca'  mit  a'  bezeichnen ,  so  ist  nach  §  303 
F, .  a'  -,        F, .  D 

Ca—     .  '.     „  ,       CP—  T-TT  > 


a'  +  F, 


e  +  F, 


ca 


Da  femer  — ^ «i-> sina  >» cos^  ist,  so  wird 
cP 

—  ^-i|3  _  cos^  oder  gf^L+Li^os»—  1 1  —  F,. 
Q  a'  +  F,  l       *   .  J 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel. 

Führen  wir  statt  der  Polarcoordinaten  rechtwinklige  ein|,  indem  wir 
a  a'  als  Abscissenaxe  (x)  und  a'  zum  Anfangspunkt  nehmen.  Es  ist  dann 
X  h:  ^  cos  ^ — a',  y  — 5  ^  sin  *,  also  die  Gleichung  der  Hyperbel  nach  vor- 
genommener Ordnung 


y*-=2F,x  +  F 


•['^h 


Es  ist  nun  diese  Betrachtung  zu  verallgemeinern : 
1)  aP  ist  ein  Kegelschnitt,  dann  ist 

cP(mcos^ —  l)  =  n 
und  da  auch  ist 

so  ist  die  Gleichung  der  Bildflache  bestimmt  durch 


VF,  +  n 
also  wiederum  ein  Kegelschnitt. 
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2)  Ist  aP  irgend  eine  krumme  Linie,  deren  Gleichung  aPae  f  (^)  ist, 
so  erhält  man 


Die  Interferenz  des  liohtee.    (§  368.) 

Intensität  des  Lichtes  in  verschiedenen  Punkten. 

Bezeichnen  wir  mit  w  den  spitzen  Winkel,  welchen  die  beiden  Spiegel 
mit  einander  bilden,  und  mit  f  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  S 
(Fig.  78)  von  der  Spiegelkante  C,  abo  auch  mit  f 
die  Linien  Ci  und  Ci',  welche  gleich  SC  sein 
müssen. 

Die  in  einem  Punkte  b  des  Schirmes,  der 
um  (>'  von  a  entfernt  ist,  zusammentreffenden 
Schwingungen  sind  dann  durch  die  folgenden 
Ausdrücke  gegeben: 


Ffg.  78. 


Von  i  aus  s  »■ 


a    .  ^     /t       ib  — A\ 
a    .   ^     /t       i'b  — A\ 


ff  j. 


wobei  angenommen  ist,  dass  die  Entfernungen 
ib  und  i'b  bei  Beurtheilung  der  Intensität,  die 
eine  Folge  des  zurückgelegten  Weges  ist,  nur 
wenig  von  einander  verschieden  sind.  Die  Am- 
plituden müssen  dann  nach  §  284  sein  a :  z,  wo  z  den  Weg  bezeichnet. 
Die  Gesammtschwingung  in  b  ist  dann 

^    '   ^     f^       »'>  — A\^  a    •   o     /^        i'b  — A\ 

2a         Ku       vkx  •   A    /t        ib  +  i'b   .    A\ 
__cos-j-(ib-,'b)sm2;r(^^ iT-+TJ- 

Mithin  ist  die  gesuchte  Intensität  I  gegeben  durch 

,       4a*         7C  ...       .... 

I  — -^cos*  j(ib  — i'b), 

die  nach  der  Entwickelung  im  Lehrbuch  ist 

4a*       ,  /r  xiJ' 

«-=  — r-  cos*  -; ^  . 

z*  1      y 

Führt  man  endlich  statt  x  die  Grössen  f  und  (o  ein ,  so  ergiebt  sich, 
da  x»:2fsin(o  ist, 

.  TT  2fsin(o 


I       4a*      ,  .. 

I  =■  — r-  COS*  T 
Z*  1 


■ß'- 
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Das  Min.  und  Max.  von  I  findet  man  daan,  wenn 
y     .....   1 


^       ""  fMno^  4 

'^       ""  fsinco        4 


Min.  I  =  0. 

4  a* 
Max.I=-:^. 


Die  Breite  eines  Streifens,  d.  h.  die  Entfernung  zweier  heller  oder 
zweier  dunkler  Streifen,  ist  desshalb  die  Differenz  zweier  solcher  aufeinander 
folgender  berechneter  ß'y  abe 

^4—  (2n  +  2)  J  _  r4—  2n  ~  = 
fsincd  4       fsinw        4 


fsincii  4       ff 


.«(=^"  +  ^^4 


fsittoi  2        X 

Zugleich  folgt  aus  obiger  Formel  dk  Art  der  Abnahme  usd  Zunahme 
der  Intensität,  die  sich  demnach  periodisch  von  einem  Stretfen  zum  anderes 
wiederholt.  Da  ausserdem  z  immer  grosser  wird,  je  weiter  wir  una  Ton  « 
entfernen ,  so  muss  die  Intensität  von  a  aus  zu  beiden  Seiten  abnehmen. 


Die  Würben  dünner  Blattohen.    (§  369.) 
!•     Farbenringe  im  r^flectirten  Lieht. 
Wir  gehen  aus  von  der  Formel  (31)  §  225: 


8  h:  r  sm 


[-(t-t)]. 


wo  X  bezeichnet  die  Entfernung  des  Punktes  B  (Fig.  79)  von  der  Licht- 
quelle. Der  Strahl,  dessen  Schwingung  durch  die  eben  aufgestellte  Formel 
Fig.  79.  dargestellt  ist,   treffe  in   B  *das  neue 

Mittel  und  werde  daselbst  reflectirt.  Die 
damit  verbundene  Schwächungdes  Strah- 
les drtlcken  wir  dadurch  aus,  dass  wir 
die  Amplitude  r  mit  einem  ächten  Bruch  ^ 
dem  Reflexionsschwächungscoefficien- 
ten,  multipliciren.  Setzen  wir  das  Mate- 
rial der  Schicht,  an  dessen  Grenze  unser 
Strahl  reflectirt  wird,  optisch  dünner 
als  das  andere,  so  wird  nach  §  231.  die 
Phase  des  Strahles  nicht  geändert,  es  muss 
demnach  die  Schwingung  in  0,  wenn  0  B  —  x'  ist,  dargestellt  werden  durch 

Ein  dem  ersten  benachbarter  Strahl  A'B'  trifft  die  dünne  Schicht  in 
einer  Entfernung  vom  leuchtenden  Punkte  x  —  BE,  für  denselben  gilt 
demnach 


=  ^rsin    27C  (-^ 


''T9m 


[-(t-^)]- 
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Dieser  Strahl  erleidet  in  B'  eine  Brechung  und  dadui*ch  eine  Schwä- 
chung, deren  CoefQcient  ß  sei.  Dabei  findet  nicht  statt  eine  Veränderung 
der  Phase,  aber  eine  der  Wellenlänge  von  1  in  V.  Es  ist  mithin  die  Schwin- 
gung in  G  ausgedrückt  durch 

^     .    r.      /t        X  — BE       B'C'\"| 
s,==/:^rsinl2/f  ^-^ j j,-H. 

In  G  wird  dieser  Strahl  reflectirt  und  erfahrt  dabei  ausser  einer 
Schwächung  der  Amplitude,  deren  Schwächungscoefficient  q'  sei,  eine 
Phasenänderung  (§  376,  3.)*  Es  ist  mithin  die  Schwingung  des  in  C  reflec- 
tirten  Strahles 

s{  =  /t^(,'rsin|^27r(^^ j Y    ~^)y 

Dieser  reflectirte  Strahl  durchläuft  dann  den  Weg  C'B,  welcher,  wenn 
die  das  Blättchen  begrenzenden  Ebenen  parallel,  oder  wenn  bei  dem  Newton '- 
sehen  Versuch  die  Strahlen  senkrecht  auflallen,  gleich  C'B'  ist  Die  Schwin- 
gung in  B  ist  dann  gegeben  durch 

ff       ^  f     '    [c,     (^       X  — BE      2B'C'      .\"| 
8?'  — /;?e'rsin|^27r  (^^ j p ijj. 

Dieser  Strahl  erleidet  endlich  in  B  abermals  eine  Brechung,  so  dass 
nun  in  0  die  Schwingung  dieses  Strahles  ist 

ff      ^of  f     '    [c,     (^       X  — BE      2B'C'       i'       .W 

8n  — ^A'^'r8iB[^27r(^-jj j p r~vj' 

^a,  f     .    Fo     (^        x  +  x'  — BE      2B'C'\1 
—  —  ßß'Q'v%m^n[j ^^—^ j,-jj. 

Nach  den  Gesetzen  der  Interferenz  ist  nun  die  in  0  stattfindende 
Schwingung  zur  Zeit  t 

S-8»-|.s;;-Asin27r(|-^:i'--^), 

wo  zur  Beurtheilung  der  Intensität  des  interferirten  Lichtes  der  Coeffi- 
cient  A,  oder  die  Sehwingungsamplitude  bestimmt  werden  muss.  Durch 
Einführung  der  gefundenen  Werthe  von  s*  und  ^\  erhält  man,  wenn  die 
^arin  enthaltenen  sin.  entwickelt  werden, 

(B  E       2  B'  C'\  D 

-j .^      )  "*  ArCOs27r  -y-, 

ßß'Q'vünin  (^-  ^^' ~j  -  Arsin2.r  j. 
Diese  Gleichungen  geben  dann  quadrirt  und  addirt 
A» -  ß»r«  + //«^e^r»  -  a^/J-ßßV  C082  TT  (?^ -  ^') , 

Die  nun  gefundene  Amplitude  ist  abhängig  von  B'C  und  BE,  also  von 
der  Dicke  der  Schicht  und  der  Neigung  des  einfallenden  Strahles.  Ist  die 
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Dicke  des  Blättchens  CD»>^,  so  ist,  wena  der  Einfallswinkel  Z.  A'B'L 
a— Z.B'C'D  mit  i  und  der  Brechungswinkel  ^^L.B'CD  mit  r  bezeich- 
net wird, 

B'C  — —  ,  BE  — BB'sini  ,  BB'  — 2^tgr 

cosr  ° 

und  nach  bekannten  Bezeichnungen 


smi* 


c'  1 


Mit  Benutzung  dieser  Werthe  ist  die  Amplitude  des  interferirten  Strahles 

A?-r«{(e-/J/J'^T  +  4/J/^^^'sin«2rr^^^)|. 

Man  erkennt  nun,  da  in  Ar  eine  trigonometrische  Function  enthalten 

ist,  dass  diese  Amplitude  eine  periodische  Function  ist,  und  findet  leicht 

folgende  Grenzwerthe 

»*      A  •   A     /^cosr\        ,  ^     ,      .      2n  — 1       Y 

Max.  Ar,  wenn  sin 2/r    — i; —    — =  +  1  oder  ^— = .  — , 

\     1'     /       ""  cosr         4 


Min.  Ar, 


sin  2  TT 


/^cosr\ 


0 


^=- 


cosr 
2n 


cosr 


jist. 


wo  n  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 

Für  senkrecht  einfallendes  Licht  ist  i »—  r  —  90  ^  also 


2n  — 1 


Max.  Ar,  wenn  -y 

0im.  Art      M     T'**°"4~' 


,  also  J* 


:(2n-l)^, 

1' 

2n.  --  ist. 

4 


Die  Berechnung  von  Min.  und  Max.  Ar  findet  sich  in  der  nächsten 
Nummer  zusammengestellt  mit  den  dort  zu  untersuchenden  Grenzwerthen. 


S.    Farbenringe  im  durchgelassenen  Lichte. 

Für  den  Theil  des  Lichtstrahles  A  B  (Fig.  79),  der  nach  zweimal  statt- 
findender Brechung  durch  die 
^^9'  '^^'  Schicht  hindurchgeht,  ist  nach 

den  in  1.  festgesetzten  Bezeich- 
nungen 

a'  —  ßß'rx 

x  +  x'      B( 


sin  2  2 


'(f 


'^- 


o"=^ßQ'*ß'ts\n2fi 


\T  I 


1  y 

wo  Dun'  X  die  Eatferoung  C  F 
bezeichnet. 

Von  dem  SlrahlA'B'  bleibt 
nach  zweimaliger  Reflexion  im 
Punkt  F 
—  BE       B'C      ,       C^B  +  BCN 


1' 


i- 


1' 


")■ 
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Durch  Interferenz  ist  in  F 

Die  Amplitude  dieser  interferirten  Schwingung  ist  dann  nach  den  obigen 
analogen  Rechnungen,  wenn,  wie  in  1.,  die  Wege  der  Strahlen  innerhalb 
des  Btettchens  gleich  gesetzt  werden  dürfen, 

Daraus  folgt 

Max.  Ad,  wenn  sin  — ;; —  — s  0      oder  <^=« , 

V  cosr  4 

«.      .  .   ^cosr        ,   .  .      2n  — 1  F  .  ^ 

Mm.  Ad,     „     sin  — r;—  —  +  1     „    ^—    ^^^^    -j-  ßt. 
1  cos  r     4 

Man  Meht  also,  dass  im  durchgelassenen  Lichte  da  die  dunklen  (hellen) 
Stellen  auftreten,  wo  im  reflectirten  die  hellen  (dunklen)  sind. 

Die  Formeln  lehren  auch,  dass  die  Erscheinung  im  durchgelassenen 
Lichte  weniger  brillant  ist  als  im  reflectirten.  Es  folgt  nämlich  aus  §  376 
und  §377,  dass  1  —  ^'«b/?*  ist;  denn  die  Intensität  des  einfallenden 
Strahles  ist  gleich  der  des  gebrochenen  plus  der  des  anderen  reflectirten 
Strahles.  Femer  ergiebt  sich  dann  aus  diesen  §§,  dass  Q^^g'y  und  darnach 
ß^=ß'  ist  Dies  giebt  für  die  dortigen  Fälle  A  und  B  also  auch  allgemein. 

Dadurch  vereinfachen  sich  die  Amplituden  für  die  reflectirten  und 
durchgehenden  Strahlen  in 

Ar  -  r»  |(^  -  (1  -  ^«)^)«  +  4  (1 -e«)^»  8in«27r  ^^'l , 

Ad-r«|(l-e'+^*(l-^Y-*(^-^')^'sJ^'2.r^^y 

Daraus  können  wir,  da  q  nur  ein  kleiner  Bruch  ist,  durch  Vernach- 
lässigung der  4ten  und  höheren  Potenzen  dieses  Bruches  erhahen. 

4         .,,.,»     ^cosr 
Ap  =  4r*^*  sm*  2  n  — ^ — , 


Ad-r«jl-4^«sin«2^^1 


Max.  Ar  =  4  r*^%    Min.  Ar  =  0 , 

Max.  Ad  =  r»,  Min.  Ad  =  r»(l— 4^*), 

also  zeigen  sich  im  durchgelassenen  Lichte  nur  hellere  und  dunklere  Stellen, 

nie  vollständige  Dunkelheit. 

3.    Verallgemeinerung  für  mehrere  Lichtstrahlen. 

Die  Berücksichtigung  mehrerer  Lichtstrahlen  ändert  die  Lage  der 
dunklen  Steilen,  wenn  die  Wege  der  Strahlen  im  Blättchen  gleich  gesetzt 
werden  dürfen,  nicht,  wie  die  folgenden  Rechnungen  ergeben. 
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Für  die  verschiedenen  reflectirten  Strahlen  finden  wir  nach  1. 

s'  —  ^r  sin  2  n:  I Y ,    ~j  . 

,        ^^,  ,     ■     fn    \'^        t  +  x^  — BE       2B'C'       11'1\ 
s'  —  ßß'e' r sin  \2n ^^ ^^ y 2 1' Jj  ' 

t       x+x'  — 2BE       4B'C      31' 


8"-=/J/J'ß'»r8in(2 
8!"^ßß'Q'*Tsia(2n   ^ 


T  1  1'  21' 

x+x'— 3BE       6B'C'       51' 

1  1'  21' 


)• 
)■ 


ao,  «.^1    ■  U    ft       x  +  i'  — nBE      2nB'C'     2n-lF"|\ 
8  ^ßß'Q'^'na{2n^Y-^-^ p TfJ/ 

BE      2B'C' 
Aus  diesen  Formeln  geht  hervor,  dass    . p— die  Wegdifferenz  je 

zweier  aufeinander  folgender  Strahlen  ist.  Setzen  wir  diese  Wegdifferenz, 
um  unsere  Behauptung,  dass  die  Stellen,  welche  bei  Berflcksichtignng  von 
nm*  zwei  Strahlen  dunkel  sind  auch  dunkel  bleiben,  wenn  mehr  Strahlen 
zur  Interferenz  gebracht  werden,  zu  beweisen,  gleich  einem  geraden  Viel- 
fachen der  halben  Wellenlänge.  Es  bleibt  dann  noch  der  zweite  Strahl 
durch  einmalige  innere  Reflexion  gegen  den  ersten  um  IF,  der  dritte  durch 
dreimalige  um  iF,  der  vierte  durch  fünfmalige  um  iV  verschoben  u.  s.  f., 
also  haben  alle  Strahlen  die  dem  ersten  entgegengesetzte  Phase.  Wenn 
aber  zwei  oder  mehrere  Strahlen  mit  entgegengesetzter  Phase  zusammen- 
treffen, so  ist  die  resultirende  Amplitude  die  algebraische  Summe  der  Theil- 
amplituden.  Die  Amplitude  der  durch  die  Interferenz  der  sämmtlichen 
Strahlen  entstehenden  Schwingung  ist  demnach 

X  =  Qr  —  ßß'Q'r—ßß'g'^r  —  ßß'Q'^r 

Dies  ist  nach  den  in  2.  citirten  Bedingungen  für  ß,  ß\  q' 

A  =  re[l-/?«(l-h^*  +  ^^  +  ^'  +  -...)], 
oder,  da  q  ein  kleiner  Bruch  ist 

Wird  nun  endlich  berücksichtigt,  dass  1  -^g^^^ß*  ist,  so  folgt  A=0, 
d.  h.  die  Resultirende  sämmtlicher  Strahlen  verschwindet  und  die  Ringe 
bleiben  auch  dann  noch  vollständig  dunkeL 

4«    Berechnung  der  Intensität  bei  mehreren  Lichtstrahlen. 
Wir  haben  als  resultirende  Amplitude  nach  der  vorigen  Nummer 

oder  n=«n 

o       ,      o../   "V    r.«  1    •    o     A      X+x'  — nBE      2nB'C'\ 

S  =  8'— /^/J'r^e'J"-'  Sin2«(^;j; -1— -j p— j. 
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Die  Summe  der  Reihe  erhalten  wir,  indem  wir  zunächst  zur  Abkürzung 
schreiben 

dann  jedes  Glied  mit  2cosi;  muitipliciren  und  folgende  Zerlegung  vornehmen 
2cosi28in(^— nry)  «=  2  cosiy  8in(^ — n — 1  ij — iy), 

=  2  cos*  17  sin  (^ — n —  1  rj)  —  sin jii;  cos(^— n— 1  rj). 
Wird  rechts  sin*  rj  ün{& — n — Irj)  addirt  und  subtrahirt,  so  ist 
2cosi;sin(^ — ni;)a«(cos^j — sin'i})sin(^ — n — 1  jj) — sin  2ri  cos(^ — n — lij) 

+ (sin*i; + cos*rj)  sin  {& — n— lij), 


=  8in(^ — n  —  It] — 2ij)  +  sin(^ — n — lij), 
«=  sin  (^ — n  +  lij)+8in  {S- — n  —  liy). 
Wenn  wii*  demnach  unsere  gesuchte  Summe  mit  R  bezeichnen,  so 
erhalten  wir 

2C0S1J  R  =  sin^  +  e^8in(^— ij)  + +  ^'-sin(*— n^lij) 

+  sin(;»— 2jj)  +  ^*8in(*— 3iy)  +  ....  +  ^'»sinC*— n+Tij). 
Durch  gehörige  Zusammenstellung  ist  dann 

2co6i?R  =  g^sin^  +  g^R+.i^,-"°^^~^\ 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  finden  wir 
P  _  Q'jjß'* sin^  —  sin(^— 1?)) 
~      2^'*cosi2  — ^'^  — 1      • 
Dies  giebt  also 

'^'^    ^     2^'*cosi/-— ^'^  — 1    ' 
gr(2g^'cosiy  — g^-*— D  — /y/yre^»  +  /y/yrg^co6f?  .     . 
"■  2^'* cosiy  —  q'^^:^  ^^^  ^ 

ßß'tq'fkxkri 
2^'*  cos  17  — ^'♦—l^^^^- 
Diesen  Ausdruck  können  wir  dann  abgekürzt,  wenn  wir  die  Werthe 
d-  und  37  wieder  einsetzen,  in  Folgendem  zusammenfassen  : 

S  =  Asin2.(l-^)+Bsin2.(l-5+4±il). 

Diese  Rechnung  giebt  also  statt  der  n  Strahlen  nur  noch  2,  welche 
eine  Phasendifferenz  von  einer  Viertel-Wellenlänge  besitzen.  Nach  denselben 
Rechnungen,  wie  sie  in  1.  angestellt  sind,  erhalten  wir  dann  die  Intensität 

I  =  A*  4-  B^ 
Die  weiter  anzustellende  Rechnung  vereinfacht  sich,  wenn  die  in  2., 
citirten  Gleichungen  zwischen  denSchwächungscoefficienten  benutzt  werden. 
Man  findet 

A-r.  a  +  g')a-cosi?)      p__^^      (g«-l)siniy 

^    1+^'— 2^*cosij    '  ^i+p4_2g2^;^g^i 
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also  I  - 1^,»  (gl+l)Vl-eosi^y  + 

""(1— ^*)*  +  4^*8in*li7* 

Mai.  1~  M4, %  ^   Min.I  — 0. 

Die  Bedingungen,  unter  denen  dies  erreicht  ist,  sind  dieselben  wie  oben- 
Damit  erhält  zugleich  3.  eine  Bestätigung. 

&•    Interferenz  bei  grossen  Gangunterschieden. 

Newton 's  Farbenringe  erscheinen  nur,  wenn  die  Gläser  sehr  nahe 
beisammen  sind,  verschwinden  also  bei  grösseren  Gangunterschieden, 
während  die  in  2  gefundenen  Werthe  die  Periodicität  der  Erscheinung 
geben,  welches  auch  der  Werth  von  J  sei.  Das  Nichteintreten  der  Farben- 
ringe unter  den  genannten  Umständen  erklärt  sich  wie  folgt.  Wir  sind  ge- 
nöthigt,  anzunehmen,  dass  das  homogenste  Licht,  welches  wir  zu  derartigen 
Versuchen  benutzen,  doch  noch  besteht  aus  Licht  von  verschiedenen  Wel- 
lenlängen. Der  Unterschied  der  Wellenlängen  dieser  verschiedenfarbigen 
Strahlen  sei  eine  sehr  kleine  Grösse  dl.  bt  ^eine  kleine  Grösse,  also  gleich 
einem  kleinen  Vielfachen  von  11,  so  ist  es  auch  beinahe  ein  ebensogrosses 
Vielfaches  von  i  (1 + dl).  Wenn  aber  J  nicht  mehr  klein  ist,  so  wird,  wenn 

^-■m-r-  ist,  m  eine  grosse  Zahl  und  es  ist  dann  vielleicht  ^^o-  n    "V    , 
4  4 

wo  n  eine  von  m  verschiedene  Zahl  bedeutet.  Es  kann  dann,  wenn  m  eine 

gerade  Zahl  ist,  n  eine  ungerade  werden,  also  wenn  die  Wellen  von  der  Länge 

1  an  der  betreffenden  Stelle  sich  schwächen,  so  werden  die  von  der  Länge 

1  -|-  dl  sich  gerade  verstärken. 

Dass  diese  Erklärung  die  richtige  ist,  folgt  aus  Beobachtungen ,  bei 

denen  man  Sorge  trägt,  dass  man  mögUchst  homogenes  Licht  hat.    Fizeau 

(Pogg.  Ann.  119)  hat  bei  einer  Phasendifferenz  von  50000  Wellenlängen  noch 

die  Interferenz  beobachtet. 

6.    Berücksichtigung  der  Polarisation 

In  §  376  ist  gefunden  für  die  Reflexion  des  Lichtes,  wenn  die  Schwin- 
gungen senkrecht  zur  Einfallsebene  stattfinden : 

an  dem  dichteren,        an  dem  dünneren  Mittel 
sin  (g  —  ß)  ,         sin  (a  —  ß) 

sm  (a  +  ß)'  sm  (a  +  ß) 

Geschehen  die  Schwingungen  in  der  Einfiallsebene,  so  ist  die  Reflexion 
gegeben  durch 

an  dem  dichteren ,    an  dem  dünneren  Mittel, 

igia  +  ß)'  tg(o  +  //)' 
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Im  ersten  Fall  haben  wir  stets,  d.  h.  für  jeden  Einfallswinkel,  bei  der 
Reflexion  an  dem  dichteren  Mittel  eine  Verzögerung  einer  halben  Wellen* 
länge,  anders  im  zweiten  Fall;  denn  da  wechselt  tg(a  +  /?)  das  Zeichen, 
wenn  a  +  /?  >  90®  wird.  Im  Allgemeinen  d.  h.  wenn  die  Begrenzung  der 
dünnen  Schicht  auf  beiden  Seiten  dieselbe  ist,  kann,  das  die  Erscheinung 
nicht  ändern,  da  dann  mit  x  gleichzeitig  x'  sein  Zeichen  ändert 

Ist  das  untere  dichtere  Mittel  von  dem  oberen  verschieden,  ist  z.B.  sein 
Brechungsexponent  grösser  als  der  des  oberen,  so  ändern  sich  die  Erschei- 
nungen in  der  Nähe  des  Polarisationswinkels.  Dies  geschieht  z.  B.  wenn 
wir  eine  Glaslinse,  deren  Brechungsexponent  1,5  sei,  auf  einen  Diamant, 
dessen  Brechungsexponent  2,4  sei,  legen.  So  lange  der  Einfallswinkel 
kleiner  ist  als  der  Polarisationswinkel  dieses  Glases,  also  kleiner  als 
56®  19^,  erscheint  das  Ringsystem  wie  früher,  sobald  aber  dieser  Winkel 
erreicht  ist,  wird  von  der  oberen  Grenze  der  Luftschicht,  da  diese  dann 
unter  dem  Polarisationswinkel  bei  der  Reflexion  an  Luft  in  Glas  getroffen 
wird,  kein  Licht  reflectirt,  sondern  nur  an  der  unteren  Grenze,  am  Dia- 
mant. Wird  der  Einfallswinkel  noch  grösser,  so  wird  an  der  oberen  Grenze 
wieder  Licht  reflectirt,  aber  jetzt  mit  Verlust  einer  halben  W^ellenlänge.  So 
lange  nun  der  Einfallswinkel  kleiner  ist  als  der  Polarisationswinkel  am  Dia- 
mant also  <  67®  40',  tritt  ebenfalls  an  der  unteren  Grenze  der  Verlust 
einer  halben  Wellenlänge  ein,  also  giebt  die  Reflexion  allein  den  reflectirten 
Wellen  keine  Phasendifferenz,  die  Ringe  erscheinen  mit  weissem  Centrum 
und,  wo  vorher  ein  heller  Ring  war,  ist  jetzt  ein  dunkler  und  umgekehrt. 
Ist  der  Einfallswinkel  67®  40',  so  reflectirt  Diamant  gamicht,  die  Ringe 
verschwinden,  und  überschreitet  der  Einfallswinkel  70®,  so  erscheinen  sie 
wieder,  wie  bei  kleinen  Einfallswinkeln. 

Einen  passenden  Apparat  zur  Beobachtung  dieser  Erscheinung  hat 
Duboscq  construirt. 


Die  Beng^img  oder  Difbraotion  des  Lichtes.  (§  370.) 
!•    Vorbereitende  Gleichungen*). 

An  der  Figur  80  S.416,  deren  Anlage  leichtverständlich  ist,  bezeichne  N 
den  Schnittpunkt  der  Axe  des  Auges  oder  des  Femrohrs,  welches  nachdem 
Lichtpunkte  S  gerichtet  ist.  Dieser  Punkt  N  heisse  der  optische  Mittel- 
punkt des  Schirmes.  Die  Entfernung  des  leuchtenden  Punkts  S  ist  im  Ver- 
gleich zu  den  anderen  hier  vorkommenden  Dimensionen  unendlich  gross, 
so  dass  alle  von  ihm  ausgehenden  Strahlen  als  unter  sich  parallel  ange- 
sehen werden  können.  AA'  »=  y  ist  die  Breite  der  Oeffnung,  deren  Höhe 
h  ist.    Man  setze  die  Winkel  der  Normalebene  zu  den  Strahlen  mit  der 


*)  Schwerd,  die  BeugungserscheiDungen.  Mannheim  1835. 
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Schinnebene  d.  i.  Z.  A'A  f  =»  x  "^^  ^  ^'^8  '^^  ^*  ^^^  Beugungswinkel 
i8t/_HAT  =  Z-fAg  =  i^  =  t/;  —  x*  ^  bezeichne  die  Entfernung  des 
Punktes  N  vom  Lichtpunkt  und  ß  die  Grosse  NA. 

Wir  theilen  den  Spalt  in  (m  +  t)  Horizontalstreifen,  deren  Breite  dh 


2. 


sei,  so  dass  h «»  (m  +  1)  dh  ist,  and 
in  (n  +  l)  Verticaktreifen,  deren 
Breite  d/  sei,  so  dass 

^  »B  (q  4.  1)  d/  ist. 
Die    Entfernungen    der    beiden 
Ränder  des  Spaltes,  A  und  A^  von  der 
Lichtquelle  werden  ausgedrückt  durch 
X  —  /?  sinx,  und  n  —  (ß  +  y)  sin^- 
Der  Abstand    des  Mittelpunktes 
eines  jeden  Vertiealstreifens  von  der 
Lichtquelle  lässt  sich  durch  folgende 
Formel  geben : 

X  —  ß^ii^X  —  idysinx 
—  (r —  l)dysinx5 
(n  -h  l)  erhält,  wenn  wir  die  Streifen  von 


wo  r  die  Werthe  1 
A  gegen  A'  rechnen. 

Die  Oscillationsgeschwindigkeiten  der  in  diesen  Punkten  befindlichen 
Moleküle  sind  dann  bestimmt  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

:—(ß  +  idy  +  {v—i)dy  sin  x  1 


ür«=Vsin27r 


[!-'- 


1 


Nach  dem  Huyghens*schen  Princip  ist  jeder  dieser  Punkte  als  der  An- 
fangspunkt einer  Wellenbewegung  zu  betrachten.  Bedenken  wir  nun,  dass 
die  Entfernung  dieser  Punkte  von  der  Normalebene  NL  des  gebeugten 
Strahles  ist 

ßsinip  -{-idy  sin  xp  +  {r  —  l)dy  sin  i/;, 

so  werden  für  die  Aethertheilchen ,  welche  sich  in  der  Richtung  der  ge- 
beugten Strahlen  auf  der  Ebene  N  L  befinden,  die  Oscillationsgeschwindig- 
keiten gegeben  durch  die  Gleichung: 

I  — Qy-l-idy  +  Cr  — l)dy)siny 
T  1 

{ß  +  idy+(r—l)dy)^mipl 

X        (ß  -\-hdy)  (sin  xf)  —  sin  x) 
T  ~  1 
(r  —  1)  Ay  (siu  ip  —  sid  ; 


V  sin  29 


1 


1 


LZll 


Die  durch  Inteiferenz  hervorgebrachte  Wirkung  finden  wir  nadi  §  226. 
Die  einzelnen  Strahlen  haben  alle  dasselbe  V  und  die  Phasen  bilden  eine 
arithmetische  Progression,  deren  erstes  Glied 
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'''Lt~T i J' 


_^jY{.mrp-.iux)  ^^ 


,,i„2.[|-l-<^ 


Die  Interferenzschwingung  ist  demnach,  wenn  wir  statt  des  dort  S.  144  C. 
geDommenen  ersten  Gliedes  a  —  y  und  des  Exponenten  e  die  hier  gewon- 
nenen Grössen  einführen,  durch  die  folgende  Form  bestimmt: 
5U  ^  y  sin  [(n  +  1)  ndy  (sin  tp  —  sin  x)  1"']  ^^ 
*"  sin  [n  dy  (sin  xff  —  sin  %)  1""*] 

sin  2  TT  T-i  —  i-  -  (ig  +  U»  +  ^)^y)(^"^-»'PX)1 

Dafür  setzen  wir,  da  Tcdy  (sin  ip  —  sin  x)  i~^  sehr  klein,  so  dass  der 
Bogen  für  den  sin.  genommen  werden  kann,  und  (n  +  1)  d/  »s  y  ist, 

2U.  -  (n  4- 1)  V  ^'°  ^"^  ^"°  "f  -'\^}  ^P  K 
7cy  (sin  tp  —  sm^)!""* 

'  +  ty)  (sJP  ^  —  sip  x)' 
1 

Weil  dieser  Ausdruck  offenbar  für  einen  jeden  der  (m  -|-  1)  horizon- 
talen Streifen  gilt,  so  wird  für  alle  diese  Streifen  zusammen  oder  für  die 
ganze  Oeffnung  des  Schirmes  die  Hauptresultante  sein 

JS'JSUr— =(m  +  l)^ür. 

Die  Gesammtvibrationsintensitdt,  welche  immer  mit  I  bezeichnet 
werden  möge,  ist  daher 

I  ^ (n.  +  1) (n  + 1)  V  "°  t^f  f^'"  "f  -"°,y J . 

Wird  dann  eine  Grösse,  die  proportional  der  Intensität  des  Lichtes 
ist,  mit  P  bezeichnet,  so  ist 

P  ^  (n. + D'  (D + D«  v  7*^7/«'"  ^  -  ^'72»"'^ . 

''VI/  {^y  (sm  tp  —  9inx)  1~T 
Nehmen  wir  endlich  die  Vibrationsintensität  des  ungebeugten  Licht- 
bündels, welches  durch  die  ganze  Oeffnung  des  Schirmes  hindurchgeht, 
wenn  man  die  Ebene  des  Schirmes  senkrecht  auf  die  Strahlen  hält,  gleich  1, 
so  ist  cos  X  die  Vibrationsintensität  desjenigen  Lichtbündels,  welches  unter 
dem  Einfallswinkel  x  durch  dieselbe  Oeffnung  ungebeugt  hindurch  gehen 
kann.  Da  dies  aber  das  obige  (m  4-  1)  (n  +  1)  ^  i^^i  ^  können  wir  diese 
Grösse  in  dem  Ausdruck  für  I*  immer  durch  cos  x  ersetzen. 

Wollte  man  nun  die  Luterferenz  der  Wellen  im  Brennpunkt  des  Fern- 
rohres oder  im  Auge  berechnen,  so  mttsste  oaan  eigentlich  noch  ein  anderes 
t  nehmen,  dies  aber  hat  keinen  Einfluss  auf  I,  und  ausserdem  noch  einen 
SchwächungscoefQcienten  hinzusetzen.  Da  es  sich  aber  überhaupt  nicht 
um  absolute  Lichtintensitäten  handelt,  sondern  nur  um  diesen  proportio- 
nale Grössen,  so  können  auch  diese  Coefßcienten  unberücksichtigt  bleiben. 

Klein,  Theorie  der  Blasticitit  etc.  27 


Digitized  by 


Google 


418  m.  Optik. 

2*    Anwendung  auf  specielle  FftUe. 

A)  Die  directen  Strahlen  stehen  senlurecht  auf.  der  Ebene  des  Spahes. 
Dann  ist  Fig.  80  ;t  ^^  0,  V' ««  ^,  und  in  Folge  dessen,  da  cos  ;i^ »-«  1 
—  (m+l)(n  +  l)Vist, 

1«       8in*(yrysini/;I"~') 
(7ty  sin  tp  1~"0* 
Hier  wird  P  »:  0,  wenn  der  Zahler  0  ist,  ohne  dass  gleichzeitig  der 
?^enner  verschwindet.    Dies  ist  erreicht,  wenn 

^^  ^    ^  —  ±  m/r,  m  —  1,  2,  3 ,  oder  wenn 

y  sin  i^  «—  A'g  — 5  ±  ml  ist. 
Die  Intensität  des  gebeugten  Lichtes  ist  daher  0,  wenn  der  Gang- 
unterschied der  Randstrahlen  gleich  ist  einer  ganzen  Anzahl  von  Wellen- 
längen. 

I  kann  nur  dann  »^  1  werden ,  wenn 

sin  (tt  y  sin  if;  1""0  ^^nysmtp  Ir^  ist. 
Dies  kann  aber  nur  geschehen,  wenn  xp  so  klein  ist,  dass  man  statt 
des  sin.  den  Bogen  setzen  kann,  also  nur  für  den  nicht  gebeugten  StrahL 

Der  Zähler  von  V  ist  »^  1 ,  d.  h.  erhält  sein  Max.,  wenn  y  sin  i/; «-  + — x — 

ist,  dann  aber  wird  der  Nenner  immer  grösser,  so  dass  also  die  Maxima  von 
V  inuner  kleiner  werden,  je  weiter  wir  uns  von  dem  ersten  Maximum  ent- 
fernen.   Es  ist  z.  B.  für  n  —  0,  1 ,  2 

1  1  1 


P  — 


(f)"Kf)" '-(!)■ 


Ist  y  im  Vergleich  zu  1  gross,  was  immer  stattfinden  wird,  so  ist  — 
sehr  klein  und  infolge  dessen  kann  an  den  dunklen  Stellen,  wo  sin  tp 
a—  m  —  ist,  gesetzt  werden  i/;  — =  +  m  — .  Diese  Gleichung  und  fttr  grös- 
sere Beugungswinkel  die  genauere  für  sin  tp  lehrt,  dass  die  Beugungswinkel 
oder  die  sin.  der  Beugungswinkel,  welche  den  dunklen  Stellen  entsprechen, 
proportional  sind  den  Wellenlängen  und  umgekehrt  proportional  der  Breite 
des  Spaltes.  Je  länger  die  Lichtwelle,  je  enger  der  Spalt  ist,  desto  breiter 
werden  desshalb  die  Streifen. 

Ist  y  <  1,  so  ist  für  den  ersten  dunklen  Streifen  sin  ^  — :  —  >  1, 

d.  h.  es  giebt  keinen  solchen  Beugungswinkel;  durch  einen  solchen  Spalt 
wtirde  also  das  mittlere  Spectnim  eine  unbegrenzte  Breite  erhalten,  (cf.  S.  252.) 

Die  Gleichung  ysin  t^  -«  +  ml  giebt  ein  Mittel  die  Grösse  der  WeUen- 
längen  zu  bestimmen. 

B)  Der  Schirm  wird  vor  das  Objectiv  des  Fernrohres  senkrecht  auf  die 
optische  Axe  befestigt,  dann  ist 
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i/;-«0,    also^  +  ;c»=0,     sin  ^  =«  —  sin^» 


P«=cos»^ 


sin*[7ry  sin^M] 


Hier  haben  wir  dem  vorigen  analoge  Betrachtungen  und  wir  erhalten 
dieselben  Resultate  wie  vorhin,  wenn  &y  der  Beugungswinkel,  so  klein  ist, 
dass  wir  cos'  ^  »i  l  setzen  können.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  müssen  die 
Intensitäten  unter  A)  mit  cos*^  multipUcirt  werden.  Die  hierdurch  ent- 
stehende Verminderung  der  Intensität  rührt  offenbar  nur  von  der  Vermin- 
derung der  Menge  des  Lichts  her,  welche  auf  die  Oeffnung  fällt,  wenn  diese 
eine  schiefe  Lage  gegen  die  directen  Strahlen  anninunt. 

C)  Für  den  allgemeinen  Fall  ergeben  sich  die  analogen  Erörterungen. 
Die  Symmetrieverhältnisse  sind  aber  anders,  während  unter  A)  das  Beu- 
gungd^ild  symmetrisch  ist,  so  liegen  im  allgemeinen  Fall  die  Maxima  an 
der  Seite  der  Normalen,  an  der  das  ungebeugte  Bild  sich  befindet,  weiter 
auseinander  als  an  der  anderen  Seite. 


Fi9.  Sl. 


3«    Beugung  durch  eine  paralleltrapezfOrmige  Oeffnung. 

Der  Punkt  N  (Fig.  81)  sei  der  optische  Mittelpunkt  des  Schirmes,  in 
dem  ABCDy  das  gegebene  Paralleltrapez,  sich  befindet  Die  Lage  dieses 
Paralleltrapezes  und  damit  des  Schirmes  ist  gegeben  durch  die  Coordinaten 
der  Eckpunkte  bezogen  auf  das  recht- 
winkUge  Coordinatensystem ,  dessen 
Anfangspunkt  mit  N  susammenßdlt, 
dessen  x  Axe  die  Richtung  der  Axe  des 
Fernrohres  hat,  welches  auf  den  leuch- 
tenden Punkt  eingestellt  ist,  dessen 
z  Axe  die  Schnittlinie  der  Schirmebene 
mit  der  Ebene  ist,  die  senkrecht  ge- 
legt wird  zu  den  directen  Strahlen,  der 
sogenannten  Normalebene. 

Die  Entfernungen  der  Punkte 
A,B,C,D  von  der  Normalebene  oder 
die  X  dieser  Punkte  seien  a^,  a,,  a,,  a^. 

Die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von  der  Normalebene  sei  x. 

Wir  theilen  ferner  das  Paralleltrapez  in  unendlich  viele  gleiche  Ele- 
mentartheilchen,  so  dass  auf  der  Linie  AB  n  +  1  solcher  Theilchen  liegen 
und  es  im  Ganzen  (m  -|-  1)  solcher  Reihen  giebt.  Setzen  wir  nun  die  An- 
zahl der  Theilchen  welche  auf  CD  liegen  «»  u,  so  ist 

(n  +  l)CD 
AB        ' 
(n-fl)(m4-l)  AB-fCD 


^4J 


AB:CD  — n-hl:u. 


u  «»5 


mithin  liegen  dann  im  ganzen  Paralleltrapez 
solcher  Theilchen. 


AB 


27* 
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Die  Entfernungen  der  verschiedenen  Punkte  der  Linie  AB  von  der 
Lichtquelle  lassen  sich  wie  folgt  angeben,  da  die  des  Punktes  A  ist  x  —  a^ , 
wenn  da,  die  Protection  eines  Theilchens  auf  die  xAxe  bedeutet: 

Der  Mittelpunkt 
des  Iten  Theilchens  ist :  x  —  a,  —  ida, , 

M  rten         „  „  :  x  — a,  —  4da,  — (r— l)da,, 

„   letzt.        „  „:x  —  a,  —  Ha,  —  nda^^^x  —  a,-{-ida, 

von  der  Lichtquelle  entfernt 

Büthin  werden  die  Oscillationen  der  n+ 1  auf  AB  befindlichen  Aeth^- 
theilchen  vorgestellt  durch 

Wir  legen  nun  eine  Ebene  senkrecht  auf  die  gebeugten  Strahlen  durch 
den  Punkt  N  und  bezeichnen  die  Entfernungen  der  Punkte  A,B,C,  D  von 
dieser  Ebene  mit  a/,  a/,  a,',  a/.  Es  ist  dann  dem  obigen  entsprechend  die 
Entfernung  des  Mittelpunktes  des  rten  Theilchens  der  AB  von  di^er  Nor- 
malebene a/  +  4da/  -I-  (r—  1)  da/. 

Nach  dem  Huyghens'schen  Princip  sind  dann  die  Oscillationsgeschwin- 
digkeiten  für  die  Aethertheilchen  dieser  zweiten  Normalebene 

-  V  äo2n  p      i+(a/-a.)+Hda/-da.)+(r-l)(da/-da.)-| 

Daraus  erhalten  wir  nach  §  226  C,  wenn  wir  setzen 

2. [^--  +  (V -'■)  +  * «"/-<"■)]  far  «  -  ,, 
^^^da/-da.^  rür  *. 

^  „ ,      y  sin  [(n  + 1)  7t(da/  —  da,)  1-'] 
^^'  sin[^(da/-da,)l-'J      ^ 

s.n2.[l-^  +  ^''^-''->  +  ^^°  +  ^^<^'''-''^]. 

Nun  ist  aber  (n  + 1)  da,  =« a^  —  a, ,  (n  +  1)  da,'  =  a,' — a/,  also 
yv'      .,«i°[>r{(a/-aj-(a/-a.)}l-'] 
^    '  8in[7r(da/  — da,)l-']  ^ 

«in  2n[^ - x  +  Ma.--a.)  +  Ka/-..)j 

Ganz  jebenso  werden  sich  bilden  die  Interferenzoscillationen  fOr  die 
folgenden  Elementarreihen  parallel  der  AB. 

Die  letzte  dieser  Reihen  giebt,  wenn  nun  da',  da  für  da,,  da,  steht: 

■g  n(iB+i)  _  V  s'"  [^ ((«/  —  aJ  —  (a»'  —  aJ)  t"^']  . ,    ' 
^^'  sin[?r(da'  — da)l-']  ^ 


sin 


^ft       ,  +  Ka/-a,)  +  |(a,;-a,)1 
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Um  schliesslich  die  Resultante  dieser  Summen  zu  finden,  ist  nur 
zu  bedenken,  dass  die  in  denselben  vorkommenden  (m  -f-  1)  Grössen, 
von  denen 

die  erste  a/  —  a,  —  (a/  —  a,),  die  letzte  (a/  —  aj  —  (a^'  —  aj)  ist, 
eine  arithmetische  Progression  bilden,  deren  Differenz 

(a/-a,)~(a;-a3)-(a/-a,)  +  (a/~aj 
m  4- 1 
Dasselbe  gilt  von  den  Grössen,  deren  erstes  Glied 
l(a/  —  a^  —  i(a/  —  a»)  und  deren  letztes  i  (a/  —  aj  —  iCa,'  —  aj)  ist. 
Die  Differenz  dieser  Reihe  ist 

[(a/  -  a,)  -  (V  -^  a3)  -  (a,^  -  a,)  +  (a/  -  a,)1 

L  n^  +  1  J* 

Die  Resultante  ergiebt  sich  dann  nach  §  226  D.,  wenn  wir  setzen 


<)  — 


7t 


m+l 

TT 


m+  1 


V-c 


(a/  -  a,)  _  (V  -  a,)  -  (a/  -  a.)  +  (a/  -  a.) 

(a;  -  aj  +  (a,'  -  a,)  -  (a/  -  aj  -  (a/  -  a.) 
V 


sin[7i;(da'  — da)l-']  ' 
a«„[(a/-a.)-(a,'-a,)]l-S 
y  —  ^  [(a;  -  a,)  +  (a.'  -  a,)]  !-• ,  _ 

—  (a/  — a,)  — (a,'  — a,) 

(a,'  —  a,)  —  (a/  —  a.) 


2  m+l 

—  8  7t 


2  ni+  1 

wenn  wir  statt  des  sin.  der  unendlich  kleinen  Bogen 
da'  —  da 


7t- 


\ 


,  i(e  +  <5),  He- J) 


die  Bogen  selbst  nehmen  und  abgekürzt  setzen 

(a„'  — a„)  ±  (a/  — aO  ±  . . . .  —  a(«'±''±"), 

-^  '      *\r(da'  — da)l-'   \     «a«^-»)!-'       ^  ■• 

sinkaP-')l-iJ   .  ,3..>.  nl 

~     Ja«-«-oi-»  ^""[^a'W)!-']!, 

'^  TT  (da'  — da)  1-*  |     7rat*-2)i-i  l  J 

.  sinfTrat^-'U-*]        ^      ,».,v,   ,.) 

Nennen  wir  1  die  Vibrationsintensität  des  gesammten  senkrecht  durch 
die  ganze  Oeffnung  hindurchgehenden  Lichtes,  so  ist  dieselbe,  wenn  der 
Schirm  den  Winkel  %  mit  der  Normalebene  bildet,  cos  %. 

Da  ferner  nach  dem  Vorigen  die  Anzahl  der  Elemente  ist 
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<n  + 1)  (m  +  1)      AB  +  CD 

2  •       AB        ' 

(n4-l)(m  +  l)  AB  +  CD  „ 
so  ist  cosx  — — ^— 2 1^ V. 

Da  weiter 

AB       a,  — a,       a,'  — a.'^ 
so  erhalt  man 

coflv^.    (°  +  t)(m  +  l)(a.-a.  +  a,-a,)y 

(D  +  i)(m  +  l)   (a/~a3^  +  a,^-a/)  ^ 
"  2  a;-a/ 

Berücksichtigt  man  daon ,  dass 

a,  —  ai  -=  (n  +  1)  da ,    a/  —  a/  =  (n  +  1)  da'  ist, 
so  können  aus  den  obigen  Werthen  von  ^t,  und  SW  die  Grossen  m, 
da,  da'  entfernt  werden«    Es  ergiebt  sich  nilmlich: 

m  +  1  cosxCa,  —  a,)    


IV 


7r(da'  -  da)  l-i       ^[(a,  -  a,)  +  (a,  -  a,)]  a(»-0 1-^ ' 

cos  x^  (a/  —  a/) 

".r[(a/-a,0+W-a7)]  a(*-»)l-i ' 


4.    Die  BeugungsOffnung  ist  ein  Parallelogramm. 

Die'^ Formeln  der  vorigen  Nummer  vereinfachen  sich,  wenn  die  Oeff- 
nung  ein  Parallelogramm  ist;  denn  es  ist  dann 

a,      dj  SB  a^      a, ,    a,       ^^  =  a^  —  a,  , 
^4      a,  =«  a,      a, ,    ^^  —  a,  ««  a,  —  aj  , 
und  in  Folge  dessen 

a4r-i  _  a^» ,     a  4-3+2-1  „  2  (a^~' ) . 

Dadurch  gehen  die  Ausdrücke  ^v^,  2\/  in  die  folgenden  über: 

*  7r[(a,  —  a,)  -f-  (a,  —  a,)]  a  ^-»     Tra«-^"  I-'      |       •■  ■■ 

—  8in[7ra(!>+ ')!-']  l, 

^         /r  [(a^  —  aJ  -h  (a^  —  a,)]  a<2-i )     ^r  a^^-»)  1-»    |  *•  ■* 

+  cos[7ra(N-Oi-i]l. 

Nach  den  bekannten  Formeln 

sin  X  —  sin  y  =:  2cosl (x  +  y)  sin4  (x  —  y), 
—  cos  X  -|-  cos  y  "=  2sinl  (x  +  y)  siöi  (^  —  y)» 
unter  Berücksichtigung  der  obigen  Beziehung  erhält  man  daraus 
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2Vr-- 


2Vr'= 


t8iii»«a(»-')l-i. 


Die  für  unsere  Untersuchung  nothwendige  Formel  fUr  die  Intensität 
ist  darnach 

V  —  2Vr'  +  2W\ 
cos'y  (a^  —  a,)*  8in*yrat^~^>M 

"" 7r*[(a,  —  a,)  +  (a,  —  a^)]« [a(«-i)]«  n^[a(3-i)i-ip^ 
Um  nun  die  sich  hieraus  ergebende  Beu-  pjg.  g2. 

gungserscheinung  finden  zu  können,  ist  es 
nöthig  die  Lage  und  Grösse  der  Oeffnung 
und  die  der  Normalen  zum  gebeugten  Strahl 
genauer  zu  bestimmen.   Sei  A B  «»  C  D  :»=:  a , 
(Fig.  82),  A  C  »«  B  D  ~  b.  Die  Verlängerung 
der  Linie  B  A,  AC  bis  zur  zAxe  bilden  mit 
derselben  die  Winkel  ^,  f),  das  Stttck  der 
Verlängerung  von  B  A  bis  zur  z  Axe  heisse  ß. 
Der  Neigungswinkel  der  Schirmebene  gegen 
die  yz  Ebene  sei  x  und  gegen  die  Normal- 
ebene zum  Beugungsstrahl  tp.  Dann  ist 
a,aB/^sin^sin;f,   a,=-BQ?+a)8in^sinx, 
a,  SB  (/}  sin  ^  —  b  sin  9>)  sin  X  9   »4 «-« ([/^  +  a]  sin  ^  —  b  sin  q>)  sin  x- 
Bezeichnen  wir  die  diesen  entsprechenden  Grössen  bezogen  auf  die 
zweite  Normalebene  mit  ß\  q',  ip\  so  ist 
a/  =  /J'  sin  q'  sin  ?/; ,  aj «« (/^  +  a)  sin  ^'  sin  ^, 

a,'  —  QJ' sin ^'  —  b sin fp')A\i\p,  a/  =  ([/J' 4- a] sin  ^*  —  b sin qf) sin x- 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  giebt  dann  die  weiter  zu  untersuchende 
Formel 

P_roH«v    8'P'  W  (8'P  d  sin  0  —  sin  g  sin  y)  l->] 
[Tra  (sin  ^'  sm  \p  —  sm  ^  sm  x)  1""*] 
sin*  [tt  b  (sin  qp'  sin  \\)  —  sin  9)  sin  %)  1""*] 
[/rb  (sin  9/  sin  (/;  —  sin  9  sin  x)  1-^]*    ' 
=  cos*x  •  i*  •  i'*' 
Die  Ausdrücke  i  und  i'  entsprechen  den  in  1.  entwickelten  und  gehen 
in  diese  über,  wenn  ^'  =  ^  =■=  qp'  =«  qp  a«  9Ö<^  ist.    Dies  kann  als  Controle 
für  die  Richtigkeit  der  obigen  Formel  betrachtet  werden. 

Um  dieses  Resultat  in  seiner  volbtändigen  AUgemeinheit  zu  unter- 
suchen, construiren  wir  die  folgende  Figur  83. 

Ueber  die  Ebene  des  Schirmes  S  sei  eine  Halbkugel  gezeichnet,  deren 
Mittelpunkt  N  und  deren  Halbmesser  NH^=NT  die  Brennweite  des  Ob- 
jectives  oder  die  Vereinigungsweite  der  Strahlen  im  Auge  ist  Diese  Kugel- 
oberfläche ist  dann  der  Ort  der  Erscheinung.  N  ist  der  optische  Mittelpunkt» 
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NH,  NT  seien  entsprecheod  der  Figur  80  die  Richtungen  der  diredea 
und  gebeugten  Strahlen.  Ziehen  wir  in  der  Ebene  des  Schirmes  Na  und  Nb 
den  Seiten  a  und  b  des  Parallelogrammes  parallel  und  legen  durch  H  und  T 
Ebenen  senkrecht  auf  diese  Linien,  so  wird  durch  dieselben  die  Kugel 


Fir.  83. 


geschnitten  in  zwei  Kreisen,  die  einander  parallel  sind.    Sei  dann  P  die 
Projection  Yon  H  auf  den  Schirm,  so  ist  L  PNA  »«  90<^  — (180<^  — ^) 
—  ^  — 90^  Z.PNB  — 900— 9)  und  Z.HNP  —  900  — z,  «bo 
NP  — NHsinx,  NA  —  NHsinx  sin^,  NB  »>  NHsinx  sin?». 
Dem  analog  erhalten  wir,  wenn  wir  die  dem  A  und  B  entsprechenden 
Punkte,  welche  su  T  gehören,  mit  A,  und  Bj  bezeichnen, 

NA,  —  NT  sin  q/  sin  \p,    NB,  —  NT  sin  q!  sin  ^. 
Setzen  wir  ferner  NH  »>  N  T  ■*  i ,  so  ist  dann 
A A,  BB  sin q'  sin  i/;  —  sin ^  ^^X^    ^^i  "^  ^"^^  9)'  sin  i/;  —  sin  q>  sin  %, 
Diese  Werthe  in  P  substituirt  giebt : 

siB«[ygaAA,M]    sin»[n:bBB,l-'] 
[7raAA,l-»P    '  [Trb  .BB,1-»]*  ' 
Ist  nun  A  A,  -=  BB,  —  0,  so  wird  P  ««  cos*Xi  d.  h.  die  Intensität 
des  ungebeugten  Lichtes  ist,  wie  vorauszusehen  war,  unverändert. 

P  ist  ■«*  0,  wenn  i  =  0  oder  i'  «=  0  wird.    Diess  tritt  ein ,  wenn  ist 

TraAA.l-* -=  +  UTT,  n  =  0,  1,2, , 

^bBB,l->  —  +  n^,  n  — 0,  1,2...     oder 

AA,  «=  +  n/r  — , 

BB,  =  +  n/ry. 

Das  Licht  verschwindet  demnach  auf  den  Kreisen,  in  denen  die  Halb- 
kugel geschnitten  wird  von  Ebenen  senkrecht  zu  den  Linien  a  und  b  des 


P 


cos*;^ 
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Parallelogrammes  in  den  Abstünden  n  —  und  7c  -r-    von   einander   und 

zwar  an  keinem  anderen  Punkte,  denn  P  als  Product  kann  nur  verschwin- 
den, wenn  ein  Factor  Null  wird.    Es  ist  demnach  das  Beugungsbild  von 
zwei  Systemen  dunkler  unter  einander  parallelen  Geraden  durchzogen,  die 
senkrecht  zu  den  Seiten  des  Parallelogrammes  sind. 
Setzen  wir  nun  statt  des  sin.  seine  Reibe,  d.  h. 

""'"'-r:T:3+i.2.3.4.5 "^"*''"" 

8II1*X-«X' 


1.3    ^  (1 .  2  .  3)»  '   '  • 
und  brechen,  da  tp  nur  kleine  Winkel  sind,  diese  Reibe  bei  y— ^  ab,  so  ist 

„            ,    r,       «»a»AA,»l-n  r,       nrVBB.^l-n 
V  -  cos';c  [l ^i-^- J  [l j^^J  . 

Hieraus  erkennt  man  leicht,  dass  die  Intensität  von  der  Mitte  aus  ab- 
nimmt, dass  sie  fttr  A  A, ««  0  und  BB,  »«  0  am  grössten  ist  und  dass  sie 
demnach  für  die  beiden  Fälle  AA,  allein  »=  0  und  BB,  allein  «=  0  noch 
besonders  gross  bleibt.  Das  Bild  wird  darnach  gebildet  von  farbigen  Spectren, 
die  begrenzt  werden  durch  dunkle  Streifen,  die  parallel  sind  der  Senkrechten 
auf  den  Seiten  des  beugenden  Parallelogrammes.  Die  Intensität  der  Spectren 
ist  am  grössten  zwischen  den  dunklen  Linien,  die  das  nicht  gebeugte  Licht 
begrenzen.  An  den  Stellen  zwischen  diesem  Kreuze  ist  die  Intensität  nur 
schwach,  da  daselbst  weder  AA^  noch  BBj  verschwindet. 

Es  ist  nun  nicht  schwer  das  Bild  zu  bestimmen,  wenn  statt  des  beliebig 
genommenen  Parallelogrammes  die  Beugungsöffnung  ein  Rechteck,  Quadrat 
Rhombus  wird. 

Ist/— -0,  also  der  Schirm  normal  zurVisirUnie,  und  ausserdem  ^>»90^ 
so  ist  einfacher 

A  Aj  BK  sin  q'  sin  tp  und  BB,  »■  sin  q/  sin  i/;. 

In  Bezug  auf  die  Symmetrie  des  Bildes  gilt  dann ,  wie  immer  in  den 
folgenden  Figuren,  die  zum  Schluss  von  2.  gemachte  Bemerkung. 


5.     Die  Beugungsöffnung  ist  ein  Dreieck. 

Nach  den  Bezeichnungen  von  B.  wird,  da  hier  ^»-  ^ 

die  beiden  Punkte  des  Paralleltrapezes  C  und  D  in 
einem  C  (Fig.  84)  zusammenfallen, 

a,  =  aj  =«  a,    a',  —  a',  =«  o'. 
Es  ist  demnach 

m4- 1  cosy 


/f 


CJ-^ 


4V. 


7r(da'— da)|-'      jra<«-'>l-' 


und  If 
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sio[^a(^-^)l-^]     sin[.ra(>-»)M]     ^^.   3,^^,,,.,.! 
^     7ra(*-^)l-i      •      nra<*-Ol-i      *  cosL^rai^T       1    jj. 
Behalten  wir  die  BezeichnuDgen  tod  4.  bei,  setzen  auseerdem  die 
Seite  BC  BB  c  und  nennen  r,  ^  die  Winkel,  welche  diese  Seite  mit  der  be- 
treffenden Schnittlinie  in  der  Nonnalebene  bildet,  so  gilt 
a,  iK/^sin^sinxi 
a«  — =  0?  +  a)  sin^  sinx, 

a, iK  [(/} -f-  a)  sin^  —  c  sinx]  sin^  *—  (j^sin^  —  bsin^)]  sinx, 
mithin 

a,  —  aj  ■■  a  sin^  siö^t     a^  —  *j ""  c  sinr  sin^«    a,  —  a^  »■  b  sin  9)  sin^» 
und  dem  entq)recliend 

a,'  —  a/>—asin^'sini/;,  a/ — as'aBCsinT^sini/;,  a,'  —  a/s^bsinf/sin^. 
Daraus  findet  man 

a(*-2)  3K  c  (siuT'  sintp  —  sinx  sin^), 
a  i*-0  a>  a  (sin  q'  sin  tp  —  sin  ^  sin^) « 
a(3— i)sKb(sin9>'sin^ — sin  9^  sin  x), 

(4-3+2-1)  ^a  (2-1), 

Statt  dieser  Wei*the  setzen  wir  andere  ein,  die  durch  eine  der  Yorigen 
Nummer  entsprechende  Zeichnung  (Fig.  85)  gefunden  werden.  Auf  der 
Schirmebene  ziehen  wir  durch  N  drei  den  Seiten  a,  b,  c  parallele  Linien, 
die  heissen  Na,  Nb,  Nc.  Durch  H  und  T  werden  die  zu  den  Parallelen 
senkrechten  Ebenen  gelegt,  dann  erhalt  man: 

Fig.  86. 


d  le 


N  A «-«  sin ^  sinx,  ^A.^  ■=«  sin q^  sin^, 
N  B  iK  sin  (jp  sinxi  NB,««  sin  qp'  sin  tp^ 
N C  — B  sin  T  sin/,     N  C,  — b  sin  t'  sin  i//, 


A  Aj  a.  sin  ^'  sin  ^  —  sin  ^  sin^« 
BBjxasinqp'sin^  —  sin  9)  sin  x« 
C  Cj  s«s  sin  %'  sin  ^  —  sin  r  sin  x« 
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Die  Einführung  dieser  Werthe  giebt 
IS  cos'y        I  sin»[7rcCC,l-^J      8in'[ygb  BB,1-*] 

*  [/raAAjl->]M     fn:cCC,l-'f    "*"     frbBB^l-^]* 

_    smjncCOl^     sin  [.rbBB,!-'] 

^     TTcCC.!-^      •     fTrbBB.l-^^^'^"^^^^'*    J' 
Ist  nun  CG,  —  BBjObO  und  damit  AA,  «»0,  so  erhalten  wir  den 
Werth  \\  indem  wir  für  kleine  Winkel  x  setzen 

sini »- X  —  ix',    cosx as  1  —  i x^ 
Dann  lässt  sich  V  schreiben 

P_?^[(l_ixy  +  (1  — *xT— 2(1— tx*)(l  — ix')(l— 4xT 

Dieser  Werth  war  zu  erwarten,  denn  dann  haben  wir  den  ungebeugten 
Lichtstrahl. 

1)  Setzen  wir  CG,  =■  0,  so  ist 

cos'y        f         sin' [7th  BB,  1-']         sin  [TrbBB.l^^] 
'      [7faAA,l-»p\^"^    [7fbBB,l-']*         ^     7i:bBB,l-» 

cos[7ra  AAjl-*J  >. 

2)  BB,<=:0,  so  ist 

cos'y       fsin^[7rcGG,l-']   ,   ,  sinJ/rcCCjM] 

*'^~[7faAA,l-i]|     [/rcCC.l-ip    "*"^       ^     [7^cCG.l-']    ^ 

cos[7ira  AAj  1~*]  l. 

3)  AAj  «»  0,  so  können  wir  U  unter  folgende  Form  bringen: 

cos'x         rsin[7fcCC,l-']  _  sin  [TirbBB,  l-*]! 
"~[74aAA,l"'J«L    ^cGC^M  7cbBB^l"i    J' 

Es  soll  zunächst  nachgewiesen  werden,  dass  diese  Ausdrücke  nie  0 
werden  können,  dass  also  auf  den  drei  Linien,  welche  senkrecht  zu  den 
Seiten  des  Dreiecks  sind,  das  Licht  nie  verschwinden  kann. 

Die  Parenthesen  haben  die  Form  a*  +  /^  —  2  a  /^  cos  c.  Es  kann  dem- 
nach jede  der  Parenthesen  gedeutet  werden  als  das  Quadrat  der  dritten 
Seite  eines  Dreiecks,  dessen  andere  Seiten  a,  /},  den  Winkel  c  einschliessen. 

Nun  kann  aber  eine  solche  dritte  Seite  eines  Dreiecks  nur  dann  ver- 
schwinden, wenn  entweder  a)  a  =  jJ,  c  =«  0  oder  b)  a  =  /?  —  0,  was  über- 
haupt hier  nicht  mögUch  ist,  da  a  »»  1  ist.  Die  Bedingung  a)  wu*d  für  Ic 
erfordern  BB^  =  0.  Dann  wird  aber,  weil  GC,  =  0  ist,  nothwendig  auch 
A  Ai  =  0,  der  Sti*ahl  überhaupt  nicht  gebeugt,  also  Ic  kann  nicht  gleich  Null 
werden. 

Für  Ib  müsste  nach  Bedingung  a)  für  lb»»0  sein  GGj»»0,  also 
wiederum,  damit  BB^asO  auchAAj«»0,  giebt  es  hier  überhaupt  keine 
Beugung.  Die  Bedingung  b)  kann  hier  auch  nicht  angewendet  werden.  Bei 
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la  kann  ein  Verschwinden  nach  der  Form  des  Ausdrucks  nicht  gedacht 
werden. 

Dieselben  Bemerkungen  auf  den  allgemeinen  Ausdruck  P  übertragen, 
geben  dann,  wenn  dunkle  Punkte  gesucht  werden,  da  A  A,  wegen  der  Form 
la  nicht  BS  0  gesetzt  werden  kann,  nach  der  Bedingung  b)  die  Orte  fdr 
1 3K  0,  wenn  gleichzeitig  gesetzt  wird 

[ygcCC,l-']  sin[ygbBBJ"']  _ 

/rcCC,l-»      ^      '       7cbBB,l-* 
Für  I  s»  0  muss  also  gleichzeitig  sein 

TTcCCjl-*—«  ±  nn:  ,  TrbBB.l-» 
oder 


sm 


±  m/r 


cc,-± 


nl 


BB. 


—    c 


Dunkle  Stellen  giebt  es  also  nur  an  einzelnen  Punkten. 

Beachten  wir  ferner,  dass  die  Ic,  Ibi  U  relative  Max.  sind  im  Vergleich 
zu  den  Werthen  Yon  P,  die  man  erhalt,  wenn  man  CCj,  BB„  A  Aj  zunehmen 
lässt,  wie  man  durch  eine  einfache  Rechnung  erhalt,  so  wird  man  Folgendes 
finden : 

Das  Bild  besteht  aus  einem  sechsseitigen  ganz  hellen  Stern,  auf  dessen 
Seiten  die  Intensität,  Tom  Scheitelpunkt  an  gerechnet,  nach  den  Formeln 
lof  Ib)  Itf  abnimmt.  Femer  ist  die  ganze  Erscheinung  unterbrochen  von 
dunklen  Punkten,  die  auf  Streifen  liegen,  welche  dem  Stern  parallel  sind. 
Nirgends  ist  sonst  vollkommene  Dunkelheit. 


6.     Die  Beugungsüffnung  ist  ein  Kreis. 

Fif.  se. 


Um  eine  kreisförmige  Oeffnung  für 
die  directen  Strahlen  zu  behalten,  müs- 
sen wir  annehmen,  dass  dieselben  senk- 
recht auf  die  Schirmebene  fallen.  Unter 
dieser  Annahme  verschwinden  alle  die 
Entfernungen,  die  im  Obigen  mit  einem 
a,  welches  nur  einen  unteren  Index  hat, 
bezeichnet  sind,  femer  ist  ^  =  0. 

Den  Kreis  denken  wir  uns  zunächst 
als  ein  solches  regelmässiges  Vieleck, 
das  wir  in  lauter  symmetrische  Parallel- 
trapeze zerlegen  können,  deren  parallele 
Seiten  senkrecht  zur  Schnittlinie  NN'' 
der  Schirmebene  mit  der  Beugungsebene 
stehen. 

Uebertragen  wir  darnach  zunächst 
die  Formeln  von  3.  auf  A  B  D  C  (Fig.  86). 
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£8  ist  mit  Hülfe  der  an  der  Figur  angegebeneD,  dem  Früheren  entsprechen- 
den Bezeichnung 

a/  «a  ß  sin  \f)y  83'  =  (/?  +  b  sin  (p)  sin  \p^ 

a/  =s  (/i?  +  a)  sin  ^,    a/  ■«  (/9  +  a  —  b  sin  (p)  sin  xf)^  also 
a/  —  a^'  «a  aj'  —  a/  =■  —  b  sin  9)  sin  1/; «-» a<*""^)  — » a^'— ^), 
a/  -ha,'  —  (2[/J  -h  a]  — b  siny)  sini/;  a<^+*) 
a,'  +  a/  —  [2/?  4-  b  sin  (p]  sin  i/;  =  a<5+» , 
a/  —  a/  «B  a  sin  i/;  -s  a^^-  *>  =«  a/  —  a,'. 
Setzen  wir  diese  Werthe  in  3.  ein,  so  erhalten  wir  mit  Benutzung  der 
in  4.  gebrauchten  trigonometrischen  Formeln 

^ A sin  [yrb  sin  y  sin i;^]  1 "  ^ 

^  '      ;r(a  —  bsinqp)sin^l""*  '      7rb8in9>sin^l~~^ 

sin  [tt  (a  —  b  sin  qp)  sin^  1-*]  cos  \n  i2ß  -f-  a)  sin^  1""*], 

«  ,      A sin  [ygb  sin y  sin i/;  1  ~'] 

'      7r(a  —  bsin9)sini/;l— *  '      7rbsin9)sini/;l~~^ 

sin  [tt (a  —  b  sinqp) sinxpl -*] sin  [n {2ß  +  a) sini/;  1— *], 

wo  nur  noch  der  Factor  A  hinzugefügt  ist,  der  bedeutet  die  Vibrations- 
intensität des  durch  die  trapezförmige  OefTnung  gehenden  Lichtes,  für  den 
im  Obigen  1  gesetzt  ist. 

Mit  Benutzung  dieser  Werthe  ergiebt  sich 

P  — (2Vr)*+(2v;)« 

.,  sin*  [Ttb  sin  q>  sin  tp  1— *]     sin*  [/g  (a  —  b  sin y)  sin  ^  1  ~^] 
[7rbsin9)sini/;l-*]*     *      [n{di  —  b  sin  9))  sin  ^1""']* 
Statt  der  Grössen  A,  b,  a  sollen  nur  Grössen  eingesetzt  werden,  die 
sich  auf  den  Kreis  oder  vielmehr  auf  das  Vieleck  beziehen.  Bezeichnen  wir 
mit  1  die  Vibrationsintensitflt  des  Lichtes  durch  den  ganzen  Kreis,  so  ist 
zunächst  nach  den  auf  der  Figur  zu  ersehenden  Bezeichnungen 

t(a-hc)FG 

Nennen  wir  n  die  Anzahl  der  Ecken  des  regelmässigen  Vielecks,  so 
erhalten  wir  folgende  Gleichungen : 

^SM/i  — 9),Z.SMA  =  -,^LAM/i  — Z-MAF  =  y— -, 

(7t  \  7C 

q> j,  b  — 2rsinZ-SMA=3  2rsin— ,  c— a — 2b sin 9). 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  Formel  für  P  giebt 

„      16      ,      ..fr         -fr  sin*[7r.2rsin(7r:n)sina>sint/;l-n 

P  =  -5  cos*g>  sm*  —  .  cos* ^-^ — .      '    ,  . ■^. — rr-^iw  x 

TT        ^         n  n    [7r.2rsm(7r:n)sinqpsmi//l-^]* 

8in*[7g.2rcos(yg:n)cosysini/;l—^] 

[tt  .  2r  cos(7r:  n)  cosqp  sini/;  1""*]* 
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Will  man  daraus  die  Gesammtiirtensität  berechnen,  so  ist  nur  nmhig, 
diese  Werthe  fdr  alle  q)  zu  addiren.  Die  numerische  Rechnung  für  irgend 
ein  n  giebt  dann  die  Entfernung  der  dunklen  Ringe  Yon  einander;  denn 
dass  wir  dunkle  concentrische  Ringe  finden  müssen,  ist  selbstverständlich. 
Die  hier  in  Formel  angedeutete  Rechnung  ist  von  Schwerd  für  n  =-e  180 
ausgeführt  worden. 

7.     Thorie  der  Reugungnach  FresneL 

Wenn  auch  im  Vorhergehenden  die  hauptsachlichsten  Reugungs- 
erscheinungen  theoretisch  erörtert  sind,  so  erübrigt  doch  noch  hier  anzu- 
führen die  Theorie  derselben,  wie  sie  von  Fresnel*)  zuerst  gegeben  worden 
ist  für  den  Fall,  dass  der  leuchtende  Punkt  nicht  unendUch  weit  entfernt  ist 

Redeute  C  (Fig.  87)  den  leuchtenden  Punkt  und  A 
die  Projection  der  einen  Kante  eines  undurchsichtigen  '* 

Schirmes,  dessen  Grenze  nach  der  anderen  Seite  so  weit 
von  C  entfernt  ist,  dass  sie  unberücksichtigt  bleiben 
kann.  Hinter  diesem  Schirme  befinde  sich  die  Ebene, 
auf  der  die  Lichtwellen  aufgefangen  werden.  Es  sei 
CAs^a,  AR>—b.  Wir  nehmen  nun  zuerst  nach 
Fresnel  nicht  Rücksicht  auf  eine  andere  Dimension,  als 
die  der  Figurebene,  so  dass  wir  also  als  Wellenflgur 
Kreise  nehmen,  deren  Mittelpunkte  in  C  liegen,  und 
untersuchen  die  Interferenz  in  einem  Punkte  P,  dessen 
Abstand  von  R  mit  ^  bezeichnet  werde.  M  sei  der  Punkt, 
in  dem  die  Welle,  welche  an  A  ankommt,  von  der  Linie  CP  geschnitten 
wird.  Whr  zeichnen  nun  um  P  mit  einem  Halbmesser  gleich  PM  einen 
Kreis,  der  die  ankommende  Welle  vorstellt,  theilen  die  Welle  AMI  in 
kleine  Stücke  von  der  Grösse  dx  und  bezeichnen  die  Entfernungen  eines  sol- 
chen Theiles  von  M  nach  rechts  mit  +  x  und  nach  links  mit  —  x.  In  P 
konunen  dann  zur  Interferenz  alle  Wellen,  deren  Phasen  die  betreffenden 
ns  sind,  also  Schwingungen,  die  bestimmt  sind  durch  Ausdrücke  von  der 
folgenden  Form: 

dxsin27rfn|f  — -y)- 
Nach  §  226,  S.  143  können  wir  statt  dessen  setzen: 

V  sin ! 
wo 


sin  27r  f  7p  j  und  —  v,  cos2;r  -^ , 


V  — dxcos27r-j-  ,  v,«dxsm27r-p 


*)  Pogg.  Ann.  30.:   „Ueberdie  Difiraction  des  Lichtes.''    Gehle»  Wörterbocb 
„UnduUtion''  p.  1413,  von  Littrow. 
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ist,  so  dass  also  die  Oscillationsgeschwindigkeit  dieses  einen  Wellenstrahles 
gegeben  ist  durch 

l/fdxcos27ir-|-J    +  fdxsin27r-Y-j  . 

Die  Oscillationsgeschwindigkeit  der  sänuntlichen  in  P  zusammentreffen- 
den Wellen  ist  demnach 


—  OD  _  ^       —00 


Die  Intensität  des  Lichtes  ist  also  dann 

—  00  —  00 

/dxcos27r-p     4"       /dxsin27r-T-    . 

Da  wir  näherungsweise  setzen  können 

MnV    Vl^_^.^  ,a  +  b 


2a  ^2MP       2a^2b      '        ab 

so  ist  unsere  nächste  Aufgabe,  zu  berechnen 

/*.  x»(a  +  b)       .    r,     .       x'(a  +  b) 

/  ixcosn — ^— TT — ^  und   /dxsmTr — ^-ri — -, 
J  abl  J  abl 

Setzen  wir 


xMa  +  b)       .   ,     ,      ,         ^    1/     abl 
-i^-is%alsodx-ds)/^^-^-^, 


so  wird  es  sich  nun  handeln  um  die  Integrale 

/  ds  cos(i  TTS*),    /  ds  sin(4  tts*), 
deren  obere  Grenze  —  oc  bleibt,  während  die  untere  wird 

Ein  Theil  unserer  Integrale  ist  bekannt,  es  ist  nämlich 

1—00  —  OD 

/dscos(l7rs') —=   /dssin(i^s*)— :4. 

0  0 

Den  noch  (Ihrigen  Theil  berechnet  Fresnel  durch  Näherung  und  zwar 
wie  folgt.  Hat  man  U  »=  y*Sds,  so  hat  man  für  die  beiden  Werthe  Yon  U, 
die  zu  s  +  h  und  zu  s  —  h  gehören ,  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz 

fT_i_5u.  ,  a»ü     h*     a»u    h»    .        . 

"  +  ^*^  +  ^T:2  +  ^r:2:3+--^* 

,,       ÖU^   .   Ö*U       h*        ö'U      h»      , 


Mithin 


•+h 


-^»•''+^lr'T3:3  +•■  • 
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Nimmt  man  nun  die  beiden  Grenzen  s  -f-  h  und  s  —  h  nur  wenig  ?er- 
schieden,  also  h  sehr  klein,  so  genügt  bei  einer  numerischen  Rechnung  das 
erste  oder  wenigstens  die  beiden  ersten  Glieder  des  letzten  Ausdrucks.  Auf 
diese  Art  hat  Fresnel  eine  Tafel  der  Integrale  berechnet  zwischen  den  Gren- 
zen 0  bis  0,1  0,2,  0,3  bis  5,5.  Um  nun  mittelst  dieser  Tafel  die  Lichtstärke 
zu  flnden,  für  eine  gegebene  Lage  des  Punktes  P,  muss  man  das  dem  P 
entsprechende  x  berechnen  nach  der  Proportion  ^ :  x  ».  a  -|-  b  :  a  und  dann 
das  diesem  x  zugehörige  s.  Man  nimmt  dann  aus  der  Tabelle  die  fttr  diese 
Grösse  berechneten  (ntegralwerthe,  vermehrt  sie  um  i,  addirt  die  Quadrate 

abl 
der  so  erhaltenen  Zahlen  und  multiplicirt  dann  mit  ^, r; ;  denn  es  ist 

2(a-|-b)' 

nach  dem  Obigen 

abl 


r   f.  xMa  +  b)"|'   ,  r   A      .       x*(a-|-bn«  / 

I     ^dscosd^rs»)     H-      ^d  ssin  (1/rs*)     i 


2(a  +  b) 


8.    Anwendung  der  obigen  Formeln  für  eine  schmale 

Oeffnung. 

Die  Intensität  des  Lichtes  in  P  (die  Figur  88  ist  nach  dem  Obigen 
klar)  ist 


-MA  -MA 


Nach  der  oben  erwähnten  Tafel  berechnet  man  darnach  für  gegebene 
^  die  Intensität,  nur  hat  man  noch  zu  achten  darauf, 
ob  P  so  liegt,  dass  man  M  zwischen  A  und  G  oder 
ausserhalb  A  und  G  hat. 

Wollte  man  noch  die  Länge  der  betreffenden 
Oeffnung  berücksichtigen,  so  hätte  man  oben  zu 
schreiben  als  Intensität  ^ 


//dxdycos27r  -p 
//dxdycos27r  -y- 


und  darnach  ns  zu  bestimmen. 

Die  angedeutete  Integration  kann  aber  nur  benutzt  werden  mit  Zu- 
grundelegung der  erwähnten  Tafel  bei  einfachen  Figuren,  wie  Kreis,  Rechteck. 

Die  Ausführung  für  eine  kreisförmige  Oeffnung  wird  nun  wie  folgt 
vorgenommen : 

Man  theile  den  Kreis  in  unendlich  viele  concentrische  Ringe  und  nenne 
den  inneren  Halbmesser  eines  dieser  Ringe  r  und  den  äusseren  r  -h  dr,  so 
dass  also  für  kleine  d  r  dessen  Oberfläche  2  tt  r  d  r  ist.  Nach  der  ersten  oben 
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angegebenen  Formel  ist  dann  die  Vibration  des  Lichtes  von  einem  solchen 
kleinen  Ring  bestimmt  durch 

27rrdrsin2/r^Y  — T)""^'^'**'''^*"^'^(T~*''*Ttr) 
Mithin  ist  die  Schwingung  im  Mittelpunkt  diejenige,  welche  hervor- 
gebracht wird  von  der  Gesammtheit  dieser  Ringe.   Ist  demnach  R  der  Halb- 
messer der  OelTnung,  so  ist  die  Schwingung  im  Centralpunkt  bestimmt  durch 


0 

2abl 
a  +  b 


/2.rdrsin2.(i._ir'»-±^) 


8in2»rR»^:r-C-;sin2*r  f  4  —  R*  VttV 
\T  4abl/ 


4abl 


Die  Intensität  des  Lichtes  im  Mittelpunkt  ist  daher 


Flg.  89. 


Beugung  durch  ein  Stobgitter.    (§  371.) 

1«     Allgemeine    Gleichung    für    die   Beugung   durch   eine 
Reihe  congruenter  und  gleichweit  von  einander  ent- 
fernter Oeffnungen. 

Seien  A,  A',  A"  (Fig.  89)  die  sich  entsprechenden  Eckpunkte  der  n  -|- 1 
Oeffnungen,  deren  gegenseitige  Entfernung  e  ist,  und  sei  /n  der  Winkel  der 
VerbindmigsHnie  dieser  Punkte  mit  NNVso  ist  die 
Eotfernung  dieser  Punkte  von  der  Normalebene 
der  einfallenden  Strahlen  unter  Beibehaltung  der 
Bezeichnung  des  vorigen  Paragraphen  allgemein 
durch 

ar  BB^sinf  sinx  +  resin^sin/ 
und  die  Entfernung  -dersretben  Punkte  von  der  Nor- 
malebene  auf  die  Beugungsstrahlen  durch 

Br «8 ß'  sin^' sini// -|- r e  sin  fi'  sin  i/; 
ausgedrückt,  wo  für  die  verschiedenen  Oeffnungen 
r  alle  Werthe  von  0  bis  n  hat. 

Da  nun  alle  Oeffnungen  einander  congruent 
sein  sollen  und  die  einfallenden  sowie  die  gebeug- 
ten Strahlen  alle  einander  parallel  sind,  so  sind  die  Resultanten  aller 
Strahlenbündel  durch  die  einzelnen  Oeffnungen  einander  gleich  und  eine 
Verschiedenheit  lann  nur  in  Bezug  auf  den  Gang  stattfmden.  Dieser  Unte- 
schied  hängt  ab  von  dem  der  Wege,  welche  die  entsprechenden  Elemente 
der  verschiedenen  Strahlenbündel  von  der  Normalebene  der  directen  bis  zu 
der  der  gebeugten  Strahlen  zurückzulegen  haben. 


Klein,  Theorie  der  ElasUciiftt  etc. 
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Diese  Unterschiede  sind 

(af  —  a{)  —  (Br  —  a,)  — B  r  e  (sin  /i'  sin  tp  —  sin  ju  sin  x). 
Ist  nun  die  Resultante  des  ersten  Strahlenbttndels  in  der  Nonnalebene 
des  gebeugten  Strahles 

so  haben  die  Resultanten  der  übrigen  Strahlenbfindel  in  derselben  Ebene 
folgende  allgemeine  Form: 

Ur "»  V  sin  [a  —  i  —  r  2 /re  (sin/u'  sin i^  —  sin/u  sin^)  1"*] 
»aV  [sin  a  —  i  —  r«], 
wenn  €  —  277e  (sin^'  sin ^  —  ün^  sin/)  1"^  geaetEt  wird. 

Diese  sämmtlichen  Resultanten  haben  dasselbe  V  und  ihre  gleich- 
zeitigen Phasen  bilden  eine  arithfaietische  Progression,  mithin  ist  nach 
§  226.  C. 

5U  ^ySJP  [(n+  1) ^e  (sinju^smy;  — sin^  siny)!"^]  ^^^  A      ^       p   \ 
^    ^  sin  [tt  e  (sin  fi'  sin  iff  —  sin  ju  sin  %)  1""^]  \  2   / 

Die  Intensität  des  gebeugten  Lichtes  aller  n  +  1  OefTnungen  ist  daher 


P 


y^  sin*  [(n  4- 1)  yg  e  (sin  fi^  sin  tp  — sin  fi  siny)  1~*] 
sin*  [fte  (sin ju'  sin ?/;  —  sin//  sin/)  1"~*]       ' 


wo  nun  y*  die  IntensitS(t  des  gebeugten  Lichtes  einer  einzigen  Oeflnung 
darstellt. 

Das  P  kann  auf  folgende  Form  gebracht  werden 

p^/p  I   ^x,ytMP'[(P'H)/re(8iBjU^ainV/  — shijurinx)!-'] 
"^  (n4-l)'8in*[7re(flin^'8int^^ — fliD/u8in;f)l~^]' 

In  diesem  Ausdruck  ist  [(n  -f~  1)  ^7  ^^  Intensität  des  Lichtes  dweh 
eine  Oeffnung  mit  dem  Quadrat  der  Anzahl  der  OeAmngen  und  kann  also 
angesehen  werden  als  die  durch  die  Anzahl  der  Oeihiungen  TerstSrkte  In- 
tensität des  gebeugten  Lichtes  einer  einzigen  Oeflbung. 

Der  zweite  Factor,  der  nun  mit  P  bezeichnet  werde,  enthält  nichts, 
was  sich  auf  die  Gestalt  und  Grösse  der  Oeffnungen  bezieht,  sondern  ist 
nur  abhängig  Ton  der  Anzahl  und  Lage  der  OefTnunge]^,  g3t  demnach  ftr 
eine  Reihe  von  OefTnungen  Ton  einer  beliebigen  Ge0laH  und  Groeee.  Der 
erste  Factor  bildet  also  die  Grundlage  des  Bildes,  der  zweite  wird  nur  dieses 
Bild  verändern,  indem  er  an  bestimmten  Stellen  die  dem  ersten  Factor  ent^ 
sprechende  Lichtmenge  entweder  nur  vermindert  oder  ganz  aufhebt. 


8.    Die  Untersuchung  des  Factors  f^. 

Die  Aeiderung  des  ursprünglichen  Bildes  ist  nach  der  vorigen  Nunmier 
abhängig  von  dem  Factor  von  P,  d.  k  von 

pj^^  sin*  [(n  4*  1 )  yg  e  (sin  /n'  sin  t/;  —  sin  iU>  sin  je)  1  ~*] 
(n  + 1)*  sin*  [Tte  (sin ju'  sint^  —  sin/i  sin^)!"^*] ' 
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1)  Der  Factor  ist  periodisch;  denn  es  gelten  die  folgenden  Gleichungen: 

sin*  [(n  +  1)  TT e  (sin  pi'  sin  \p  —  sin  fi  sin  x)  1  ""*] 
=  sin*  [(n-+- 1)  {TTcCsin^'sini/; — sin^sin^)!""^  ±  m^«^}], 
sin*  [nt  {smfi'  sin  rjj  —  sin ^  sin x)  1~*] 
-=sin*  [7re(sinjM'8ini/;  —  sin^usinx)!"^  +  öitt]. 
Wenn  mithin  e  (sin/u'  sint/;  —  sin^  sinx)  zu-  oder  abnimmt  um  m  1, 
d.  k  wenn  der  Gangunterschied  von  zwei  aufeinander  folgenden  Strahlen- 
bündeln um  eine  ganze  Anzahl  von  Wellenlängen  zu-  oder  abnimmt,  erhält 
P*  wieder  denselben  Werth.  Innerhalb  einer  solchen  Periode  ist  die  eine 
Hälfte  der  Werthe  von  P*  der  anderen  gleich  und  symmetrisch,  denn  es  ist 
sin*  [(n  +  1)  (mTT  +  i /r  —  y)]  —  sin*  [(n -f.  1)  (m/r -fl  ^  +  y)], 
sin*  [m^r -|-  i  tt  —  y]  =  sin*  (m/r -|- 1  ^  +  y)« 

2)  Es  ist  P*  —  1,  und  damit  I*  —  [(n  +  1)  V]*,  also  ist  die  Intensität 
die  durch  die  vielfachen  Oeffnungen  verstärkte,  wenn  gilt 

TT e  (sin^'  sin  xp  —  sin^  sinx)  1~*  ■=  +  m^r ,  m  =»=  0, 1,  2, 3, ; 

denn  fOr  einen  unendlich  kleinen  Werth  von  (p  ist 

sin  (n  +  1)  (m fr  +  qp)  «=  sin  [(n  -|- 1)  m/r  -f-  (n  -f-  1)  qp]  =  +  (n  +  1)  qp, 

(n  -f- 1)  sin  (m^r  -|-  qp)  =«=  +  (n  +  1)  qp> 

für  alle  qp,  die  unendlich  wenig  von  Hh  m/r  verschieden  sind. 

Nach  dem  in  1)  Gesagten  erreicht  demnach  der  Factor  P*  seine  Maxima, 
wenn  der  Gangunterschied  von  zwei  aufeinanderfolgenden  Strahlenbündeln 
einer  ganzen  Anzahl  von  Wellenlängen  gleich  ist.  Diese  grössten  Werthe 
von  P*  heissen  Maxima  zweiter  Classe.  Dass  wirklich  die  hier  ange- 
gebenen Werthe  von  P*  die  grössten  Werthe  von  P*  sind,  erhellt  daraus, 
dass  der  sin.  des  mfachen  Winkels  nie  grösser  werden  kann,  als  das  mfache 
des  sin.  des  einfachen  Winkels. 

3)  Es  ist  F  e«  0  und  damit  P  »=  0,  also  die  Intensität  des  Lichtes  bis 
zu  0  geschwächt  durch  mehrere  Oeffnungen,  wenn 

(n  -f- 1)  Tre  (sin  fi'  sin \p  —  sin^  sinx)  1"*  =-»  ±  m^, 
oder 

7re(siniu'sini/;  —  sin/isinx)l~*  =  +  .  7t 

ist,  mit  Ausnahme  derjenigen  Fälle,  für  welche  eine  ganze  Zahl  ist; 

denn  diese  Fälle  gehören  zu  2),  also  zu  Max.  von  P*.  Diese  Minima  von  P* 
heissen  die  Minima  zweiter  Classe. 

4)  Von  Interesse  ist  femer  der  Faß,  wo  der  Zähler  von  P*  —  1  wird. 
Dies  geschieht,  wenn 

(n  -f- 1)  yre  (sin  fj  ünrp  —  sin  fi  sinx)  1^*  *=  +  (i»  +  V«)  ^i 
oder 

(n  +  1)  e  (sin^'  sin \p  —  sin^  sinx)  =  +  (2m  -f"  1)  "o" 

28* 
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p»  — 


(n  +  1)  sin 


sin 


_J T 

n  +  1     1 


ist,  d.  h.  wenn  der  (n  -{-  l)fache  Gangunierschied  von  zwei  auf  einander 
folgenden  StrahlenbUndeln  einer  ungeraden  Anzahl  von  halben  Wellen- 
längen gleich  ist.  Diese  kleineren  Haxima  von  P',  welche  geben 

1 ]* 

^m  +  *)  ^    ,alsoP  — V* 
n  +  1    J 

heissen  Haxima  dritter  Classe,  deren  kleinster  Werth  offenbar i*««V' 
ist,  also  gleich  der  Intensität  durch  eine  Oefinung. 

p.^  ^  Um  endlich  die  lu  beobach- 

tende Erscheinung  leicht  aus  den 
Formeln  ableiten  zu  können,  be- 
darf es  nur  noch  einer  Projection 
der  Veränderung  der  Erscheinung 
von  (n+1)*  V*,  die  hervorgebracht 
wird  durch  den  Factor  P*.  Ana- 
log den  Constructionen  zu  den 
vorigen  Paragraphen  legen  wir 
unserer  jetzigen  die  Schinnebene 
und  eine  darüber  gezeichnete  Halb- 
kugel zu  Grunde  (Fig.  90)  und  be- 
dienen uns  derselben  Bezeichnungen  wie  vorhin.  Es  ist  also  N  H  die 
Richtung  der  directen  und  NT  die  der  gebeugten  Strahlen.  Durch  N  ziehen 
wir  Ne  II  AA'A"  und  legen  dann  durch  H  und  T  Ebenen  J_  Ne,  welche 
die  Ne  in  E  und  E^  treffen.  Es  ist  dann  wie  §  370,  4. 
EE,  «B sin ^' sin  1/;  —  sin^sin^, 

mithin  ist 

8in«f(n  +  l)^eEE.l-n 

""(ii  +  l)«8in*[7reEE,M]" 


Die  Haxima  zweiter  Gasse  treten  also  ein  nach  2),  wenn 
Tre EE,  1-^ a^±mfc  oder  EE, » 


ml 
-^~e" 


ist. 


Auf  den  hierdurch  bestimmten  Kreisumfängen ,  deren  gegenseitiger 
Abstand  —  ist,  wird  also  das  durch  die  Anzahl  der  Oeffnungen  verstärkte 


TreEE,!-^— + 


Licht  unverändert  bleiben,  denn  es  ist  daselbst  I*  =«  (n  +  1)*  V*. 
Für  die  Minima  der  zweiten  Glasse  ist  nach  3) 

-7-7  TT,  oder  E  E,  «n  + — r  — . 

n-<-l  *       —  n-f-1   e 

Diesen  Werthen  entsprechen  wieder  den  obigen  parallele  Kreise,  deren 

gegenseitiger  Abstand  -—  ist 

n  ^Y"  1   e 

Auf  diesen  Halbkreisen  befinden  sich  die  Blinima  zweiter  Gasse.  Hier 

wird  durch  mehrere  Oeffnungen  die  Lichterscheinung  völlig  aufgehoben, 

also  erscheint  das  Bild,  welches  im  Uebrigen  gerade  so  geformt  ist,  wie  es 
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erscheinen  würde  bei  einer  Oeffnung,  von  dunklen,  einander  parallelen 
geraden  Linien,  den  Projectionen  der  Halbkreise,  durchschnitten. 
Für  die  Haxima  der  dritten  Glasse  ist  nach  4) 

^eEE.l-«=  +i5±4*  «r,  oderEE.=  +  51+^  1. 
*  ""n  +  1  *       -"n+le 

Die  gegenseitigen  Abstände  der  hierdurch  bestimmten  Halbkreise  sind 

72       1 
n  +  1   e" 
Aus  diesen  Formeln   können  nun  folgende  allgemeine  Gesetze  ge- 
schlossen werden : 

A)  Die  Lage  der  Maxima  zweiter  Gasse  ist  unabhängig  von  der  Anzahl 
der  OefTnungen,  während  das  Maximum  der  Lichtintensität  itn  quadratischen 
Verhältniss  zunimmt. 

B)  Die  Mmima  der  zweiten  Qasse  sind  von  d^  Anzahl  der  OefTnungen 
abhängig;  je  mehr  OefTnungen,  desto  näher  an  einander  liegen  sie. 

C)  Die  Maxima  der  dritten  Gasse  sind  auch  von  der  Anzahl  der  OefT- 
nungen abhängig  und  sind  dieser  Anzahl  proportional. 

3.    Anwendung  auf  specielle  Fälle. 

Alle  Beugungsbilder  von  mehreren  gleich  geordneten  congruenten 
OefTnungen  unterscheiden  sich  demnach  in  der  allgemeinen  Form  nicht  von 
den  durch  eine  derartige  OefTnung  hervorgebrachten ,  nur  werden  sie  vor 
Allem  durchzogen  von  dunklen  Streifen  parallel  der  Verbindungslinie  dieser 
OefTnungen.  Diese  Geraden  entsprechen  den  Minimis  der  zweiten  Glasse. 
Haben  wir  mehrere  Reihen  congruenter  beugender  OefTnungen  neben- 
einander, so  kommen  selbstverständlich  zu  den  dunklen  Streifen,  die  den 
Verbindungslinien  der  OefTnungen  der  ersten  Reihe  entsprechen,  noch 
dunkle,  unter  sich  parallele  Gerade,  welche  die  ersteren  schneiden  und  von 
den  anderen  Reihen  congruenter  OefTnungen  verursacht  werden. 

A)  Haben  wir  zwei  neben  einander  hegende  paralellogrammfOrmige 
Spalte,  also  n  + 1  »^  2,  durch  die  das  Licht  gebeugt  wird,  so  verwandeln 
sich  die  allgemeinen  Ausdi*ücke  der  vorigen  Nummer  in  die  folgenden : 

1)  Die  Maxima  der  zweiten  Gasse  befinden  sich  bei 

2)  die  Minima  der  zweiten  Gasse  bei 

4.11     4^11     +A1     +11 
*2e'-2e'-2e'-2e ' 

also  giebt  es  in  der  Mitte  zwischen  den  Maximis  der  zweiten  Gasse  dunkle 

Streifen, 

3)  die  Maxima  der  dritten  Gasse  bei 

+11      11      AI 

—  4    e    '    4    e    '    4    e 

Diese  aber  sind,  weil  sie  den  ersten  zu  nahe  liegen,  nicht  bemerkbar« 
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Für  ein  sogenanntes  Stabgitter  mttssen  wir  n  +  1  sehr  gross  nehmen 
und  die  einzelnen  Oeffnungen  paranelogranunfbrmig  vortussetzen. 

B)  Sei  dann  der  Einfachheit  wegen  die  Schirmebene  senkrecht  lu  den 
einfallenden  Strahlen,  so  ist  nach  1.  und  §  370,4. 

-j /  sin  [yrasint/;l~^]\*      /sin  (n  +  1)  yge  sin  i// 1  "^V 

\  Tthsinipl^^    )    '  \(n-|-l)8in7re8in^l-7 

/  sin7raAA,l-'V  /sin(n  +  1)  7ge  EE,  l-y 

""V""*"^     7raAA.l-W    (^  7reEE.l-i         )' 

Selbstverständlich  sind  hier  Haxima  der  zweiten  Oasse  an  denselben 
Stellen  wie  oben,  da  deren  Ort  nach  2.  A)  unabhängig  von  der  Anzahl  der 
Oeffnungen  ist, 

Die  Orte  der  Minima  der  zweiten  Gasse  finden  wir  z.  B.  für  n  4- 1 
=  1000. 

+  0,0001  -  ,  +  0,0002  - ,  +  0,0003  -, 
e  e  e 

bis  wieder  ist 

—  1000  e        —  e  ' 

also  bis  m  —»  1000  ist    Die  Entfernung  dieser  Minima  sind  0, 0001  — , 

also  sehr  nahe  beisammen. 

Zwischen  diesen  ausgezeichneten  Werthen  hegen  die  Maxima  der 
dritten  Classe  bei 

0,00005  -,0,00006-^, 

e  e 

Es  hegen  mithin  zwischen  zwei  benachbarten  hellen  Streifen,  also  z.  B. 

zwischen  0  und  — ,  sehr  nahe  eine  grosse  Menge  dunkler  Stellen,  zwischen 

denen  nur  ganz  lichtschwache,  also  unbemerkbare  Lichtstreifen  enthalten 
sind,  so  dass  wir  fflr  ein  Stabgitter  nur  getrennte  helle  Linien  im  homogenen 
Licht,  dessen  Wellenlänge  1  ist,  unterscheiden  können,  deren  Intensitäten 
abnehmen,  wenn  sie  weiter  vom  nicht  gebeugten  Strahl  abUegen. 

Nehmen  wir  daher  statt  des  homogenen  Lichtes  zusanunengesetztes, 
so  erzeugt  eine  jede  einzelne  Farbe  ihr  eigenes  Bild,  die  alle  einander  ähn- 
Uch  concentrisch  und  ähnhch  liegend  sind.  Die  rothen  Bilder  sind  die 
grössten  und  hegen  am  weitesten  von  der  Mitte  entfernt,  die  violetten  am 
kleinsten  und  der  Mitte  am  nächsten.  Fehlt  dem  Lichtpunkt  ein  Wellen 
System  von  einer  gewissen  Wellenlänge,  so  fehltauch  das  entsprechende  Bild. 
Sind  nun  die  Oeffnungen  in  gehöriger  Anzahl  vorhanden ,  so  sind  die  ein- 
zelnen farbigen  Streifen  ganz  von  einander  getrennt  und  man  erhält  also 
dann  Farbenspectren  mit  den  betreffenden  dunklen  Linien. 
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Erklarang  der  doppelten  Breohnng.'^)    (§  373.) 
!•    Caucby's  Annahme  über  Anordnung  der  Aethermolekale. 

Die  Annahme  von  Cauchy,  welche  im  Lehrbuch  auseinandergesetzt  ist, 
widerspricht  nach  den  Rechnungen  von  Briot  der  Erscheinung. 

Nehmen  wir  einen  Krystall  des  regulären  Systems,  so  lehrt  uns  das 
Experiment,  dass  ein  Lichtstrahl,  der  durch  denselben  in  jeder  beliebigen 
Richtung  gegangen  ist,  nicht  eine  Spur  von  Polarisation  zeigt;  es  verhält 
sich  demnach  ein  Krystall  dieses  Systems  gegen  das  Licht  wie  ein  Giasstück, 
in  welchem  offenbar  der  Aether  keine  regelmässige  Anordnung  hat.  Wenn 
aber  der  Aether  krystallisirt  wäre,  so  könnte,  wie  nun  bewiesen  werden  soll, 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  nicht  nach  allen  Richtungen 
dieselbe  sein  und  mOsste  das  Licht  beim  Durchgang  durch  den  Krystall  po- 
larisirt  werden. 

Nehmen  wir,  dieser  Hypothese  entsprechend,  die  Aethermoieküle  in 
Reihen  vertheilt  an,  welche  drei  auf  einander  rechtwinkligen  Geraden,  die 
wir  zu  Coordinatenaxen  nehmen ,  parallel  sind,  so  reduciren  sich  die  Sum- 
men, welche  in  den  Gleichungen  der  Schwingungsbewegung  §  279  vor- 
kommen, auf  drei  von  einander  verschiedene  Werthe,  die  wir  kurz  mit 
g,  h,  h'  bezeichnen.  Es  werden  nämlich  nach  den  in  §  279, 6.  eingeführten 
Bezeichnungen  für  die  Grössen  unter  (1.)  und  (3.)  zu  setzen  sein  2  g  und  2  h. 
Die  dort  unter  (2.)  aufgeführten  Wertbe  können  aber  nun  nicht  mehr  aus 
denen  unter  (3.)  stehenden  abgeleitet  werden ,  da  das  Coordinatensystem 
nicht  beliebig  genommen  werden  darf.  Wir  setzen  deshalb  jetzt  statt  der 
Werthe  (2.)  die  Abkürzung  6  h'  und  erhalten  dann  statt  der  allgemeinen 
Gleichungen  mit  den  Vernachlässigungen,  wie  sie  §  279,  5.  vorgenommen 
worden  sind,  folgende  Differentialgleichungen : 


Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  ebenen  Wellen  werden  dann 
(§  279,  (9.)  oder  (10.)),  wenn  wii*  der  grösseren  Deutlichkeit  wegen  für  m,  n,  p 

'*)  Briot,  Mathematische  Theorie  des  Lichtes,  tlbers.  von  Klinkerfuss,  Leipzig. 
Beer,  Einleitongin  die  höhere  Optik,  Braunschweig. 
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setzen  cosa,  cosb,  cosc,  wo  also  nach  §  225.  a,  b,  c  die  Winkel  sind,  welche 
die  Normale  zur  Weilenebene  mit  den  Coordinatenaxen  bildet: 
c«A  =  A  (g  +  h  +  3(h'  — h)  cos'a)  4- 2h  cosa  (Acosa  +  Beosb  +  Ccosc), 
c*B  =  B  (g  +  h  4-3 (h'  —  h)  cos'b)  +  2h  cosb  (A cosa +  Bcosb-f-Ccosc), 
c>C  =  C(g  +  h-f  3(h'— h)co8'c)  +  2hcosc(Acosa  +  Bcosb4-Ccosc). 

Bedenkt  man  dann  noch,  dass  A*  +  B*  -f-  C*  =  1  ist,  so  haben  wir 
vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  c*,  A,  B,  C,  aus  denen  ün  Allge- 
meinen diese  Werthe  berechnet  werden  können.  Da  also  A,  B,  C  bestimmte 
Werthe  erhalten,  so  müsste  das  Licht  (§  279,  3.)  im  Altgemeinen  pola- 
risirt  sein.  Es  giebt  aber,  da  cos*a  +  cos*  b  +  cos*  a  =  1  ist,  sieben  Rich- 
tungen, in  denen  das  Licht  nicht  polarisirt  ist,  nämhch  in  den  Richtungen 
der  drei  Kanten  und  in  den  der  vier  Diagonalen  eines  Cubus.  Macht  man 
z.  B.  cosa  =  1,  cosb  =  cosc  «s  0,  so  erhält  man  die  nichtpolarisirte 
Schwingung  A  =  0,  c*  =  g  +  h.  Wenn  cos* a  ==  cos*b  =  cos*c  ==  i ist, 
also  die  Wellennormale  mit  der  Diagonale  des  Cubus  zusammenfallt,  erhält 
man  die  transvei^sale,  nichtpolarisirte  Schwingung 

Acosa  -f-Bcosb  +  Ccosc=  0,  c«=g  +  h'. 

Die  Gleichungen  gehen  über  in  die  für  isotrope  Mittel,  wenn  h'=h, 
d.  h.  wenn  die  für  derartige  Mittel  charakteristischen  Gleichungen  S.  267 
gelten,  also  die  Wahl  der  Axen  ohne  Einfluss  ist. 

2.    Briot's  Annahme  und  die  daraus  gefolgerten 
Schwingungsgleichungen. 

Briot  (a.  a.  0.  S.  48)  giebt  seine  Annahme  in  folgenden  Worten : 
„Wii-  betrachten  das  Aethermedium,  welches  einen  Krystall  durch- 
dringt, als  ein  dem  freien  Aether  analoges,  jedoch  jdurch  Anwesenheit  der 
ponderablen  Moleküle  modiflcirtes  Medium,  welche  Modification  wir  uns  auf 
folgende  Weise  vorstellen.  Dividirt  man  die  Länge  einer  Geraden  von  einer 
gewissen  Ausdehnung  durch  die  sehr  grosse  Zahl  der  Aethermoleküle,  welche 
auf  dieser  Geraden  liegen ,  so  erhalt  man  den  mittleren  Abstand  der 
Aethermoleküle  in  dieser  Richtung.  Es  ist  klar,  dass  im  freien  Aether  der 
mittlere  Abstand  für  alle  Richtungen  derselbe  ist.  Es  hegt  nahe,  zu  denken, 
dass  die  Anwesenheit  der  ponderablen  Moleküle  diesen  mittleren  Absland 
der  Aethermoleküle  modifidrt,  und  zwar  nach  verschiedenen  Richtungen 
verschieden.  Denkt  man  sich  demnach  ein  isotropes  Mittel,  welches  mit  dem 
betrachteten  von  gleicher  Dichtigkeit  ist,  und  dass  dasselbe  nach  gewissen 
Richtungen,  welche  den  Linien  des  Krystatls  entsprechen,  auseinander  oder 
zusanunengezogen  werde,  so  wird  man  den  Aether,  welcher  den  Krystall 
erfüllt,  dem  so  modificirten  isotropen  Mittel  anpassen  können.  In  der 
Wirklichkeit  ist  die  Dichtigkeit  des  Aethers  nicht  in  allen  Punkten  einer 
Zelle,  in  deren  Centrum  oder  in  dem  Rande,  die  nämUche,  wird  vielmehr 
nur  wieder  die  nämliche  an  den  homologen  Punkten  der  verschiedenen 
Zellen ;  wir  vernachlässigen  einstweilen  diese  periodischen  Ungleichheiten 
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in  der  Vertheihing  des  Aethers  und  substituiren  für  die  periodische  wirk- 
liche Anordnung  den  erwähnten  mittleren  Zustand.  Wir  dürfen,  wie  gesagt, 
voraussetzen ,  dass  dieser  mittlere  Zustand  der  Formverdnderung  eines  iso- 
tropen Mittels  derselben  Dichtigkeit,  welches  nach  gewissen,  durch  die 
Linien  des  Krystalles  bestimmten  Richtungen,  ausgedehnt  oder  zusammen- 
gezogen wurde,  entsprungen  sei/* 

Nach  den  Lehren  der  Elasticitätstheorie  (§  64)  kann  die  Gesammtheit 
aller  Ausdehnungei^  und  Zusammenziehungen^  welche  der  Aether  in  einem 
symmetrischen  Krystall  erfährt,  auf  di*ei  Ausdehnungen  und  Zusammen- 
ziehungen nach  auf  einander  rechtwinkligen  Richtungen  zurückgeführt 
werden.  Der  folgenden  Untersuchung  mögen  diese  zu  einander  recht- 
winkligen Richtungen  als  Coordinatenaxen  zu  Grunde  gelegt  werden. 

Wenn  wir  demnach  durch  d  diese  Aendemngen  bezeichnen,  so  ist 
(Jx'  =  ax'  ,  <Jy'=«by'  ,  dz  =  cz', 
wo  a,  b,  c  kleine  Grössen  sind ,  so  dass  deren  Quadrate  und  Producte  ver- 
nachlässigt werden  dürfen.   Da  ausserdem  die  Dichtigkeit  nicht  wechselt, 
so  ist  nahe  a  +  b  +  c  ■—  0. 

Ferner  ist 

^x^Jx^  +  y^Jy^  +  z^3z^^ax^«-fby^4-cz^ 
r  r 

Damit  ergeben  sich  die  Variationen  der  Ausdrücke ,  welche  die  L  . . .  P  . . . 
bestimmen. 

Wir  finden  z.  B. 
^[i2mf(r)(ux'-Hvy'4-wzO'] 

=  Smtir)  (ux'  -f- vy'  -f-  wz')  (u du'  +  v dy'  +  w  dz')  -+- 

4  2m  — .(ux'  +  yf  +  wzO'r  dr 
=  ^mf  (r) (ux'  +  vy'  -{"  wz') (uax'  +  vby' -f-  wcz')  + 

i  J^m  —  ux'  +  vy'  +  wzO  (ax'*  +  by'*+  cz'«) 

—  h  (a  +  b  +  c)  (u*-f-  v*+  w«)  +  2  (g  +  h)  (au*  +  b  v»  +  cw») 

—  2  (g  +  h)  (a  u»  +  b  V«  +  c  w«) , 
d  Ti^m^^ux'-fvy'  +  wzO'y'z' 

—  i^m?^  {2(ux'  +  vy'-i-wz')(aux'  +  bvy'.fcwz')yV-(- 

(ux'  +  vy'  +  wz')*  (b  H-  c)  y'  z'}  + 


i^m 


l[ÜEl:r1(ux'-|-vy'  +  wz')»(ax'»  +  by'*-f.cz'^. 


Nach  der  in  §  279, 6.  angewandten  Methode  haben  wir 

2\'*  z'*  y  (r)  —  3  ^m  x'«  y'*  z'^  rp  (r). 
Um  auch  ^mx'*  qp  (r)  zu  finden,  verfahren  wir  analog  dem  §  279, 6. 
Es  muss  nämlich  sein,  wenn  x'*  entwickelt  wird. 
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Jmx'>(r)-«(c<)8**4-siii«^)^mx'*y(r)4-158iii*^co8»*^mx'*y'*9(r), 

dies  kann  aber  nur  gelten,  wenn 

2mji^  y  (r)  =-  5  ^mx'*  y'*  qp  (r)  ist. 
Wenden  wir  nun  diese  Gleichungen  mit  der  allgemeinen  Function  (p  (r) 
auf  unseren  Fall  an,  so  ist 

d^        ,  d^  ,  d^> 

d^) 


2fmr« — ^— 1, 


2.3.5.7 
mithin  ist,  da  b  +  c  «■  —  a  ist, 

«r|--SmJ^(ux'  +  vy'  +  wiOy'*2']-4(h  +  l)(b  +  c). 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Variation  werden  dann  die  L .  -. .  P . . .  aus 
§  279,  indem  man  zu  den  dort  gegebenen  Werthen  die  Grossen  JL . .  dP . . 
hinzuninuttt, 
L  — [g+h+2(h+l)a](u«+v«+w«)+2(g+2h+l)(au*+bv»+cw^ 

+  2[h  +  4{h  +  l)a]u% 
P_2[hH-2(h  +  l)(b  +  c)]vw  — 2[h  — 2(h  +  l)a]?w. 

Diese  Werthe  in  §  279  eingesetzt  geben  die  verlangten  Sohwingungs- 
gleichungen.  Vereinfachung  tritt  ein  bei  einem  Krysiall  des  regulären  Sy- 
stems, woaasb»BC»sO  zu  setzen  ist,  und  wir  erhalten  der  Annahme 
entsprechend  die  Gleichungen  von  §  279, 6.,  so  dass  also  die  Bewegung  in 
derartigen  Rrystallen,  der  Beobachtung  entsprecheod,  so  ist,  wie  im  freien 
Aether. 

S«   Ebene  Wellen  in  Krystaflen  mit  einer  optischen  Axe. 

Wir  müssen  unsere  d)en  gefundenen  Werthe  einsetzen  in  die  Glei- 
chungen von  S.  265,  nachdem  wir  vorher  eine  Beziehung  zwischen  den 
Grössen  a,  b,  c  aufgefunden  haben,  welche  die  Krystalle  dieses  Systems 
charakterisirt.   Es  muss  nun  ein  jeder  derartiger  Krystall,  nachdem  er  um 

seine  ausgezeichnete  Axe  um  einen  gewissen  Winkd  — ,  wobei  n  eine  ganze 

Zahl  grösser  als  2  bedeutet,  gedreht  worden  ist,  mit  sich  selbst  Busammen- 

fallen.    Es  wird  demnach  für  dieselben  (§  64.  8.)  die  Stellungsflache  ein 

Rotationsellipsoid  sein,  dessen  Rotationsaxe  mit  der  Axe  des  Rrystalles  zu- 

sammenMt,  d.  h.  es  ist  der  Aether  um  die  Axe  des  Krystalles  isotrop. 

Nehmen  wir  diese  Axe  zur  x  Axe,  so  muss  b=BC,  und,  da  a-}-b-|-CBBO 

a       . 

ist,  =s sem. 

2 
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Wenn  wir  nun  zu  den  ebenen  Wellen  übergehen ,  setzen  wir  statt  u, 
V,  w,  die  dort  S.  265  eingeführten  Werthe  x  cosa,  x  cosb,  x  cosc,  wo 
also  a,  b,  c  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Normale  zu  der  Wellenebene 
mit  den  Axen  bildet,  und  erhalten 
L,=  [g  +  h  +  2(h  +  l)a]  +  (g4-2h  +  l)a(2cos'a  — cos*b  — cos^c) 

+  2[h  +  4(h  +  l)a]cos*a, 
—  [g  +  h  +  (l— g)a]-i-cos»a[3g  +  6h  +  31  +  8(h4-l)]a+2hcos*a 
P^  _  2  [h  —  2  (h  +  l>a]  cosb  cosc. 

Diese  Werthe  und  die  ähnlich  gebildeten  M . .  Q  . .  müssen  dann  in  die 
Gleichungen  (9.)  S.  265  substituirt  werden. 

Aus  den  dadurch  erhaltenen  Gleichungen  kann  man  durch  eine  ein- 
fache Transformation  ableiten 

P,(c'-L,  +  2^)a-Q,(c'-M,  +  ?^)b 

-R.(c.-N.+^)i-P.Q,H.(*+l+g.   '  W 

Hieraus  folgen 

.•.(c.-L.^%2') 
und  dem  ähnUche  Ausdrücke  für  B  und  C,  und  daraus  endUch 
»<o._L,_«.R.(*  +  B  +  «)-*-«A. 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  die  erste  der  Gleichungen  (9)  S.  265, 
substituirt  dann  die  eben  aufgestellten  Werthe  von  A,  B,  C  und  dividirt 
durch  den  gemeinschaftHchen  Factor 

P,  ^  Q*  ^  R, ' 
so  erhält  man  die  Gleichung  der  Geschwindigkeiten : 

■"••(c. -.  L.  +  «^)  +Q..(e--  M.  +  i^)  +R..(c._N.+'^) 

^       =0.  (b.) 


Nun  unterscheiden  sich  für  unseren  FaU  die  Q,  und  R,  nur  durch  die 
cos. ,  denn  es  ist 

Q,  =  2  [h  +  (h  + 1)  a]  cos  c  cos  a ,     R,  ==  2  [h  -+-  (h  + 1)  a]  cos  a  cos  b  . 
oder  abgekürzt  Q,  «=  h,  cos  c  cos  a 

R,  =^  h,  cos  a  cos  b    und  dem  entsprechend  ab- 
gekürzt P,  =  hj  cos  b  cos  c. 

Ferner  ist  nach  der  im  Obigen  angegebenen  Einsetzung  in  die  Aus- 
drücke M,  und  N, 
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M,-^  =  N.-^-=(g+h)-(g+3h+21)a+3(g+2hH-l)acos*a. 

Bezeichnen  wir  abgekürzt  diese  Werthe  mit  cf  und  den  entsprechenden 

0  R 

L, —-^  mit  cj,  so  erhalten  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  die  folgende  Form: 

-!^  (c*  — c?)  A  =--V  (c*  —  <^  ß=— (c'  — c|)C= 
cosa  cosb  cosc^  ' 

Acosa   .    Bcosb  +  Ccosc  ,  ^ 

hT"^ K '  ^^^ 

cos*  a        cos*  b  +  cos'  c 

-7^+ — ^ irV«  =ö.  (b.*) 

c*  —  c?  c*  —  c,  h,  hj  ^ 

A)  Fallt  die  Normale  zur  Wellenebene  mit  der  Krystallaxe  zusammen, 
so  ist  cosa  «=  1 ,  cosb  -c  cosc  «b  0  und  damit  Q ^  =  R^  =«  0. 

Dann  folgen  aus  (a*^)  die  beiden  Lösungen 

Der  ersten  Lösung  entspricht  eine  unbestinunte  Transversalschwingung, 
der  zweiten  Lösung  eine  Longitudinalschwingung,  die  also  nicht  als  Licht 
wahrgenommen  wird. 

Wenn  also  ein  Lichtstrahl  mit  der  Richtung  der  Hauptaxe  zusanrmnen- 
ßiUt,  so  bleibt  der  Strahl  ein  einfacher  ohne  polai*isirt  zu  werden,  da  B  und 
C  unbestimmt  sind. 

B)  In  dem  allgemeinen  Fall  findet  man  aus  (a*^)  durch  Gleichselzung 
des  zweiten  und  dritten  Ausdrucks 


'  \cosb       cosc/ 


Dieser  Bedingung  wird  auf  zwei  Arten  genügt: 

1)  c*  ==  c*. 
Dann  ist  nach  (a*^) 

A  =  0,     B  cosb +  C  cosc -=0.  d.h. 
die  Schwingung  ist  geradlinig  polarisirt,  findet  statt  in  einer  zur  Hauptaxe 
des  Krystalles  senkrechten  Ebene  und  in  der  Wellenebene.    Dies  ist  also 
eine  vollständig  transversale  Schwingung,  die  stattfindet  senkrecht  auf  dem 
Hauptschnitt  des  Krystalles. 

2)-«    -- ^  =  0. 
cosb       cosc 

Setzen  wir  hier  statt  B  und  C  andere  Ausdrücke,  indem  wir  irgend 

einen  Punkt  der  Schwingung  betrachten ,  dessen  Entfernung  vom  Coordi- 

V  Z  V  z 

natenanfang  r  ist.  Da  dann  B  «—  — ,  C  =  —  ist,  so  gilt r =0. 

r  r  cos  JD      cos  c 

Dies  aber  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  die  durch  die  xAxe  also  durch 
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die  Axe  des  Krystalles  geht  und  parallel  einer  Geraden  ist,  die  mit  der  y 
und  zAxe  die  Winkel  b  und  c  bildet.  Die  beiden  Schwingungen,  welche 
der  obigen  Bedingung  genügen,  finden  demnach  statt  in  einer  Ebene  senk- 
recht zur  Wellenebene  dm*ch  die  Hauptaxe,  also  im  Hauptschnitt.  Die  Port- 
pflanzungsgeschwindigkeiten derselben  sind  gegeben  durch,  (b*^) ,  wenn  die 
Losung  unter  1)  c'  :=  c*  unterdrückt  wird.  Dieser  Gleichung  können  wir 
folgende  Form  geben : 

cos*a  ,  ,         ,.    ,  cos*b-f-cos*c,  .        „.  1     /  %       *.,  •       «x      /v 

__(c«_c9H ^ (c*  — c?)— ^-^(c»— c?)(c»— c')=:0. 

Setzen  wir  dann  c^  ««c?  und  c'  "bc^,  so  wechselt  dieser  Ausdruck 
das  Vorzeichen,  folglich  liegt  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  zwischen 
c,  und  c,.  Da  nun  diese  beiden  Grössen  schon  wenig  von  einander  ver- 
schieden sind,  denn  ihre  Differenzen  enthalten  den  Factor  a,  so  sind  es 
noch  weit  weniger  c* — c?,  e*  —  cj.  Wenn  wir  demnach  Grössen  zweiter 
Ordnung  vernachlässigen,  so  können  wir  diese  Gleichung  auf  die  folgende 
reduciren : 

cos*a  (c*  —  cj) 4-  (cos*b  H-  cos^c)  (c*  —  cj)  ■=  0. 

Daraus  findet  man 
c*  «=-  (cos*b  +  cos'c)  cj  -+-  cos'a'cj  «■  cj  -f-  co6*a  (cj  —  cj). 

Setzt  man  dann  diesen  Werth  in  den  ersten  and  letzten  Theil  von  (a*), 

so  findet  man  nach  einer  einfachen  Transformation  und  Yemachlässigang 

der  zweiten  Potenz  von  a 

.  ,   D       u   .   />  9(h-t-l)  a  Acosa 

A  cosa  4-  B  cosh  -+-  C  cosc  »-= ^ — —'-r . 

2h 

Die  Grösse  links  ist  der  cos.  des  Winkels,  den  die  Schwingungsrichtung 
mit  der  Normale  der  Wellenebene  einschliesst,  und  rechts  steht  eine  kleine 
Grösse  wegen  des  Factors  a.  Mithin  macht  diese  Schwingung  einen  sehr 
kleinen  Winkel  mit  der  Wellenebene,  sie  ist  eine  quasitransversale  im 
Hauptschnitt. 

Die  Geschwindigkeit  der  dritten  Schwingung,  welche,  da  sie  senkrecht 
zu  den  beiden  ersteren  sein  muss^  nach  §  279  S.  266,  nahezu  normal  zur 
Wellenebene  ist  und  deshalb  nicht  als  Licht  wahrgenonunen  werden  kann, 
ist  gegeben  durch 

c  =  ^c^-f  h,  +  15  (h  +  1)  aco8*a  fort, 
wie  man  findet,  indem  man  die  Gleichung  (b*)  soweit  transfbrmirt,  dass 
man  den  Coefficienten  von  c'  berechnet  und  dann  davon  die  bekannte 
Wurzel  abzieht,  natürlich  mit  den  einmal  festgesetzten  Yernachlflssigungen. 

4.    Berechnung  der  Constanten. 

Die  Constanten  der  Gleichungen  in  der  vorigen  Nummer  können  be- 
stimmt werden  mit  Hülfe  des  Erfahrungssaüies,  dass  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  einen  von  zwei  transversalen  Schwingungen  nach  allen 
Richtungen  die  nämliche  ist. 
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Die  Geschwindigkeit  der  qaasitransversaleD  Schwingung  ist  in  S.  ge- 
funden worden 

c*«e  cj  H-  cos*a  (cj  —  c?). 

Werden  hier  die  Werthe  Ton  c,  nnd  c,  wieder  eingesetzt,  so  ist 
c»  —  g  +  h  —  (g  — l)a  +  3  (g  +  h)  a  cos^a. 

Danait  diese  Grösse  unabhängig  Ton  cosa  wflrde,  mttsste  g  -f>  h  »»  0 
sein,  dies  ist  aber  nach  §  279  6.  unmöglich;  denn  es  mQsste  sonst  ^ 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  transversalen  Schwingung  in  einem  iso- 
tropen Mittel  Null  sein. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  vollständig  transversalen  Schwin- 
gung ist  nadii  Herstellung  des  Werthes  c{ 

c*  — cJ-=g  +  h.«(g4-3h^-21)a  +  3(g  +  2h^-l)acos»a, 
welche  Grösse  unabhängig  von  der  Richtung  wird,  wenn  g  -{-  2  h  -)- 1  »k  0 
ist.    Dieser  Bedingung  widerspricht  nichts,  kann  also,  um  der  ioi  Anfang 
angegebenen  Erfahrung  zu  gentigen,  als  erfüllt  angenommen  werden. 

Folglich  besteht  der  ordinäre  Strahl  aus  vollständig  transversalen 
Schwingungen,  die  senkrecht  auf  dem  Hauptschnitt  stattfinden ,  während 
die  Schwingungen  des  extraordinären  quasitransversal  sind  und  zwar  im 
Hauptabschnitt  geschehen. 

Diese  gefundenen  Hesohate  lassoi  sich  weiter  verwerthen  für  eine 
Untersuchung  über  die  Holekulariuräfte.  Setzen  wir  nämlich  voraus,  da» 
diese  sich  ändert  im  umgekehrten  Verhältniss  der  nten  Potens  des  Ab; 

Standes,  und  nehmen  daher  f(r)  «■  -^_p ,  so  erhalten  wir 

^       2.3-^""'^'^'^^       2.3-^  r"-»'*"  2.3.5-2r«-i  5     *' 

1        (n  +  l)(P  +  3)  ^  m/i  m+3  (n  +  i)(P  +  3) 

2.3.5.7       -^r«-^"  7  5.7  '^' 

Mithin  ist 

g  +  2h  -}- 1  verschwindet  also  für  n  «»  4  und  n  «:  6. 

Die  Bedingung  n  «»  4  führt  aber  zugl^h  auf  g  +  h  -»  0,  was  nach 

dem  Obtgen  unmöglich  ist,  es  bleibt  demnach  nur  die  eine  Bedingung 

n-v6  übrig. 

4 n 

Da  ferner  in  §  279  6.  gefunden  ist  c*  -=  g  -f-  h  «=  — - —  g,  so  muss 

o 

nun,  da  n=s6  sein  soll,  damit  c'  positiv  wird,  g  negativ  und  damit  die 
Holekuiarkraft  (S.  257)  eine  abstossende  Kraft  sein. 

Behalten  wir  nun  dies  Gesetz  der  Molekuiarkraft  bei,  so  ist,  wenn  wir 

zur  Abkürzung  schreiben  p  =  A  2  — J- » 
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g   ——5p,  h  — 7p,  I  — —  9p,  g  +  h  — 2p,  h  +  1— :  — 2p, 
h,  — 14p(l+4a),  h,=«h3  =  14p(l  — ?a), 
cj  — 2p(l— 2a),  <^— c|  — 2p(l  +  a.) 

5*    Bestimmung  der  Weltennsche. 

Die  hier  zu  untersuchende  Wellenfläche  muss  jedenfalls  eine  zusam- 
mengesetzte sein,  da  sie  sowohl  den  ordinären  als  den  extraordinären  StraU 
enthalten  muss. 

Für  den  ordinären  ist  dieselbe  einfach,  wie  für  ein  isotropes  Medium, 
eine  Kugel,  deren  Gleichung  x*  +  y*  +  z*  —  (^  ««  0  ist. 

Für  den  extraordinären  ist  die  Welienfläche  die  EnTeloppe  der  Vieh 
lenebene 

xcosa  +  ycosb  +  ZC08C— ac,  woc*a«cJ-|-(cJ — c^cos*a-« 

c J  cos*  a  +  cj  (cos*  h  +  cos*  c)  ist. 
Eine  der  ersteren  benachbarte  Wellenebene  ist  gegeben  durch 
x(co8a  +  dcosa)  +  y  (cosb  +  dcosb)  -f-  z(cosc  +  dcosc)  —=  c  +  de. 
Durch  Subtraction  der  Gleichung  der  ersten  Wellenebene  von  dieser 
erhalten  wir 

xdcosa-f-ydcosb  +  zdco8Ca«dc. 
Aus  der  Gleichung  für  c*  folgt  aber 

A         cjcosa dcosa  ^    c? (cosb d  cosb  -|-  coscdcosc) 

u  C  ■■■  '  *t"  ——————————— —^———  , 

c  c 

Setzt  man  diese  beiden  Werthe  von  de  einander  gleich  und  dann 

beziehungsweise  die  Coefficienten  von  dcosa,  dcosb,  dcosc,  so  erhält  man 

c!cos*a  cfcosh  cf  cosc  ,  , 

X  «ip,  jz y  a. z  ae ,  uud  daraus 

c  ^  c  c 

ex  u       cy  u       ^^ 

cosa««— r»      cosb««-f,        cosb  «-=-7. 
cJ  cJ  cf 

Setzt  man  diese  Werthe  in 

X  cosa  +  y  cosb  +  z  cose  »«  c  ein,  so  erhält  man 

X*  V*  z* 

als  die  Gleichung  der  gesuchten  Enveloppe,  welche  also  ein  Rotations- 
ellipsoid ist. 

Es  ist  mithiB  die  vollständige  Gleichung  der  zusamnengesetiten  Wel- 
lenfläche 

Die  sphärische  Welle  berührt  also  das  EUipsoid  an  dem  Ende  der  Ro- 
tationsaxe,  die  der  Hauptaxe  des  Krystalles  entspricht  und  zwar  entweder 
von  aussen  oder  von  innen,  je  nachdem  c,  S^  c,  ist 

Hiermit  ist  die  Richtigkeit  der  Construction  von  Huyghens  zur  Bestim- 
mung der  gebrochenen  Strahlen  die  der  folgenden  Nummer  zu  Grunde  ge- 
legt ist,  bewiesen. 
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6.    Richtung  der  gebrocheoeii  Welle  und  des  gebrochenen 

Strahles. 

Die  ordinäre  Welle  mit  dem  ordinären  Strahl  erfordert  nicht  eine  be- 
sondere Auseinandersetzung,  denn  hier  gilt  dasselbe  Gesetz  wie  bei  den 
isotropen  Mitteln. 

Bei  der  Untersuchung  des  extraordinären  Strahles  legen  wir  Fig.  91 

(Fig.  201  des  Lehrbuches)  zu  Grunde,  übertragen  dieselbe  aber  auf  den 

allgemeinen  Fall.     Bezeichnen  wir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in 

dem  isotropen  Mittel  mit  v,  so  ist  die  Zeit,  in  der  die  einfallende  Welle  den 

mff 
Weg  mg  zurücklegt,  —^  . 

tüSt 

Dann  ist  db  —  c, .  — ^  ,  dk  —«  Cj . 


Wird  dann  in  g  ein  Per- 


mg 
V   '  ■      V  ' 

pendikel  auf  die  Einfallsebene  errichtet  und  durch  dieses  eine  Tangential- 


Fig.  91. 


ebene  an  die  Wellenfläche  ge- 
zeichnet, so  ist  diese  die  ge- 
brochene Wellenebene  und  die 
Linie  von  d  nach  dem  Berüh- 
rungspunkte die  Richtung  des 
gebrochenen  Strahles.  Bezeich- 
nen wir  ferner  mit  r  die  Nei- 
gung der  gebrochenen  Welle 
gegen  die  brechende  Fläche  und 
mit  n  den  Fusspunkt  eines  Ton 
d  auf  die  gebrochene  Welle 
gefällten  Perpendikels  (dieser 
Punkt  n  fallt  in  Fig.  91  wegen 
des  dort  gezeichneten  speciellen  FaUes  mit  k  zusammen.)  Die  z  Axe  sei  das 
Einfallsloth  und  die  x  Axe  hege  in  der  Einfallsebene.  Die  optische  Axe  bilde 
mit  den  Coordinatenaxen  Winkel,  deren  cos.  mit  u,  v,  w  bezeichnet  werden. 


Dann  ist 


mg 


sm  1 


V 

c 


(1.) 


d  n        sin  r 

Das  hierhergehörige  c  finden  wir  ausgedrückt  durch  den  Winkel  q>y 
welchen  die  Wellennormale  mit  der  Hauptaxe  einscblieast,  ind^n  wir  die 
Entfernung  des  Mittelpunktes  der  Wellenfläche  aus  5. 


y'H-z* 


1  —  0, 


von  der  zur  Wellenebene  parallel  an  diese  Fläche  gelegten  Tangential- 
ebene berechnen.    Dies  giebt 

c*  s=  c*cos*g)  -|-  cjsin*g).  (2.) 

Zur  Bestimmung  von  q)  gilt  dann  nach  der  bekannten  cos -Gleichung 
cos  ^  =»  u  sin  r  -f-  w  cos  r.  (3.) 
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Diese  drei  GleichuDgeD  geben  zunächst 

sin'r  a-i  sin'i    -4  +  (~\ 4]  ("^^^^^  +  ^^s**)* 

uad  dann  (3.)  das  zugehörige  q>  und  (2.)  dann  c. 
Ist  speciell 

1)  ui«0,  w=«0,  v«=l,  so  erhält  man  sin  ras  sin  i -^,  d.h.  wenn 

die  optische  Axe  senkrecht  auf  der  Einfallsehene  steht,  so  findet  gewöhn- 
liche Brechung  statt. 

2)  T  sbO  und  i  habe  einen  solchen  Werth,  dass  die  gebrochene  Welle 
auf  die  optische  Axe  senkrecht  zu  stehen  kommt.  Dann  ist  u  sin  r + w  cos  r—  1 , 

folglich  sinr  >^  sin  i  -^,  also  werden  dann  die  ausserordentlichen  WeD^n 

ebenso  wie  die  ordentlichen  gebrochen. 

Es  ist  endlich  noch  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles  zu  finden, 
d.  i.  die  Richtung  des  Radiusvectors  der  Wellenfläche  nach  dem  Berührungs- 
punkte, die  Linie  dk. 

Die  Grösse  der  Hauptaxen  sind  nach  dem  Obigen 

d  b  a-  c,  — ?  =■  sin  i  —  —  a,  wenn  wir  dg  «« 1  setzen, 

A  1  ^^  .        .    C,  , 

d  k  a«  C4  — ^  -w  sm  1  —  —e  b. 

V  V 

Da  ferner  unser  Coordinatensystem  anders  als  in  5.  liegt,  so  ist 

ux  +  vy  +  WZ  =^  0 

die  Gleichung  des  Aequators  der  Wellenfläche,  mithin  ist  deren  Gleichung 

|,(x*  +  y»4-x»)+(p-f.)[ux  +  vy4-w.]'-l. 

Seien  nun  x',  y',  z'  die  Coordinalen  des  gesuchten  Berührungspunktes 
und  sei  zur  Abkürzung  gesetzt 

A'  a-  ux'  +  vy'  -j-  wz', 
so  ist  die  Gleichung  der  Tangentialebene  an  die  Wellenfläche 

[^■+(f.-f.)*'"]'+[f.''+(^.-i)*"]' 
•+[p''+(p-f.)*"]— *• 

Diese  Gleichung  muss  nun  mit  der  für  die  gebrochene  Wellenebene 
identisch  sein.    Deren  Gleichung  ist  aber 

sin  rx  +  cos  rz  ■«  sin  r ,    oder  x  -|-  cotg  rz  — ■  1. 

Dies  führt  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  zu  folgenden  Be- 
dingungen : 

Klein,  Theorie  der  ElafUcitlt  etc.  29 
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Dnrch  die  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  und  die  der  Welienfläche  oder, 

wenn  r  schon  anderweitig  bekannt  ist,  durch  (4.),  (S.)»  (6.)  kann  berechnet 

werden  x',  y',  z\  wodurch  dann  die  Gleichungen  des  Strahles 

z'  y' 

«■■-yx,   y««-iyx  gegeben  sind. 

Eine  derartige  Rechnung  ist  ausgeführt  §  382.  2.  4.). 
Es  sind  demnach  die  cos.  der  Winkel,  welche  der  Strahl  mit  denCoordi- 
natenaxen  bildet, 

^'  r        ^  ^' 

Bedeutet  i//  den  Winkel,  den  der  Strahl  mit  der  optischen  Axe  macht, 
so  ist 

cos  1/; «-«  au  +  Bv  +  c  w. 

Die  Geschwindigkeit  des  Strahles  s  ergiebt  sich  aus  der  Wellenfläche 

x' 
für  die  Zeiteinheit,  wenn  ip  gegeben  ist.  Es  ist  nämlich  dann  —  >-■  cos  i/;  und 

^z'*  4-  V*  x'*      y'*  4-  z'* 

^ — -L-L.  mm  sin  tp,  also  nach  Einsetzung  in  — ^  +  - — -^ —  ■■  1 

S  C«  C| 

1 


a  — 


l/cos*' 


•s*i//      sin*  \p 


Der  Lichtstrahl  bleibt  nur  dann  in  der  Einfallsebene,  wenn  y'  ver- 
schwindet.   Diess  kann  aber  nach  5.  nur  eintreten,  wenn 
1)  V  — 0,    2)  A'  — 0  ist. 

Die  erste  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  die  optische  Axe  in  die  Einfalls- 
ebene fäUt,  und  die  zweite,  wenn  diese  Axe  der  gebrochenen  Welle 
parallel  ist. 


OptiMh  iwdaadge  KrystaUe.^  ($  374.)  ^^ 

l 

1«    Allgemeine  Gleichungen.  {^^^ 

Wir  gehen  bei  Betrachtung  der  Erscheinungen  an  den  zweiaxigen  ^'441 

Krystallen  aus  von  den  Annahmen  zu  §  373.  2.  und  verallgemeinern  die-  \{{?, 

a  """"^ 
selben,  indem  wir  nicht  mehr  wie  dort  in  3.  vorausgesetzt  wurde  b  «>  c  ^^  —  ^  e 

setzen,  sondern  lassen,  weil  nun  die  Stellungsfläche  ein  dreiaxiges  EUipsoid 
ist,  a,  b,  c  als  drei  von  einander  verschiedene  Werthe  gelten  und  zwar  sei 
a>b>c.  • 

Statt  der  Formeln  (a*)  (b*)  des  vorigen  §  erhalten  wir  demnach  jetzt  Acoj 
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^(c*  — c,«)A  — -^-(c^— c,»)B  — -^(c*  — C3«) 
^  *  cosb^  *  cosc  '' 

u  u  1.   /A  <^ö8  *   .  B  cos  b    .  C  cos  c\  ,  ^^ 


cosa 


cos*  b  cos  c 


h  *  h  *  h  *  1 

c«  —  c/   ^  c»  —  c,*  ^  c*  —  C3*       h,  h,b3         "'       ^    ^ 
wob,  — 2[h  — 2(h+l)b],  h3=-2[h  — 2(h  +  l)c]    und 

M.-^*-c/,    N,-^-C3*i8t. 

Die  Grössen  c,*,  c,',  c,*  unterscheiden  sich  wenig  von  einander «  denn 
die  Glieder  ohne  die  kleinen  Factoren  a,  b,  c  sind  einander  gleich.   Ferner 
ist  wegen  unserer  Annahme  über  die  Grösse  a,  b,  c  c/  >  c,*  >  c,*.  Setzt 
man  nämlich  die  aUgemeinen  Werthe  von  L, ....  ein,  so  erhält  man 
c,*— g  +  h+2(h+l)a+2(g+2h+l)(aco8^a+bcos*b+ccos*c), 
c,»«ig+b+2(h+l)b+2(g+2h+l)(acos»a+bcos*b+ccos«c), 
C3*-=g+h+2(h+l)c+2(g+2h-fl)(acos*a+bco8»b+ccos*c). 
Diese  Werthe  sind  constant,  wenn  wir  das  S.  446  gefundene  Molekular- 
gesetz, nach  dem  g  +  2h  +  l*=0i8t,  beibehalten.   Von  den  drei  Wurzeln 
der  Gleichung  (b^  liegt  die  eine  zwischen  c,*  und  c,*,  die  andere  zwischen 
c*  und  C3*,  denn  der  Gleichung  (b**)  kann  man  folgende  Form  geben : 
^(c«  — c,»)(c*  — c,»)  +  S(c»  — c,»)(c»-c,*)+(7(c»— c/)(c*— c?) 
—  (c*  —  c,«)  (c«  —  c,«)  (c«  —  c,»)  —  0. 
Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  c*.=  c,*,  c,*,  c,*,  so  erhält  man 

>0,  <0,  >0. 
Da  nun  c,^  c^\  c^  wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  müssen 
die  Differenzen  c*  —  c,',  c'  ^-  c,*,  c*  —  Cj'  sehr  klein  sein. 

Vernachlässigen  wir  nun,  nachdem  in  der  Gleichung  (b**)  die  Hulti- 
plication  mit  den  Nennern  ausgeführt  ist,  die  kleinen  Grössen  zweiter  Ord- 
nung, so  können  wir  statt  (b**)  schreiben 

cos'a      ,      cos'b  cos'c  ^^^ 

wodurch  die  Gleichung  zur  Berechnung  von  c  in  eine  quadratische  übergeht. 

Um  die  Schwingungsrichtung  zu  finden ,  müssen  wir  den  Ausdruck 
A  cosa  +  B  cosb  -f*  C  cosc  zu  bestimmen  suchen.  Dazu  setzen  wir  in  (a.) 
S.  443  unsere  abgekürzten  Bezeichnungen  ein  und  erhalten  somit 
b,(c»->c,')A ^ h,(c'  — c')B  ^ h3(c'  — C3')C 

cos  a  cos  b  COS  c 


.  1.  L  /Acosa    ,  Bcosb    ,  Ccosc\ 


Da  nun  die  h,,  h,,  h,  wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  ist 

.   «.       »       ^                            ,     /Acosa  .    Bcosb    ,    CcoscX 
A  cosa -f-Bcosb-|-C  cosc  wenig  von  h,  ( — r 1 r 1 r- — I 

29* 
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und  damit  von    *.;  . ^-^  verschieden.    Der  leUtere  Ausdruck  ist  aber 

hjhjCosa 

vi^enig  von  0  verschieden,  so  dass  also  für  unsere  beiden  Werthe  von  c  der 

zu  untersuchende  Ausdruck  auch  nur  sehr  klein  ist.  Es  entspricht  demnach 

jeder  der  beiden  Wurzeln  von  (b"^**),  eine  quasitransversale  Schwingung. 

Der  dritten  Wurzel  c  der  allgemeinem  Gleichung  entspricht  dann  nach  §  279 

eine  quasilongitudinale  Vibration. 

S«  Polarisationsellipsoid,  Elasticitätsfläche,  Elasticitats- 

ellipsoid. 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  des  Polarisationsellipsoides  §  279  (8.) 
unsere  Werthe  von  L, . . .  ein,  so  erhalten  wir  nach  einer  einfachen  Trans- 
formation 

a<.      <i.      «tiuuu  /xcosa    ,  ycosh  ,  zcoscV       . 

Da  es  nach  1.  zwei  quasitransversale  Schwingungen  giebt  und  da  die 
s  geradlinigen  Schwingungen  welche  einer  und  derselben  ebenen  Welle  ent- 
sprechen nach  den  Axen  des  EUipsoides  gehen ,  so  kann  die  Wdlenebene 
nur  wenig  von  einem  der  Hanptschnitte  dieses  EUipsoides  verschieden  sein, 
sie  schneidet  also  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse,  deren  beide  Axen  beinahe 
mit  zwei  von  den  Axen  des  EUipsoides  zusammenMen. 

Zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  müssen  wir  unsere 
Werthe  von  L, . . .  einsetzen  in  den  Ausdruck  fttr  c*  in  §  279  5.  Dadurch 
erhalten  wir 

t  9At    I        mt    .        tr.«    .    u  u  u    /A^S^    .    B  COsb    ,    CC0SC\* 

c«  — c,«A«  +  c.*B»-fc,«(?  +  h,h,h3(^-^-f--jj— +  --JJ—     . 

Da  aber  nach  1.  das  letzte  GUed  dieser  Gleichung  sehr  klein  ist,  so  ist 
nahezu 

c*  — c,'A*-+-c,*B*.f-c^«C'. 
Trägt  man  nun  auf  der  Schwingungsrichtung  eine  Lftnge  c  auf,  so 

dass  ako   c*  ^^  x*  -f  y*  -f  z*,    A  —  —  ,    B  =  -^  ,    C  =»  ~  ist,  so 

c  c  c 

liegen  die  Endpunkte  dieser  Längen  auf  einer  Fläche,  deren  Gleichung 

(X«  +  y»  +  z*)*  —  c.*  X»  +  c,»  y*  -f  c^*  z»  ist 

Diese  Fläche Misst  Elasticitätsfläche. 

Wird  aber  auf  der  Schwingungsrichtung  eine  Länge  —  aufgetragen, 

c 

so  dass  also -j  =- X* -+- y*  +  z*,    A  — ex,    Bo-cy,    C-«czist,  so 
c 

erhält  man  c,*x*  -f-  c,*y*  +  c^^z* ««  1. 

Diese  hierdurch  gefundene  Fläche  heisst  Elasticitätsellipsoid. 

Sucht  man  nun  den  Durchschnitt  einer  WeUenebene,  die  nach  unseren 
Bezeichnungen  gegeben  ist  durch  xcosa  +  ycosh  -|-  zcosc  «>  0,  mit  dem 
PolarisationseUipsoid,  so  wird  die  Gleichung  des  PolarisationseUipsoides, 
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da  dann  deren  letztes  Glied  sich  auf  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung 
reducirt,  zusammenfallen  mit  der  des  Elasticitätsellipsoides.  Letzteres  reicht 
also  hin  zur  Bestimmung  der  OsciUationsrichtung  und  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  quasitransversalen  Schwingungen.  Legt  man  dmnnach 
eine  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  des  Elasticität»-  oder  Polarisations- 
ellipsoides  parallel  der  Wellenebene  oder  senkrecht  zur  Wellennormale,  so 
geben  die  reciproken  Längen  der  Hauptaxen  der  Schnittellipse  die  Ge- 
schwindi^eiten  der  beiden  Wellen  und  die  Richtungen  dieser  Hauptaxen 
die  zogehörigen  Schwingungsrichtungen. 

Aehnliches  ergid)t  die  Elasticitfttsfläche.  Aus  der  Art  der  Construction 
derselben  vergUchen  mit  der  des  Elasticitätsellipsoides  geht  schon  hervor, 
dass  beide  Flächen  einen  gemeinsamen  Mittelpunkt  haben,  dass  eine  Ebene, 
welche  durch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  beider  Flächen  gelegt  wird, 
die  Elasticitätsfläche  in  einer  geschlossenen,  zweiaxigen  Ciu*ve  schneidet,  in 
der  zwei  aufeinander  senkrechte  Axen  den  grössten  und  kleinsten  Durch- 
messer dieser  Schnittcurve  bilden,  deren  Richtungen  zusammenfallen  mit 
den  Hauptaxen  der  Schnittellipse  des  Elasticitätsellipsoides. 

Das  oben  für  das  Elasticitätsellipsoid  angegebene  Verfahren  der  Con- 
struction zur  Auffindung  der  Schwingimgsrichtung  ist  demnach  dasselbe, 
die  Geschwindigkeit  wird  aber  gegeben  durch  die  Länge  des  Radius. 

3.    Bestimmung  der  Lage  der  optischen  Hauptaxen. 

Wir  stellen  uns  zuerst  folgendes  allgemeine  Problem.  Wenn  gegeben 
sind  zwei  Wellenebenen 

X  cosa  +  y  cosb  +  z  cosc  =»  const., 
deren  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  durch  c'  und  c''  bezeichnet  werden 
mögen  und  deren  gemeinsame  Normale  also  mit  den  Coordinaten  die  Winkel 
a,  b,  c  bildet,  so  sollen  Ausdrücke  gefunden  werden,  welche  diese  Winkel 
durch  c',  c",  c,,  c^,  c,  bestimmen. 

Die  Gleichung  (b"^)  lässt  sich  umformen  in 
c*  —  [cos»a  (Ca*  +  c/)  +  cos»b  (c,*  4-  c,?)  +  cos' c  (c,»  +  c,*)]  c*        (c.) 
+  cos*a  c./  Cg*  -f-  cos*b  c,*  c,'  +  cos*c  c,*  c,*  ■«  0. 
Nach  der  Theorie  der  Gleichungen  ist  demnach,  wenn  c"  und  c'^'  die 
Wurzeln  dieser  Gleichung  bedeuten, 

cos*a  (Cg*  +  Cj^)  4-  cos'b  (c,*  +  c,*)  +  cos*c  (c^*  +  c^*)  =  c^  +  c"*, 
cos*a  c,*  C3*  -+-  cos*b  Cj*  c^*  -f-  cos'c  c,^  c,'  =  c'*  c"*. 

Ferner  hat  man  cos*a  +  cos*b-l-cos*c=l  (d.),  also  drei  Gleichungen, 
welche  hinreichen  zur  Berechnung  der  verlangten  Grössen  cosa,  cosb,  cosc. 
Die  Ausrechnung  giebt 

,    _        (c^^  — c,')(c^^'— c,») 
'"'  '  (c/-c/)(c,«^c,')' 

(c.*-0(c.'-C3^)' 
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(c,«-0(a,«-c/)- 
Diese  Ausdrücke  geben  eine  Bestätigung  der  Behauptung  über  die 
Grossenverhältnisse  von  c'  und  c''  zu  c,,  c,,  c,  wekhe  in  1.  benutit  worden 
ist;  denn  da  links  nur  positive  Grossen  stehen,  muss  sein 
c,  >c'>c,>c">c,. 
Die  Richtung  der  Hauptaxen  ist  nun  dadurch  definirt,  dass  in  diesen 
beide  ebene  Wellen  mit  derselben  Geschwindigkeit  sich  fortpflanzen.    Für 
dieselben  ist  demnach  c'^xc'' a->c^.     Dann  aber  erhält  man,  wenn  die 
Winkel  dieser  Richtung  mit  einem  Index  0  versehen  werden, 

cos* ao  «=«  -^ 4 »    co8*bo  =«  0,    cos'c«  =  -2- 1 . 

Da  man  hier  die  Winkel  findet  durch  das  Quadrat  der  cos.,  so  können 
deren  Werthe  positiv  oder  negativ  sein,  es  giebt  demnach  zwei  optische 
Axen,  die  mit  einander  einen  Winkel  bilden,  für  dessen  Hälfte  der  cos.  ent- 


weder l/rZ^isL  oder  1/ ^«* ~  ^«*  ist. 

r  c/  — C3*        r  c,»— C3« 


Aus  der  Bedingung  c'  »b  c, «»  c"  ersieht  man  ferner,  dass  die  Wellen- 
ebene dann  das  Polarisationsellipsoid  oder  nach  2.  das  Elasticitätsellipsoid 
in  einem  Kreise  schneidet,  also  in  einer  Curve  ohne  Hauptaxen,  so  dass 
demnach  die  Schwingungsrichtung  unbestimmt  bleibt.  Längs  der  optischen 
Axen  findet  mithin  weder  Doppelbrechung  noch  Polarisation  statt 


4.  Gleichung  der  Wellenfläche  in  Punktcoordinaten*). 

Eine  Wellenebene  hat  nach  der  Zeiteinheit  zur  Gleichung 

X  cosa  +  y  cosh  -f- z  cosc  ■■■  c',  (e.) 

wo  cosa,  cosh,  cosc  betrachtet  werden  können  als  Functionen  der  Para- 
meter c'  und  c"  nach  den  in  3.  aufgestellten  Gleichungen.  Man  erhält  dann 
die  Gleichung  der  Umhüllungsfläche  d.  i.  die  Wellenfläche,  wenn  man  die 
beiden  Parameter  c'  und  c'^  eliminirt  aus  (e.)  und  den  beiden  Derivirten : 
dcosa    .      öcosb     .      öcosc 

^-^  +  ^-J7--^'-^ ^' 

dcosa    ,       dcosb    ,      öcosc         _ 


Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  giebt 

xcosa  ycosb  zcosc    1 

c'«  — €,*  "^c'*  — c,*  "^c'*  — c,*""?"  ^^'^ 

xcosa  ycosb  zcosc    

c''«  _  c«  "^  c"*  —  c/  *^  c"»  —  Cj«  ~  ^^'^ 

Der  Gleichung  (e.)  genügt  man  durch  folgende  Formeln 


*)  Lam^,  a.  a.  0. 
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X  ■«  A  -75 i  4-  c'  cos  a, 

c'*  —  c,* 

.      cosb       ,     ,       . 

^  —  ^;rt — 71  +c  «ose, 


(h.) 


wenn  man  die  Geschwindigkeitsgleichung  (b"^)  und  die  bekannte  cos- 
Gleichung  berücksichtigt  und  mit  A  eine  vorläufig  unbestimmte  Holfsgrdsse 
bezeichnet 

Die  Gleichung  (0  geht  unter  Berücksichtigung  von  (b***)  durch  Sub- 
stitution dieser  Werthe  von  x,  y,  z  über  in 

/     cos'a  cos*b  cos*c     \        1 

^  \^(c'«_c.«)«  "*"  (c'»  —  c,»)«  "•"  (c'*  —  c,«) V ""  e "      ^*;^  ^ 

ID    Diese  Gleichung  giebt  die  Bedingung  für  unsere  Hülfsgrösse  A.  _^^^ 
Setzt  man  endlich  die  angenommenen  Werthe  (h)  in  (g)  ein,  so  ertiält 
man  eine  Gleichung,  die  besteht  aus  A  multiplicirt  mit  dem  Ausdruck 

cos*  a cos*b cos'c 

(c'*  — c,*)(c">  — c,*)  +  p  —  c/)  (c''*  —  c,*)  ■•■  (c'*— c,*)(c"*— c/)  • 

Dass  aber  dieser  Ausdruck  gleich  Null  ist,  findet  man  leicht,  wenn  man 
in  (b*^  einmal  die  Wurzel  c',  dann  c"  einsetzt  und  die  so  erhaltenen  Re- 
sultate von  einander  abzieht. 

Wir  finden  demnach  die  Gleichung  der  Wellenfläche,  wenn  wir  statt 
aus  (e.),  (f.)*  (gO  ^\  ^"  zu  eliminiren,  dies  thun  aus  (h.)  unter  Berück- 
sichtigung von  (i.)* 

Setzen  wir  nun  r  den  Radiusvector  der  gesuchten  Wellenfläche,  so 

ergiebt  sich  nach  (b***) 

t        »_i_  «_i_  »      ^*^     cos'a        ,       cos'b        ,       cos*c     \       ^^ 
r  —X  +y  +z  — A  ^^^,,  _  ^^2). -t-^^f,  _ ^^,)i  +  ^^n _ ^2y)  +c^. 

Dies  ist  nach  (i)  r*  —  -7  +  c'*  oder  A  =-  c'  (r*  —  c'*). 
c 

Wird  endhch  dieser  Werth  in  den  Ausdruck  für  x  in  (h)  eingesetzt,  so 

erhält  man 

c'cosa    . .         ,. 

oder  durch  Quadriren  und  einfacher  Transformation 

Dem  entsprechend  kann  man  Werthe  finden  für 
y'  z« 

r*— c,»'    r»— C3*' 
durch  deren  Addition  sich  wegen  (b***)  ergiebt 
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-5.«=c'*(r«— c'*)  X 


(    cos'  a  cos'b  cos*  c      \ 

^(c'*-c,«)''^(c'»  — c,^*  "^  (c«  — C3*)V  ' 
Durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  A  erhaltenen  Werthe 

1     (     cos'a        ,        cos'b        ,        cos'c     \        ,    , ,, 

^  "  V  '  \{e^  -  c,«r  "^  (C*  -  c,»)'  "^  (C^  -  V)V  ~  ^  ^"^        "^   ^ 
übersieht  man,  das»  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  gleich  1  ist  Die 
gesuchte  Glei<^hung  der  Wellenfläche  lautet  demnach 
X*  Y*  z' 

r»  — c.*^r»  — c,*^r*— c,* 
Diese  Gleichung  kann  man  umformen  durch  Entfernung  der  Nen- 
ner, und  erhält  dann  die  Gleichung  wie  sie  Fresnel  und  endlich  wie  sie 
Hamilton  gegeben  hat 

rHc,»x»+c/y'+C3*z«)— [c.»(c,'+c,»)x'+c.Vc3*+c,»)y* 
+  c,*(c.*  +  c,*)z«]  +  c,*c,*  C3*  —  0   oder 


C*X*  C*Y*        .        c*z* 


^1 


7-0. 


r*  —  Cj'         r*  —  Cj*        r*  —  c,* 
Man  kann  eine  für  spätere  Untersuchungen  (§  382.)  wichtige  Eigen- 
flehaft  dieser  Fläche  sofort  hier  ableiten. 
Wenn  man  setzt 

cosa         x'        cosb         y'        cosc         z' 

C'     ""cTc^'        C'      "  C3C,  '       c'     *"  c.c, 
uiid  diese  Werthe  in  (d.)  sobstituirt,  so  erhält  man 

C'*  C,*  Cj*  Cj* 

Schreibt  man  dann  in  (c)  statt  c  die  Grosse  c',  diridirt  durch  c'^,  ersetzt 
die  Werthe  cosa,  cosb  und  cosc  durch  x',  y',  z'  und  führt  endUch  den 

eben  gefundenen  Werth  von  -^  ein ,  so  erhält  man 

r't  (c.« X'«  +  c^^f*  +  C3V«)  -  [c,»  (c/  +  C3«)x'»  +  c,  (c,«  +  c.«)y'« 
+  c,*  (c.«  +  c,*)  z«J  +  c,*  c,»  c,»  —  0 .  (k.) 

Es  wird  femer  mit  Hülfe  der  Werthe  von  x',  y',  z'  aus  der  Gleichung 
der  Wellenebene  (e.) 

Nach  dieser  Rechnung  lässt  sich  die  Aufgabe,  die  Wellenfläche  zu  suchen, 
so  ausdrücken:  Es  ist  die  Gleichung  der  Oberfläche  zu  bestinunen,  welche 
von  (1.)  eingehüllt  wird,  wenn  die  x',  y^  z'  der  Gleichung  (k)  genügen.  Da 
nun  aber  der  Punkt,  dessen  Coordinaten  x',  y*,  z'  sind,  angesehen  werden 
kann  als  der  Pol  der  Ebene  (1.)  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid 

X*  v'  z* 

-^  +  -^  +  -^ ^1,  (m.) 

Cj  Cj  C3  Cj  Cj  Cj 
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und  die  Gleichung  (k.)  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung  der  Wellen- 
fläche  übereinstimmt,  so  erhalten  wir  folgenden  allgemeinen  Satz:  Wenn 
die  Ebene  (e)  die  Gleichung  einer  die  Wellenfläche  berührenden  Ebene 
sein  soll,  so  muss  ihr  Pol  in  Bezug  auf  das  EUipsoid  (m.)  ein  Punkt  der 
Wellenfläche  sein ,  es  muss  also  dann  erlaubt  sein ,  die  Gleichung  (e.)  auf 
die  Form  (1.)  zu  bringen,  wo  die  x',  y',  z'  der  Gleichung  der  Wellenfläche 
genügen. 

5.  Ausdruck  der  Schwingungsrichtung  und  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit   einer   Wellenebene    durch   die   Lage   der 
Wellennormale  gegen  die  optischen  Axen. 

Sei  in  Figur  92  die  den  beiden  in  eine  Ebene  S  susammenfallendea 
Wellenebenen  gemeinsame  Wellennormale  ON  und  S  die  Schnittcurve 
dieser  Wellenebene  mit  dem  ElasticitätseHipsoid ,  so  bezeichnen  nach  2. 
Oft,  0/^,  die  Richtungen  der  Haupt- 

axen,  die  der  Schwingungen  und  jr- , 


ö^    geben 


die    Fortpflanzungsge- 


schwindigkeiten. Seien  femer  OA^, 
OAs  die  Richtungen  der  optischen 
Hauptaxen  und  K,,  K2  die  zugehö- 
rigen senkrechten  Kreisschnitte  des 
Elasticitätsellipsoides.  Nun  ist  ge- 
geben Z-NOA.—^,,  Z-NOA^—flp, 
und  zu  berechnen  Z-  A,()a  —  i//,, 
jL  AjOa=i/;„  Z.  kfiß=\p,\  L.  Xfiß 

=  e/;/und  J^-V,  0^=^"' 
Kreisscbnitte  mit  der  Ellipse,  »»  — 


Da  OD,  =  OD,,  als  Schnittlinie  der 
ist,  so  muss,  nach  einer  bekannten 


Eigenschaft  der  Ellipse  Oa,  0/!^  als  Richtungen  der  Hauptaxen  die  Winkel, 
welche  die  ODj  und  OD^  mit  einander  einschliessen ,  halbiren.  Die  Oscil- 
lationsebenen  NOa  und  HOß  halbiren  also  auch  die  Winkel,  welche  zwei 
durch  0  auf  OD,  und  OD,  senkrecht  gelegte  Ebenen  einschliessen.  Die 
Normalebene  auf  OD,  (OD,)  ist  aber  auch  senkrecht  auf  S  und  K,  (K^ 
geht  also  durch  deren  Normalen  ON  und  OA,  (OAJ. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Salz :  Legt  man  durch  die  Normale  eine  Wel- 
lenebene und  durch  je  eine  der  optischen  Axen  Ebenen,  so  sind  die  Hal- 
birungsebenen  der  von  ihnen  gebildeten  Korperwinkel  die  OsciDations- 
ebenen  der  beiden  Schaaren  Ton  Wellen ,  die  sich  in  dem  krystallinischen 
Mittel  parallel  mit  der  ersterwähnten  Ebene  fortpflanzen  können. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  lassen  sich  dann  wie  folgt  be- 


Digitized  by 


Google 


458 


m.  Optik. 


rechnen.    Wir  besciureiben  um  den  Blittelpunkt  des  Elasticitätsellipsoides 
Fig.  03.  eine  Kugel  vom  Radius  1.  Die  AusgSlnge  der 

optischen  Aien  und  Wellennonnale  seien 
A,,  A,  und  N  (Fig.  93),  dann  halbiren  die 
grössten  Kreise  der  OsciUationsebenen  die 
sphärischen  Winkel  A^NA,.  Sind  dann  auf 
diesen  grössten  Kreisen  Na a^N/? steinern 
Quadranten,  so  werden  a  und  ß  die  End- 
punkte zweier  Durchmesser  in  der  Wellen- 
ebene sein.  Setzen  wir  ferner  Z.  A  j  N  A,  =-=  J, 
alsoZ-aNA,  — Z.aNA,  — 180  — la,  so 
erhalten  wir  in  den  einzelnen  Dreiecken  fol- 
gende Beziehungen : 

AfltNA,  ,  cosi//,  —  —  cos  Vi  <J  sin  y, ,  (1.) 

AaNA, ,  C08I/;,—  —  cos  Vi^sinqp,,  (2.) 

A/JNA,  ,  cost//!—  —  8"*  A/idsiny,,  (3.) 

A/JN A, ,  cos  V4 «-■        8>»  Vi  <J  sin  qp,,  (4.) 

ANA.A„co8<J-       co8A.A,-cosy.cosy. 

Aus  (5.)  kann  gebildet  werden 

»      «.•.,»      cos  (o).  —  «,)  —  cos  A,  A, 

1  —  cos d  —  2  sm*  %  d  —  — ^^*  .    ^'  . *— ^, 

sin  ^,  sin  q>^ 

4     .            ^         A         ai/    Jl         COsAjA, — C08(a),  —  flp,) 
1  +  cos  d  -«  2  COS*  V«  ^  — ^— = r-^^^-^ 21^. 

'  sm^^jSm^), 

Werden  diese  Ausdrücke  in  (1.)  bis  (4.)  eingesetzt,  so  finden  wir  die 
gesuchten  Werthe  von  xp,  welche  die  Schwingungsrichtung  geben,  ausge- 
drückt durch  die  9)  und  A,A,,  nämlich 

1  /cos  A,  A,  —  cos  (öp,  —  cp.)  . 
cos  1//,  —  —  1/ 4r-: ^ ^^  sm  flp, 

und  ebenso  die  anderen. 

Nachdem  nun  gegeben  ist  die  Lage  der  Schwingungen,  so  sind  nach 
2.  die  reciproken  Längen  der  Bauptaxen  der  Schnittellipse  der  Wellenebene 
mit  dem  Elasticitätsellipsoid  die  verlangten  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten. Sei  r'  die  eine  Hauptaxe  und  bedeuten  u',  v',  w'  die  cos.  der  Winkel, 
welche  r'  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  sind  die  Coordinaten  des  End- 
punktes 

x'aa-u'r'  ,  y'  —  vV  ,  z'^w'r'. 

Werden  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  Elasticitätsellipsoides  ein- 
gesetzt, so  erhält  man 
r'«  (c,*  u"  +  c,«  v'>  +  C3*  w")  =  1 ,  oder,  da  u"'  +  v'«  -f  w'*  =  1  ist, 
r'*  [(c.»  —  c,«)  u'*  -f-  (c/  —  c,*)  w'«  +  c,*]  =  1. 
Weil  ferner  mit  Hilfe  der  Werthe  von  cosa«,  cosb^,  cosco  aus  3.  ist 
cos  g)|  »=  u'  cosa<>  +  w'  cosCo,      cos  V/,  =«  —  u'  cosa^  -f-  w'  cosc^, 
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^"^^  f      cos  %lf^  —  cos  xf)^        .      cos  1(^,4- cos  1/;, 

2co8ao         '  2  cos  Co        ' 

so  ist 

"^[fö^*  ('^""^ -*"«V'.)*+^^  (C08V.+C0SV..)»+C»]-1, 

oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  cosao,  cosc^  von  3., 

c'*  =-!  -^  =«  c,*  —  (Cj*  —  Cj*)  C0S1//,  cos  xp^. 

Setzen  wir  dann  die  oben  berechneten  Werthe  von  cos^,,  cos^,  ein 
und  bedenken,  dass 

2e  * c* c* 

cos  A,  A,  «-S  cos*  i  A,  A,  —  sin*  1 A,  A, ««  — * — j — ^- — j — ^ 

c,  —  c, 

ist,  so  erhalten  wir  die  gesuchten  Ausdrücke  fttr  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten. 


c"  =■ 


6.     Gleichung  der  Wellenfläche  in  Plancoordinaten. 

Unter  Plancoordinaten,  den  Coordinaten  einer  Ebene,  verstehen  wir 
die  reciproken  Werthe  der  Segmente,  welche  die  Ebene  von  den  Coor- 
dinatenaxen  abschneidet  mit  dem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen,  je 
nachdem  das  Segment  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  liegt.  Wir 
wollen  nun  den  Zusammenhang  dieser  Segmente  aller  derjenigen  Ebenen 
suchen,  welche  die  Wellenfläche  berühren,  d.  h.  die  Gleichung  der  Wellen- 
fläche in  Plancoordinaten. 

Nach  den  Ausdrücken  (n.)  in  5.  können  wir  als  Tangentialebenen  an 

die  gesuchte  zusammengesetzte  Wellenfläche,  deren  Radiivectores  r  seien, 

diejenigen  Ebenen  betrachten,  die  bestimmt  sind  durch  r  und  q>^^  q>^^  wenn 

r>  =  c'»  =  s  -f  t  cos  ((f,  +  qp  J , 

r*  =s  c"*  =  s  + 1  cos  ((pi  —  qpj), 

gilt,  wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.  Ferner  ist  klar,  dass  von  den  Ebenen,  welche  auf  der  durch 
q>^  und  q)^  bestimmten  Richtung  senkrecht  sind,  nur  diejenigen  vier  Ebenen, 
aber  auch  alle  vier,  die  Wellenfläche  berühren,  für  die  man  hat 
r  =  +  c'  und  r  =  +  c". 
Als  Gleichung  der  Wellenfläche  gilt  demnach 

(r«_c'*)(r»  — c"»)  =  0 
oder 

r^  _  (c'«  +  c"»)  r*  +  c'*  c"*  =  0 , 


Digitized  by 


Google 


460  HL  OpUk. 

wo  ist  c'*  +  c"*  =  2s  +  2t  cosqp,  cosy,, 

c"  c"*  —  s*  —  t*  —  t'  (cos*qp,  -4-  cos*g>j)  +  2s  t  cosy,  cosf)^. 
In  diese  Ausdrücke  müssen  nun  Plancoordinaten  eingeführt  werden. 
Die  Gleichung  einer  Wellenebene,  die  durch  r,  q)^  und  q>^  bestiflunt 
wird,  ist  nach  den  schon  immer  gebrauchten  Bezeichnungen 
X  cosa  +  y  cosb  +  z  cosc  ««  r. 
In  Plancoordinaten  erhält  die  Gleichung  dieser  Ebene  die  Form 
XU  +  yv  +  zw  —  1, 
so  dass  also  ist 

cosa  cosb  cosc       ^  1 


r     '  r      '  r      '  u«  +  v«-fw*' 

Nach  der  bekannten  Formel  für  den  cos.  des  Winkels  zweier  Rich- 
tungen ist 

cos^i  ■«  cosa©  cosa  +  cosc^  cosc  =«  r  (u  cosa^,  -f-  w  cosc«), 
cosq>i  mm  —  cosa^  cosa  +  cosc^  cosc  ««  r  ( — u  cosa^>  +  w  coscj. 
Setzen  wir  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhalten  wir 
^n  _j_  ^m  _  2s  4-  2tr*  (cos*Cg  w*  +  cos'a.u'), 

—  2r'  [u*  (s  —  t  cos*ao)  +  v«8  +  w» (s  +  t  cos'cj, 

—  r»  [u«  (c,«  +  c,*)  +  V«  (c,'  +  c,»)  -h  w«  (c,*  +  c,% 
c«  c"*  —  s*  —  t*  +  2t»r*  (cos'aou'  —  cos^c^w*)  + 

2  s  t  r*(cos'  Co  w'  —  cos*  a^u*) , 

—  r»  (u*c,*c,*  +  v»c,*c,»  +  w'Cj'c,*). 

Durch  Einführung  dieser  Ausdrücke  und  r*  =    ,  .     ,  . — m  in  die 

^  U*  +  V*  +  w' 

obige  Form  der  Wellenfläche  geht  diese  nach  einer  einfachen  Transformation 
über  in 

(U*  +  V*  +  w«)  (u*c,*c,*  +  V*C3*C,'  +  w*c,*c,*) 

-  [u*  (c.«  +  C,*)  +  V*  (C3«  +  c,«)  +  w»  (c.»  +  c/)]  +  1  —  0, 

oder,  da  r'  (u*  -f.  v'  +  w*)  =  1  ist,  nach  Division  mit  u*  +  v*  +  w* 

r*  (u»  +  V*  +  w»)  -  r»  [u*  (c,»  +  c,^  -f  v«  (c,«  +  c,«)  +  w«  (c.*  +  c,«)] 

+  [u*  c,*  c,»  +  V*  C3*  c,*  +  w*  c,*  c,»]  =  0. 

Hierfür  kann  gesetzt  werden 

"'        I        ^'        I        ^'      ^0 
r»  — c,>^r»  — Ca^^r*  — C3*         ' 
oder,  wenn 

l_u«  +  v«  +  w«  — ^« 

eingeführt  wird, 

w* 


?•    Discussion  der  Wellenfläche. 

Die  Gleichung  der  Wellenfläche  in  Punktcoordinaten  ist  nach  4. 
X*  y'  z» 

x«  +  y»  +  z»  — c,«  +  x»  +  y*  +  z*— c«  +  x«-f  y«  +  z«  — C3«  ""  ^ ' 
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Fig.  94a. 


oder 

(x*  +  y«  +  z>)  [c*  X*  +  c,*  y*  +  C3*  z*] 

-[c,«(c*  +  C3«)x*  +  c«(c/  +  Oy«  +  C3Mc.*+c,')z«]  +  c.»c.'c3»— 0.^ 
Aus  diesen  Gleichungen  geht  sofort  hervor,  dass  die  Fläche  symmetrisch 
bt  in  Bezug  auf  die  drei  Goordinatenebenen. 

a)  Untersuchung  der  Sehnittcurven  mit  den  Coordinatenebenen. 
Die  SchnittUnie  mit  der  x  y  Ebene  ist 

0  —  c.*  c.*  c,«  -  [c.»  (c,^  +  C3«)  X*  +  c.«  (C3«  +  c»)  y«] 

+  (x*  +  y')  (c.*  X»  +  c,*  y*), 
oder 

(c/  X«  +  c,*  y*  +  c,»  c,»)  (X»  +  y*  —  c,«)  -.  0. 
Diese  Gleichung  bedeutet,  da  Ot  >>  e^ 
>>  C3  ist,  eine  ElUpse  mit  den  Halbaxen  Ct,  c,, 
welche  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  c, 
umhüllt,  ohne  ihn  zu  berühren.  (Fig.  94^). 
Für  die  Schnittcurve  in  der  xz  Ebene  ist 
y  S-«  0,  also 

(C*  X«  -f  C3«  Z*  —  C*  C3*)   X 

(x*  +  z*-c/)  =  0, 
d.  i.  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  c«,  c,, 
welche  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  c,  in 
vier  Punkten  schneidet  (Fig.  94  ^). 

Für  die  Schnittcurve  in  der  yz  Ebene  ist 
X  =B  0,  also 

(C3*  z*  +  c,*  y*  —  c,»  C3*)  X 

(Z«+y«_c*)=«0, 

d.  i.  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  c,,  c,, 
welche  von  einem  Kreise  mit  dem  Halb- 
messer c,  umhüllt  wird.  (Fig.  94<'). 

Dieselben  Resultate  kann  man  aus  der 
Gleichung  der  Wellenfläche  in  6.  erhalten. 

b)  Singulare  Punkte  der  Wellenfläche. 
Bezeichnet  man  die  Gleichung  der  Wel« 

lenfläche  in  Punktcoordinaten  mit  f ,  so  ist 

1^  =  2x  [c,*x«  -f  c,'f  +  C3»z«  -  c,«  (c*  +  c,«)  +  c*  (x«  +  y»  +  z«)], 

1^  =  2y  [c,*x«  +  c,«y«  +  C3*z«  -  c,«  (c,«  +  c,«)  +  c.«  (x*  +  y«  +  z«)], 

|1  =  2z  [c.'x»  +  c«y«  +  c,«z«  -  c,*  (c.«  +  c,«)  +c,«  (x«+y«  +  z^]. 
Da  nun  die  Gleichung  der  die  Fläche  in  x',  y'  z'  bertthreiiden  Ebene  ist 

^(^-»')  +  ^(y-y')  +  |^(z-«')-o, 

so  sind  singulare  Punkte  solche,  für  die  die  DiSerentialquotienten  ver- 
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schwinden.  Die  reellen  Punkte  der  Fläche,  welche  diese  Differentialquotien- 
ten verschwinden  machen,  hflngen  durch  folgende  Gleichungen  zusammen: 

Die  betreffenden  Punkte  sind  also  in  der  xz  Ebene  die  vier  Dnrch- 
sdmittspunkte  des  Kreises  und  der  Elfipee.  Die  Goordinaten  dieser  Punkte 
sind 

,n_c.Mc'-c,^  ^^c,'(c,'-c>^ 

c,«-c.«    '    ^"^'    '  C/-C.»    • 

Zur  Aufstellung  der  Gleichung  der  Bertlhrungskegel  in  diesen  Punkten 
berechnet  man 

3^        —  bC,   X     —  »C,   C,    ^,_^,» 
^       -2(c.>-c«)(c.«-c'), 

5*f   „0      .^f    ,n 

Durch  Einführung  dieser  Wertbe  in  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
des  Bertthrungskegels : 

erhält  man 

c,»i'»(x-iO»-i(c,*-c.«)(c,«-c,»)(y-y')«  +  C3*z'«(z  — zT 
+  (c,*  +  0  x'z'  (x  — xO  (z  —  z')  —  0 
oder 
c.%'(c,«-c,')(x-xO»-i(c,«>->c,«)(c,'-c,»)(c,«-c/)(y-YO»  + 

c,*c,«(c,*  — O(«-z0*  +  c,c,(c,«  +  c*)|/(c,*  — c.«)(c«  — c,«)  X 

(X  — X0(2  — ZO— 0. 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kegels  des  zweiten  Grades,  dessen  Spitze 
in  den  singulären  Punkt  föllt  und  von  dem  ein  Axialschnitt  in  der  xz  Ebene 
liegt  Dieser  Hauptschnitt  besteht  aus  den  Tangenten  des  Kreises  und  der 
ElUpse  und  die  Halbirungslinie  des  stumpfen  Winkels  dieser  Tangenten  ist 
die  Axe  des  Kegels. 

c)  Singulare  Tangentialebenen  der  Wellenfläche. 

Dazu  gehen  vfir  aus  von  der  Gleichung  der  Wellenfläehe  in  Pbncoor- 
dinaten,  wie  sie  in  6.  gegeben  ist,  nämlich 

F  — (U»  +  V«+W«)(U»C,»C,»  +  V»C3*C,»  +  W«C,*C,*) 

-  [aMc.*  +  C3>)  + v«(c3«  +  c,«)  +  w«(c,«+c/)]  +  1  —  0. 
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Die  allgemeine  Form  der  Berührungsebene  im  Punkte  u^  v^  w'  ist  dann 

iFcu-uO  +  I^Cv-vO  +  llcw-.O-O. 

ÖF    öF    öF 
Suchen  wir  nun  die  Werthe  von  u',  V  w',  für  die  ^-,,  -5-7,  -5— ;ver- 
cu'  ov'    öV 

schwinden,  so  erhalten  wir  eine  BerOhrungsebene,  welche  die  Fläche  in 

einer  Reihe  von  Punkten  berührt  Wir  finden  dann  die  Berührungscurve 

durch  eine  Gleichung,  die  der  des  Berührungskegels  in  b)  analog  ist. 

Die  Ausführung  der  verlangten  Differentiation  giebt 

dF 

1^— 2u[u*c,»c,»+v»c*c,*+w»c,*c»+c,»c,»(u*+v»+w»)— (c,*+c,*)], 

j^— 2v[u»c,»c,»+v*c,»c,»+w*c,»c,»+c.»c,»(tt»H-T»+w»)— (c,»+c.*)], 

|--=2w[uVc3*+v*C3»c,*+w*c,*c,*+C»c,«(u*+v*+w«)— (c,»+0]. 

Setzen  wir  diese  Werthe  gleich  Null,  so  ergeben  sich  zunächst  folgende 
Systeme  von  zusammengehörigen  Werthen  von  u,  v,  w. 
v-0, 

u»c,*c,*  +  w«Cj»c,*  +  c,*c,*(u*  +  w»)  — (c,*  +  c,*)«-:0, 
u*  Cj»  c,*  +  w*  c*  c,»  +  c,*  c,*  (u*  +  w^  —  (c*  4-  O  —  0. 
Die  zwei  anderen  Systeme,  welche  beginnen  mit  u  ■»  0  und  w  «b  0, 
geben  nicht  Punkte  der  Wellenflflche.  Statt  der  beiden  letzteren  Gleichua- 
gen  erhalten  wir  zwei  einfachere,  indem  wir  erstens  dieselben  von  einander 
subtrahiren  und  dann,  indem  wir  aus  beiden  u'  +  w'  eliminiren : 
c,*(u*  +  w«)  — 1, 
U*C3»+  w»c,«  — 1. 
Die  singulären  Tangentialebenen  sind  demnach  der  yAxe  parallel  und 
berühren  beide  Durchschnittscurven  in  d^  xz  Ebene. 

Die  Plancoordinaten  dieser  Berührungsebenen  sind  demnach 

U'*«— — i-T ^,        V'i—  0,        Yi^m^^— ^ 


*^,    x/3        -  C|  C,    C3    —  C| 

Die  vier  Ebenen,  welche  durch  die  Doppeltangenten  des  Hauptschnittes 
xz  senkrecht  auf  diese  gelegt  werden,  sind  demnach  singulare  Tangential- 
ebenen der  Wellenfläche. 

Zur  Bestimmung  der  Berührungscurve,  deren  Gleichung  analog  der  des 
Berührungskegels  der  vorhergehenden  Untersuchung  ist,  müssen  die  zwei- 
ten Differentialquotienten  entwickelt  werden. 

Die  ausgeführte  Rechnubg  giebt:  '  '    ^ 

a»F       „  (c3*-c,»)(c,'-o  ^■-^-  -  ■ 

a*F  ^    ^  c.»(c.'-c,') 
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Das  Vorzeichen  dieses  Werthes  richtet  sich  nach  dem  von  u'  und  w'. 
Da  aber  die  Berührungspunkte  für  die  vier  Quadranten  der  xz  Ebene 
wegen  der  vorhandenen  Symmetrie  der  WellenfUiche  gleichgelegen  sind, 
so  wird  es  der  Allgemeinheit  derUntersnchung  keinen  Abbruch  thun,  wenn 
wir  immer  nur  das  -(-Zeichen  nehmen. 

Die  Gleichung  der  Berührungscurve  ist  demnach 
c."  c,»  (c,«  —  c,»)  (u  —  u')*  —  i  (c,*  —  c,«)  (c,*  —  0(c/  — c,')(v  —  v')« 
+  c,*  c.«  (C3«  —  c,«)  ( w  —  wO*  4-  c,»  (c.*  +  c,«)  f/(c,«  —  c/)  c;  —  C/)  X 
(u  — u')(w— wO  —  0. 
Um  die  Art  der  Curven  näher  zu  bestimmen,  setzen  wir  w  bs  0  und 
finden  so  deren  Projection  auf  die  xy  Ebene.  Die  daraus  resuttirmde  Glei- 
chung hat  die  Form 

A  (u  —  u')»  H-  B  w'*  +  C  ( V  —  v')'  +  D  (u  —  uO  W  —  0. 
Dies  ist  die  Plancoordinaten- Gleichung  einer  Ellipse,    deren  eine 
Axe  in  die  xAxe  ßillt,  folglich  ist  die  Berührungscurve  selbst  eine  EUipse, 
deren  Axe  in  die  Doppekangente  fWt,  deren  Scheitel  die  Berührungs- 
punkte der  letzteren  mit  Kreis  und  EUipse  sind. 

Setzt  man  in  die  Gleichung  dieser  Projection  u  »»  0,  so  erhalt  man 

i  (c,'  -  c,»)  (c,«  -  c,^  (c,*  -  c.«)  V«  —  c,*  (c,«  —  c,«). 
Die  beiden  Wurzeln  v  sind  die  reciproken  Werthe  der  Segmente,  welche 
die  mit  der  x  Axe  parallelen  Tangenten  von  der  y  Axe  abschneiden,  d.  i.  also 
der  reciproken  Werthe  der  auf  der  xzEbene  senkrechten  Halbaxe  der  Be- 
rührungscurve selbst.    Dies  ist  also 

,         V^(c3^-V)(c,«  — c») 
2c, 
Setzen  wir  v  »->  0  in  der  Gleichung  der  Projection,  so  «^halten  wir 
zwei  Werthe  von  u,  die  uns  die  Abstände  der  Scheitel  von  dem  Coordinaten- 
anfang  geben.    Dies  giebt,  da  v' »«  0  ist 

c/(c.«-Ou«-  [2c,«(c,«— c»)  u^  +  (c.'+C3«)  |/(c,^— c,^(,»— c'Kju^ 
+c,^c^-c.«)u'«-H«Xc,*— Ow'*+(c,«+c,«)}/(c/— c,«)(c,«--c,^u^ 

Werden  nun  hierin  die  Werthe  von  u'w'  eingesetzt,  und  dann  —  «sd 
(Fig.  95)  für  die  Entfernung  gesetzt,  so  ist  zur  Bereitung  von  d . 

d'-i-i/^E:£3(c'-c3')d-f^'y-^''>»o. 

c,rc,*-c,»  c*—c* 

Die  Differenz  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  ist  2^,  die  Länge  der 
Axe  der  Projection  auf  der  xy  Ebene. 
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Dies  ist  ^  =  ^^  (C3»-0  y^ 


—  c. 


Bedeutet  endlich  2rdie  Länge  der 
Axe  der  Berührungscurve  selbst,  so  ist 

p  =a=  1'  COSCo,  1'  •=-      ^ 
^  cos  Co 

Es  ist  also  die  Berührungscurve 
eine  EUipse,  deren  beide  Hauptaxen 
I  und  V  einander  gleich  sind  d.  i.  ein 
Kreis,  dessen  Durchmesser  gleich  ist 
der  Entfernung  der  DoppelberUhrungspunkte  in  der  xz  Ebene. 


8.     Richtung  der  gebrochenen  Welle  und  des  gebrochenen 

Strahles. 

Wir  benutzen  hier  die  in  §  373, 6,  eingeführten  Bezeichnungen  mit 
der  nöthigen  Verallgemeinerung  für  zwei  optische  Axen.  Uj,  v^  w,,  u„  v,,  w^ 
sind  die  cos.  der  Winkel,  welche  die  beiden  optischen  Axen  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  bilden,  r',  r''  die  gesuchten  Winkel,  welche  die  Normalen  der 
gebrochenen  Wellenebenen  mit  dem  Einfallslothe  einschliessen ,  (p[j  q)i; 
g>[ ,  9>2  behalten  die  Bedeutung,  welche  ihnen  in  5.  gegeben  ist,  nur  wer- 
den die  Winkel  mit  den  zwei  verschiedenen  Wellennormalen  durch  ange- 
brachte Accente  unterschieden.   Die  zAxe  falle  mit  dem  Einfallsloth  zu- 
sammen und  die  xAxe  liege  in  der  Einfallsebene.  In  Folge  der  bekannten 
COS.  Gleichung  ist  dann  dem  §  373,  6.  (3.)  entsprechend 
cos  qp'i  =  u,  sin  r'  +  ^1  <^ös  r', 
cos  qp',  =  u,  sin  r'  +  w,  cos  r' , 
cos  yC—  u,  sin  r"4-  w,  cos  r", 
cos  9'jf=*=  u^  sin  r"  -f-  w,  cos  r". 
Das  Brechungsgesetz  giebt  (cf.  §  373, 6.  (1.)) 
sinr'        c'       sinr"        c" 
sini         t;    '    sini  t;  ' 

Statt  der  Gleichungen  (n)  S.  459  erhalten  wir,  da  unsere  Wellen- 
ebenen verschiedene  Normalen  haben. 


(0.) 


(p.) 


C|^  +  C,*         C,'  —  Ca» 


2 

c.'  +  c,' 
2 


+ 


+ 


C,'-C3» 


cos(g);+^;), 

cos  {q>'/ —  (p'i). 


(q.) 


Von  diesen  geben  uns  (p.)  r'  und  r^^  durch  t;,  i  und  die  Unbekannten 
c',  c'\  Die  Substitution  der  hieraus  gefundenen  Werthe  in  (o.)  giebt  die 
g)  und  deren  Substitution  in  (q.)  endlich  c'  und  c",  deren  Werthe  dann 
rückwärts  eingesetzt  werden,  so  dass  alle  gesuchten  Grössen  bekanntwerden. 

Klein,  Theorie  der  ElasUcitSt  etc.  30 
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Ein  dem  in  §  373,  6.  gebrauchten  analoges  Verfahren  würde  uns  auch 
die  Coordinaten  der  gebrochenen  Strahlen  geben. 

In  Krystallen  mit  zwei  optischen  Axen  werden  im  AUgemeinen  beide 
gebrochene  Strahlen  aus  der  Einfallsebene  heraustreten.  Es  mögen  nun 
folgende  specielle  Fälle  untersucht  werden: 

A)  Wenn  bleibt  einer  der  gebrochenen  Strahlen  in  der  Einfallsebene? 
Hierbei  sind  wieder  zwei  Fälle  zu  unterscheiden«  Es  wird  nämlich  der 

gebrochene  Strahl  a)  gegen  die  Normale  der  Wellenebene  geneigt  sein  oder 
b)  mit  ihr  zusammenfaUen  können. 

a)  Nach  der  Huyghens'schen  Construction,  mit  Rticksicht  auf  die  Form 
der  Wellenfläche  übersieht  man,  dass  dieser  Fall  nur  eintreten  kann,  wenn 
die  optischen  Axen  eine  solche  besondere  Lage  haben ,  dass  die  durch  je 
eine  derselben  und  die  Normale  gelegten  Ebenen  gegen  die  Einiallsebene 
gleich  geneigt  sind.  Die  Schwingungen  geschehen  dann  nach  5«  in  der 
Einfallsebene. 

b)  Kann  nur  dann  eintreten,  wenn  die  gebrochene  Welle  die  Wellen- 
fläche in  einem  der  drei  Kreise  in  den  Hauptschnitten  berührt,  dann  aber 
müssen  die  Schwingungen  senkrecht  zu  der  bezüglichen  Kreisebene  stehen. 

B)  Wenn  bleiben  beide  Strahlen  in  der  Einfallsebene? 

Soll  hier  für  den  einen  Strahl  A)a)  stattfinden,  so  muss  für  den  an- 
deren B)b)  stattfinden,  denn  sonst  müsste  für  diesen  Strahl  auch  A)a)  statt- 
finden ,  also  auch  die  Oscillationsebene  mit  der  Einfallsebene  zusammen- 
faUen, ohne  dass  beide  Strahlen  dieselbe  Richtung  annähmen,  was  nicht 
möglich  ist.  Beide  Bedingungen,  die  unter  A)a)  und  B)b)  aufgestellt  sind, 
können  aber  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  die  Einfallsebene  mit  einem  Haupt- 
schnitt der  WeUenfläche  zusammenßdlt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  der  Fall,  wo  die  Einfallsebene  mit 
dem  Hauptschnitt  der  xz  Ebene  in  7.  zusammenfallt.  Vergleiche  die  nächste 
Nummer. 

9*     Aeussere  konische  Refraction. 

Nach  7.  b)  ist  der  Schnittpunkt  der  Ellipse  und  des  Kreises  in  dem 
Hauptschnitt  ein  singulärer  Punkt.  Sei  nun  die  Papierebene  der  Fig.  96» 
S.  467  dieser  Hauptschnitt  eines  KrystaUes,  dessen  eine  Begrenzungsebene» 
deren  Projection  auf  den  Hauptscbnitt  MN  sei,  senkrecht  zu  der  Geraden 
vom  Mittelpunkt  der  Wellenfläche  nach  diesem  singulären  Punkt  steht,  d.  i. 
M'N  Jl  0  A.  Man  denke  sich  in  0  eine  WeUenbewegung  erzeugt  und  die 
ganze  KrystaUebene  MN  ausser  dem  Punkt  A  mit  einer  undurchsichtigen 
Schicht  belegt.  Es  sollen  nun  die  Lichtstrahlen  untersucht  werden,  welche 
durch  den  Punkt  A  austreten.  0  A  ist  der  Radius  der  Wellenfläche,  welcher 
zu  einer  unendlichen  Menge  von  Wellenebenen  gehört.  Eine  berührt  den 
Kreis  und  zwar  steht  diese  senkrecht  auf  der  Papierebene  und  für  sie  f^t 
die  Wellennormale  mit  dem  Strahl  zusammen.  Diese  Wellenebene  wird  sich 
ungebrochen  in  das  umgebende  homogene  Mittel  fortpflanzen  und  dem 
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Flg.  96. 


eDtsprechend  auch  der  Strahl,  der  also  Dach  AS  weiter  geht.  In  A  trifft  aber 
die  WeUenfläche  zweitens  eine  Tangentialebene,  welche  die  Ellipse  des 
Hauptschnittes  berührt.  Der  Schnitt  dieser 
Ebene  mit  der  Papierebene  sei  AW.  Die 
hierdurch  bestimmte  WeUenebene  erfährt 
an  der  Grenze  eine  Brechung  nach  C  Wj,  so 
dass  nun  der  austretende  Strahl,  der  wegen 
des  homogenen  Mittels  senkrecht  auf  der 
Wellenebene  stehen  muss,  die  Richtung  AS, 
annimmt.  Führen  wir  nun  nach  allen  Rich- 
tungen durch  0  A  Schnittebenen  durch  den 
Krystall,  so  können  wir  die  Construction 
der  Tangentialebenen  für  jeden  solchen 
Schnitt  wiederholen ;  wir  erhalten  also  im- 
mer zwei  Strahlen,  von  denen  der  eine  mit 
AS  zusammenföUt,  der  andere  abgelenkt 
wird.  Nach  den  Betrachtungen  über  den  Berührungskegel  schliessen  wir 
denmach,  dass  aus  A  eine  unendliche  Menge  von  Strahlen,  die  zusammen 
einen  Kegel  des  zweiten  Grades  bilden,  austritt.  Das  Umgekehrte  muss 
natürlich  geschehen,  wenn  wir  auf  den  Krystall  durch  A'  Lichtstrahlen  in 
Form  eines  Kegels  eintreten  lassen ;  alle  zusammen  werden  im  Innern  des 
KrystaUes  einen  Strahl  A  A'  bilden,  der  dann  in  A  wiederum  als  Kegel  aus- 
tritt Es  ist  nun  aber  klar,  dass  man  nicht  einen  einzigen  Lichtstrahl  zu 
dieser  Erscheinung  nehmen  kann.  Es  sei  demnach  ein  LichtcyUnder  mit 
dem  Radius  r  gegeben.  Der  Strahlenkegel  kann,  da  seine  Oeffnung  sehr 
gering  ist,  als  ein  Rotationskegel  angesehen  werden,  und  zwar  so,  dass  die 
Durchschnitte  der  einzelnen  gebrochenen  Strahlen  mit  einem  auf  der  Axe 
senkrechten  Schirm  lauter  gleiche  Kreise  sind.  Ist  nun  q>  die  OeShung 
des  Kegels  und  D  die  Entfernung,  wo  R  der  Halbmesser  des  mittleren  Licht- 
kreises ist,  so  muss  gelten 


R  — Dtg 


V 


Ist  dann  der  innere  nicht  erleuchtete  Kreis  ein  Punkt  geworden,  so  ist 

R  ■=  r  und  damit  D  =«  r  cot-^  . 

Ist  dann  q  der  Radius  der  äusseren  Grenze,  so  ist 

r  =  —  ^, also  D  =  y  ^  cot  ^,  oder  9)  =  2arc  tag  |^. 

Dieser  hierdurch  erklärten  «Erscheinung  giebt  man  den  Namen  der 
äusseren  konischen  Refraction. 

10*     Innere  konische  Refraction. 

Nach  7.  c)  berührt  eine  Ebene  senkrecht  zur  optischen  Axe  die  WeUen- 
fläche in  einem  Kreise.   Um  die  daraus  folgende  merkwürdige  Erscheinung 

30* 
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zu  finden,  denken  wir  uns  eine  Krystallplatte  senkrecht  zur  optischen  Axe 
geschliffen,  welche,  um  die  Erscheinung  zu  vereinfachen,  ein  einzeber 

Lichtstrahl  parallel  der  optischen  Axe,  also 
senkrecht  auf  die  Brechungsebene  treffe. 
Sei  an  der  Figur  97  die  Papierebene  die 
EinfaUsebene  und  SA  der  Lichtstrahl.  Um 
nun  die  gebrochenen  Strahlen  zu  finden, 
zeichne  man  um  A  als  Mittelpunkt  die 
Wellenfläche.  Die  gebrochene  WeDe  be- 
rührt diese  Fläche  in  einem  Kreise ,  dessen 
Durchmesser  BC  ist  Es  ist  dann,  wie  7.  c) 
gefunden  worden  ist,  nach  der  Zeiteinheit 

BC  =  2I=f  j/(c,«-c,^)(C3*  — cA 

Jede  Seite  des  Kegeb,  dessen  Spitze  in  A 
und  dessen  Basis  der  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer CB  ist,  muss  nun  ein  gebrochener 
Lichtstrahl  sein.  Jeder  in  der  Richtung  S  A 
eintretende  Strahl  spaltet  sich  demnach  in  unendlich  viele  divergirende 
Strahlen,  die  sich  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fortpflanzen,  während 
die  verschiedenen  Wellenebenen  mit  derselben  Geschwindigkeit  weiter  gehen. 
Die  zweite  Begrenzungsfläche  des  Krystalles  schneidet  diese  Strahlen  in 
einem  Kreise,  dessen  Durchmesser  um  so  grösser  ist,  je  dicker  die  Platte 
genommen  wird;  denn  es  ist  B'C'  :  BC  »=  B'A  :  BA 

=  B'A  :c,,d.  i. 
1 


KU^y 


B'C'  =  — BC  —  B'A 


r»/(c2'— 0(C3^  — O. 


Beim  Austritt  dieses  Strahlencomplexes,  da  sich  im  homogenen  Mittel 
alle  WeUen  mit  derselben  Geschwindigkeit  fortpflanzen,  werden  die  ein- 
zelnen Strahlen  wieder  so  gebrochen,  dass  sie  alle  einander  parallel  werden. 
Nehmen  wir  dann  statt  eines  Lichtstrahles  einen  StrahlencyUnder,  dessen 
Halbmesser  r  ist  und  von  dem  SA  die  Axe  ist,  so  ist  der  äussere  Halbmesser 

B'  C                                 B'  C 
der  erleuchteten  Ringfläche  -^ — h  r  und  die  innere  -^ r.    Ist  dann 

B'C  B'C 

„„  a=  r^  go  verschwindet  der  innere  nicht  erleuchtete  Theil,  ist  -^-  <r, 

SO  decken  sich  sämmtliche  gebrochene  Wellen  auf  der  Fläche  eines  Kreises 

B'C 
vom  Halbmesser  r ^.  ^ 

Dieser  hierdurch  erklärten  Erscheinung  giebt  man  den  Namen  der 
inneren  konischen  Refraction. 
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Polarisation  dnreh  Eeflexion.    (§  376.) 
1.     Verallgemeinerung  der  aufgestellten  Formeln.'^) 

(c^  —  X»)  cot  a  =  y*  cot  ß  (I.) 

Bedeuten  a'  und  ß*  die  Winkel,  welche  die  Schwingungsrichtungen 
des  einfallenden,  reflectirten  und  gebrochenen  Strahles  mit  der  die  ver- 
schiedenen Mittel  trennenden  Ebene  bilden,  so  sind  die  Componenten 
dieser  Schwingungen  in  dieser  Ebene 

ccosa'  ,  xcosa'  ,  ycos/J'. 

Um  eine  Gleichung  zwischen  diesen  Grössen  aufzustellen,  benutze  man 
das  FresneFsche  Princip,  welches  lautet:  „Wenn  an  die  Grenzen  zweier 
Mittel  eine  Wellenbewegung  ankommt,  so  ist  die  vibrirende  Bewegung  der 
Moleküle  in  der  Grenzschicht  anzusehen  als  die  letzte  Bewegung  in  der 
einfallenden  Welle,  als  die  erste  der  reflectirten  Welle  und,  da  die  Grenz- 
schicht auch  dem  zweiten  Mittel  angehört,  als  die  erste  Bewegung  der  ge- 
brochenen Welle." 

Nach  diesem  Princip  müssen  demnach  die  in  der  Grenzfläche  statt- 
findenden Verschiebungen,  welche  dem  einfallenden  und  dem  reflectirten 
Lichte  angehören ,  gleich  sein  der  augenblicklichen  Verschiebung  in  der 
Grenzfläche  in  der  gebrochenen  Welle.  Was  von  den  Verschiebungen  gilt, 
muss  auch  von  den  Amphtuden  gelten.  Es  ist  also 

(c  4-  x)  cosa'  =  y  cos/9'.  (II.) 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen  kann  nun  x  und  y  berechnet 
werden.  Es  folgt  zunächst  durch  Division 


und  dann 


cota  cot/^ 

^^~^^c5i^""^  cö^' 

cota  cos*/!^^  —  coiß  cos'  a!  .     .  cosa^ 

cota  cos»/^  +  cot/J  cos*a'  ^  '  Y  ~  l<^  +  ^)  ^os/J'' 


Specielle  Fälle: 

A)  Der  einfallende  Strahl  bestehe  aus  Schwingungen  in  der  Einfalls- 
ebene, dann  ist  a'  =  a,  /^  =«  /!^,  also  nach  einiger  Transformation 

tg  (a  —  ß)         2 cosa  sin/? 

"^  ^  tg(a  +  /?)   '  ^~"*"%in(a  +  /?)cos(a-/?)- 

B)  Die  Schwingungen  des  eintretenden  Strahles  finden  senkrecht  zur 
Einfallsebene  statt,  dann  wird  a'  =  0,  /?'  =  0,  also 

sin  (a  —  ß)  2  cosa  sin /^ 

""""SinCa  +  Z?)  '  y'^^"^  sin(a-t-/9)' 

C)  Die  Schwingungen  des  eintretenden  Strahles  sind  so,  dass  die 
Schwingungsebene  derselben  den  Winkel  d  mit  der  Einfallsebene  bildet. 


*)  Fresnel,  Annales  de  chim.  et  de  phys.   XLVI.   Pogg.  Ann.  XXII. 
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Diesen  Fall  bringen  wir  auf  A)  und  B),  indem  wir  diese  Schwingungen 
in  zwei  componirende  Schwingungen  nach  der  Einfallsebene  und  senkrecht 
zu  derselben,  ccosd  und  csin  (},  zerlegen.   Dann  ist 

.    ^  sin  (a  —  ß)  ji  ^  («  —  ß)         ^t  I   ow 

C08(a-h/?)  tg(a  +  //) 

.    .  2cosasin/?  ,  2cosof8in^       wfikf 

WO  die  a,  b  abgekürzte  Bezeichnungen  sein  soUen  und  zwar  so,  dass  also 
a',  b'  (a",  b")  die  Componenten  der  Schwingungen  senkrecht  (parallel)  der 
Einfallsebene  bezeichnen. 

D)  Ist  der  eintretende  Lichtstrahl  nicht  polarisirt,  so  rechnen  wir  die 
eine  Hälfte  zu  A)  und  die  andere  zu  B)  und  erhalten  damit 

j^      %in{a-ß)  _  !_      tg(a-/^)  _  .{     .    ^n 
2  ^  oo%{a+ß)        2   ^i%{a  +  ß)  ^   " 

J_  2sin/yco8a j_     2co8asin/g  ^^  .„       , , 

y""^"2  ^  sin(a  +  /?)cos(a  — /^)"*"  2  ^  sin(a  +  /?)  ™    '  "^    *' 

Die  Abkürzungen  sind  analog  den  obigen  gewählt. 

Die  Intensitäten  der  betreffenden  Lichtstrahlen  sind  dann  proportional 

den  lebendigen  Kräften 

m' 
mc*,  mx*,  m'y*,  oder  proportional  c*,  x*,  —  y*. 

Setzen  wir  dann  nach  den  Formeln  des  Lehrbuchs 
m'       d^sin/^cos/!^       sin  a  cos/? 
m        dsinacosa        cosasin/?^ 

so  erhalten  wir  die  Intensitäten  in  den  einzelnen  Fällen  proportional  den 
folgenden  Ausdrücken: 

A^           c«  ,.tg^(^-/y)                       sin2asin2/g 

'  tg»(a4-//)  '        ün'(a  +  ß)zo%^{a  —  ßy 

R^           c-  sin' ja -ß)            sin2asin2/g 

''^           c      ,  c  gijj,(^^^)  ,          sin'ia  +  ß)  ' 

C)  C    ,    a'-  +  a-  ,     (b-  +  b^)^^^, 

D)  c'     ,    a;«  +  ar  ,     (br  +  bf«)^^^. 
Bemerkenswerth  ist  hierbei,   dass  für  senkrechte  Incidenz  bei  A) 

X  ==  —  ^  TT »  ^^^  bei  B)  X  =  —  c  -^  wird;  denn  es  ist  dann  a  =  0 
und  /?  —  0.  Nun  ist  aber  für  A),  wenn  wir  nur  die  absoluten  Werthe  unter- 
suchen, nach  einiger  Transformation  und  Einführung  von  n 
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n'cos'of  —  |/n*  —  sin*  a 


Für  B)  ist 


n*  cos'  a  +  j/n*  —  sin*  a 
n  — 1 

^/n*  —  sin^of  —  cosa 


,  d.  i.  für  er  =  0, 


X  =«  ^  j  = ,  d.  i  für  er  —  0. 

|/n*  —  sin*  a  +  cosa 

n— 1 

also  derselbe  Werth  wie  oben.   Dies  geht  daraus  hervor,  dass  für  die  senk- 
rechte Incidenz  die  Einfallsebene  unbestimmt  wird. 


%.    Folgerungen  für  die  Reflexion. 

Setzen  wir  a  +  /^^  "  0 ,  also  tg  crp »«  n ,  so  erhalten  wir  bei  den  ein- 
zelnen Fällen  folgende  Resultate: 

A)  X  »=  0.  Es  wird  also  dann  das  auftreflende  Licht  nicht  reflectirt. 

B)  Das  reflectirte  Licht  ist  in  seiner  Polarisation  nicht  geändert. 

C)  und  D)  Hier  bleibt  das  ganze  reflectirte  Licht  a',  a{ ,  d.  h.  aUes  re- 
flectirte Licht  ist  solches,  dessen  Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene 
stattfinden. 

Von  besonderem  Interesse  ist  noch  a  <»  /^.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung wird  nie  Licht  reflectirt.  Hierdurch  sind  die  Untersuchungen  von 
§  229,11.  und  den  darauf  gegründeten  §  230  über  die  Construction  von 
Huyghens  abermals  bestätigt;  denn  a*^  ß  heisst  der  in  das  zweite  Mittel 
eintretende  Strahl,  wird  nicht  von  seiner  Richtung  abgelenkt,  was  aber  nur 
stattfinden  kann ,  wenn  das  zweite  Mittel  vom  ersten  sich  in  Dichtigkeit 
nicht  unterscheidet. 

Eine  weitere  Untersuchung  erfordert  noch  C)  und  D);  denn  A)  und  B) 
geben  uns  stets  polarisu'tes  Licht,  dessen  Schwingungsebenen  unverändert 
bleiben. 

NatürUches  Licht  D)  wird  durch  jede  Reflexion  theilweise  polarisirt. 

Den  Beweis  dieser  Behauptung  führen  wir  durch  Vergleich  der  beiden 
Intensitäten  a(*  und  aj'*.  Es  ist  nämlich  aj*  —  af*  der  Ueberschuss  des  Lich- 
tes, welches  senkrecht,  über  das  welches  parallel  der  Einfrilsebene  schwingt, 
oder  die  Menge  des  im  reflectirten  Lichte  vorhandenen  polarisirten  Lichtes. 
Die  Einführung  der  Werthe  aus  1.  giebt,  wenn  c  =  1  gesetzt  wird: 
y.  ,.._  IsinMa-/^)  1  i^{a-ß) 
*•        ^*  4  sin*(a  +  /sr)        4  tg*(a  +  ^)' 

_^  1  sin*(g  — /g)|        cos*(«4-ig)l 
4  sin*(a  +  /:^)l         cos*(a  — /^)J* 

Nun  ist  aber  immer  cos*  (a  +  ß)<^  cos*  (er  —  ß\  mithin  der  in  Paren- 
these stehende  Ausdruck  immer  >>  0,  also  auch 
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a^  _  aj'*  >  0,  oder  a{*  >  a!'% 
d.  h.  es  ist  immer  die  Componente  der  Intensität  des  Lichtes,  welches  senk- 
recht zur  Einfallsebene  schwingt,  grösser  als  die  der  Intensität  des  parallel 
der  Einfallsebene  schwingenden  Lichtes. 

Die  Schwingungsebene  eines  polarisirten  Strahles  C)  wird  durch  eine 
Reflexion  gedreht. 

Da  unserer  Annahme  nach  durch  eine  Reflexion  kein  Phasenunter- 
schied für  a'  und  a"  eintritt,  so  haben  wir  hier  zwei  Schwingungscomponen- 
ten,  die  zu  §  228  für  den  Fall  n  =«  0  passen.  Die  Schwingungen  werden 
also  in  einer  Ebene  stattfinden,  die  bestimmt  ist  durch 

»^-^^J^cotcJ, 
cos(a  —  ß) 

wo  Q  der  Winkel  ist,  den  die  Schwingungseben^  des  reflectirten  Strahles 

mit  der  Einfallsebene  bildet.   Diese  Drehung  der  Polarisationsebene  wird 

nur  dann  <»  0,  wenn  a  "*/?>-*  0  ist,  d.  h.  bei  senkrechter  Incidenz. 

Diese  Formel  giebt  eine  Bestätigung  des  Obigen ,  denn  ist  er -{-/?»»  90  ^ 

so  wird  cot  ß  «c  0,  ^  =  90®. 

3.    Erklärung  des  negativen  Zeichens  in  den  Formeln  für 

die  Reflexion. 

Für  diese  Untersuchung  ist  es  hinreichend  die  beiden  in  A)  und  B) 
erhaltenen  Formeln  zu  betrachten,  nämlich 

T^       ,tg(a-/y)  sinja-ß) 

ig(a  +  ß)'  Sin(a  +  /9)- 

Wenn  demnach  die  Schwingungsgleichung  des  einfallenden  Licht- 
strahles ist 

8  — csin27rf^  — yj, 
so  ist  die  des  reflectirten  Lichtstrahles  entweder 


ig{a—ß)   .    ^     (i       e  +  e'\     , 
8,  =*  —  c  ?4 — T-^,  Sin  27r  hm \ —    oder 


tg(a+/?) 

%m{a  —  ß)   .    ^     (i       e-f  e'X 

In  Bezug  auf  das  Vorzeichen  der  Amplitude  müssen  wir  nun  zwei 
Fälle  unterscheiden: 

1)  «  >  /^  oder,  da  -. — -z  =  n  ist,  n  >  1. 

^  miß 

2)  a  <C  ß     19      «      ji      n  «   «1  ö  «<  1. 

Der  erste  Fall,  bei  dem  dann  die  AmpUtude  negativ  ist,  bedeutet,  dass 
das  Licht  von  einem  optisch  dünneren  in  ein  dichteres  Mittel  geht,  während 
der  zweite  Fall  sich  auf  die  umgekehrte  Anordnung  der  Mittel  bezieht 
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Wollen  wir  nun  das  negative  Zeichen  im  ersten  Fall  entfernen ,  so  müssen 
wir  schreiben 

ig{a—ß)    .    ^     (i       e-fe'H-U\ 


(i      e-fe^H-U\ 
AT  l         )' 


sm(a  —  ß)    .    ^     /t       e  +  e'  +  iA 
»         sin(a  +  ß)  \T  l         J 

d.  h.  bei  der  Reflexion  an  einem  optisch  dichteren  Mittel  giebt  es  eine  Ver- 
zögerung um  eine  halbe  Wellenlänge,   (cf.  §  383.  1.) 
Ftür  den  zweiten  Fall  können  wir  schreiben 


,m=i^.^2„f^^^ 


tg(/S  +  o)" VT  l    )' 

a)   .    -     /t        e  +  e'\ 

•    lo  I  -t8in27r    -a \ —  . 

8in(/J  +  o)  \T  l     J 


c 


Die  weitere  Untersuchung  der  letzteren  Formeln  enthält  §  383  2. 


Polarisation  dnroh  Brechung.    (§  377.) 
Folgerungen  für  den  gebrochenen  Strahl. 

Gewöhnliches  Licht  wird  durch  eine  einmalige  Brechung  theilweise 
polarisirt. 

Den  Beweis  führen  wir  analog  dem  Obigen.  Es  ist  nämlich 
8jna_c08| 
coscr  sm/? 
analog  dem  Obigen  §  376  die  Lichtmenge  des  im  durchgehenden  Lichte 
parallel  der  Einfallsebene  schwingenden  Lichtes. 

Die  Einführung  der  Werthe  von  bj'  und  M  giebt 
sin  or  cos/? 


cos  a  sin/? 


^„2 ,  ,j.       sin  a  eos  a  sin  /9  cos/9  (1  —  cos*  (g  —  ß)) 

(Dl        *>,j—  8in»(aH-/9)  cos*  («  —  /?) 


J^  sin'(a  — /?)  Yi       cos«(«  +  /?)\ 
V        cos^a-/?); 


4  8in*(a4-/?) 

Da  of  +  /?  >  a  —  /?,  so  ist  der  Werth  der  Parenthese  stets  >  0» 
mithin  auch  b(^  >  b(',  d.  h.  die  Componente  der  Intensität  des  Lichtes, 
welches  parallel  der  Einfallsebene  schwingt,  ist  grösser,  als  die  der  Inten- 
sität des  senkrecht  zur  Einfallsebene  schwingenden  Lichtes. 

Die  Gleichung  dieses  Ausdruckes  mit  dem  Ton  §  376, 2.  zusammen 
giebt  das  Arago'sche  Gesetz:  Die  Menge  des  im  gebrochenen  Torhandenen 
in  der  Einfallsebene  schwingenden  Lichtes  ist  gleich  der  Lichtmenge  des 
reflectirten  Lichtes,  welches  senkrecht  zur  Einfallsebene  schwingt 

Es  giebt  nicht  einen  Winkel  a,  wie  in  §  376,  2.  ap,  für  den  nach  einer 
einmaUgen  Brechung  vollständig  polarisirtes  Licht  entsteht. 
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Wenn  Q^  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Schwingung  des  gebrochenen 
Strahles  und  der  Einfallsebene  bildet,  so  ist 

cot  ^,  =  —  =  — t  g  ö. 

^^        b;        cos(a  —  ß)    ^ 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  Q^  stets  abhängig  ist  von  ^,  dass  es 
also  für  das  gebrochene  Licht  keinen  Polansationswinkel  giebt 

Da  ferner  cos  (er  —  ß)  stets  kleiner  als  1  bleibt,  wenn  a  nicht  »>  0 
wird,  so  ist  cot  ^j  >  tg  d,  90  —  ^i  >  ^»  d.  h.  die  zur  Schwingungsebene 
senkrechte  Ebene,  die  Polarisationsebene,  wird  durdi  die  Brechung  stets 
gedreht,  und  zwar  so ,  dass  sie  mit  der  Einfallsebene  einen  grösseren  Win- 
kel bildet  als  vorher. 

Lassen  wir  nun  eine  mehrmaUge  Brechung  eintreten ,  so  finden  wir 
aUmälich,  wenn  die  ^i,  ^,,  ^s . . .  •  die  auf  einander  folgenden  Drehungs- 
winkel sind, 

cot  O,  =- ; ^  cot  Q.      —  r-^ ^r  tg  d, 

^*       cos  (a  —  ß)       ^'         cos*  (a  —  ß)^ 

cot  p3  »-« ;; TT  cot  O.     =-  jr ^  tg  J, 

^^       COS  (er  —  ß)        ^^         cos^(a  —  ß)^ 

cot  pn  =-=  TT 37  tg  Ö. 

^^       cos»(a  —  ß)^ 

Wenn  nun  a  nidit  >»  0  ist,  so  ist  cos"  (a  —  ß)  sehr  klein  bei  grossem 
n,  also  cot  Qq  »»  oc,  ^^  »e  0,  d.  h.  durch  eine  oftmals  wiederholte  Brechung 
wird  das  Licht  in  polarisirtes  verwandelt,  dessen  Schwingungen  in  der 
Einfallsebene  stattfinden. 


Anhang  sn  §  376.  377. 

Nach  den  in  den  betreffenden  Paragraphen  aufgestellten,  von  Fresnel 
zuerst  gegebenen ,  Formeln  ergiebt  sich ,  dass  bei  den  durchsichtigen  Kör- 
pern, so  lange  der  Einfallswinkel  kleiner  als  der  Polarisationswinkel  ist, 
die  senkrecht  und  parallel  der  Einfallsebene  schwingenden  Componenlen 
ganz  ohne  Phasendifierenz  reflectirt  werden ,  dass  aber  wenn  der  Emfalls- 
winkel  gleich  dem  Polarisationswinkel  ist,  die  Amplitude  des  in  der  Ein- 
fallsebene reflectirten  Lichtes  ganz  aufgehoben  wird  und  dass  bei  noch 
grösseren  Einfallswinkel,  da  dann  tg(a4-  /?)  negativ  wird,  ^ine  Phasen- 
difierenz eintritt.  Nach  den  Beobachtungen  von  Brewster,  Seebeck,  Airy 
ergiebt  sich  aber,  dass  das  nicht  richtig  ist,  sondern  dass  tiberall  das  re- 
flectirte  Licht  elliptisch  polarisirt  ist.  Es  soll  demnach  im  Folgenden  die 
Reflexionstheorie  erweitert  werden,  um  auf  die  von  Cauchy  gegebenen 
Formeln  zu  kommen. 
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1*  Aufstellung  der  allgemeinen  Gleichungen''^* 
In  den  früheren  Formeln  ist  neben  dem  Princip  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  nur  noch  der  eine  Grundsatz,  dass  die  Periode  aller  beim 
Uebergange  des  Lichtes  aus  einem  Mittel  in  ein  anderes  zur  Sprache  kom- 
menden Bewegungen  gleich  sei,  als  Ausgangspunkt  genonunen  worden. 
Dies  Princip  ist  von  Cauchy  das  Princip  der  correspondirenden  Bewegungen 
genannt  worden.  Es  soll  im  Folgenden  der  zweite  von  Cauchy  aufgestellte 
Satz,  das  Princip  der  Continuität  der  Bewegung  yerwendet  werden.  Dieser 
neue  Grundsatz  lautet:  der  Ort  von  Aethertheikhen,  welche  auf  dem  Ein- 
fallsloth  liegen,  zeigt  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  wenn  man  aus 
dem  ersten  Mittel  in  das  zweite  übergeht  und  zwar  für  jedes  Einfallsloth 
und  zu  jeder  Zeit.  Das  heisst  also,  dass  die  Curven  für  die  Theilchen  der 
Grenzschicht,  auf  welche  die  Aethertheilchen  eines  Lothes  im  ersten  Mittel 
zu  irgend  einer  Zeit  liegen ,  an  der  Trennungsfläche  beider  Mittel  mit  der 
entsprechenden  Curve  des  zweiten  Mittels  nicht  nur  zusammentreffen,  son- 
dern auch  stetig  in  einander  überfliessen,  so  dass  sie  sich  also  da,  wo  sie 
zusammenstossen ,  einander  berühren.  Dem  ersten  Principe  ist  im  Obigen 
der  mathematische  Ausdruck  gegeben,  dem  zweiten  zufolge  müssen  die 
Ableitungen  der  Ausschläge  nach  dem  Lothe  paarweise  einander  gleich  sein. 
Zur  Aufstellung  der  diese  Grundsätze  enthaltenden  Gleichungen  legen 
wir  folgendes  Coordinatensystem  zu  Grunde.  Die  Grenzfläche  sei  die  zy  Ebene 
und  zwar  liege  die  y  Axe  in  der  Einfallsebene.  Die  x  und  y  Axe  bilde  mit 
der  Fortpflanzungsrichtung  der  ebenen  Welle  einen  spitzen  Winkel.  Unter 
dieser  Voraussetzung  sind  x cos a  -{-  y sin a  »■  C,  und  xcos/^-f-ysin/^-^C^ 
die  Gleichungen  der  einfallenden  und  der  gebrochenen  Wellenebene,  wenn 
wie  oben  a  und  ß  bezeichnen  den  Einfalls-  und  Brechungswinkel  Die  Elon- 
gationen  des  Aethers  in  der  Bichtung  der  drei  Axen  seien  bezeichnet  durch 
^,  ij,  ^  für  die  einfallende,  |',  i;',  ^'  oder  g",  rj'\  C''  für  die  gebrochene, 
§M  ^M  ^f  oder  g„,  7j,f,  ^,f  für  die  reflecliite  WeUe,  je  nachdem  die 
Schwingung  transversal  oder  longitudinal  ist. 

Die  an  der  Trennungsfläche,  also  für  x=-iO,  zu  erfüllenden  Bedingungen 
sind  demnach: 

(a.) 
(b.) 
(c.) 

(d.) 
(e.) 

(f.) 

*)  Eisenlohr,  Ableitung  der  Fonneln  für  die  Intensität  des  an  der  Oberfläche 
zweier  isotroper  Mittel  gespiegelten,  gebrochenen  und  gebeugten  Lichtes.  Pogg. 
Ann.  CIV.  (1858.) 


1  +    1,  4-   l, 

=  r  + 1", 

V   +    V'  +  V» 

=  IJ'  + »/", 

?  +  c,  +  r„ 

-  ?'  +  r, 

d^.di     dl, 

d?    dr 

51+  dx  +-Bx 

"^  +  "57' 

dri       drj,        dt] 
dx^  dx  ^  dx 

_dri'       df 

dx  +  ay 

d^,dt,    dt,, 

dx^'dx   ^'JT 

^dx  +  dx- 

Digitized  by 


Google 


476  m  Optik. 

2*    Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene. 

Da  hier  ^a^i^sB^aB^  BnOist  und  desshalb  alle  übrigen  dem 

entsprechenden  Ausdrücke  yerschwinden,  so  sind  die  Gleichungen  (a.),  (b.), 

(d.X  (e.)  Ton  selbst  erfollt    Die  einfaUende  Schwingung  sei  gegeben  durch 

^  ^    /xcosa  +  ysincr       t        &\ 

Die  hierin  vorkommenden  Grössen  sind  die  allgemein  bekannten.  Die 
Intensität  ist  der  Bequemlichkeit  wegen  — >  1  gesetzt.  Für  den  reflectirten 
und  gebi'ochenen  Strahl  haben  wir 

Damit  die  Gleichungen  (c.)  und  (f.)  für  x  »«  0  und  für  jedes  beliebige 
y  und  t  gültig  bleiben,  müssen  die  Coefiicienten  von  y  und  t  in  den  Schwin- 
gungsausdrücken einander  gleich  sein,  d.  h. 

T  —  T,  —  T'  also  A  —  A, 
sin  a        üna,       sin  j^ 

Daraus  folgt  zunächst  sin  a  ■»  sin  a, .  a  ist  ein  spitzer  Winkel,  a,  muss 
aber  dann  ein  stumpfer  sein,  also  a,  ■»  180  —  a  und  cosa,  —  —  coso. 

Werden  dann  unter  Berücksichtigung  des  eben  Gefundenen,  in  den 
Bedingungen  (c)  und  (f.)  die  beUebigen  y  und  t  gleich  Null  gesetzt,  so 
ergeben  sich  noch  folgende  Gleichungen 

LsmJ         T    '       L^nJ         T  LsmJ         T 

cosarcos")«      &   ,    .  cos  of  Jcos"!  ^     &,       ..cos/^rcosl  ^     ^ 
l    L^i^^J         T    '     '    A     L^mJ         T  k'   L^in  J         T 

Die  hier  und  im  Folgenden  gebrauchten  Klammern  []  soUen  bedeuten, 
dass  die  Gleichungen  gelten,  wenn  man  das  obere  und  auch  wenn  man  das 
untere  Zeichen  nimmt  und  alles  Andere  unverändert  lässt. 
Diesen  Gleichungen  mtd  genügt  durch  ^  -b  ^,  a«  ^, 

14.A,_A',       ?^_A,?^-A'«-^,  also 

A        sin  (ß  —  g)  ,      28in/?cosa 

'""sinO^  +  a)  '  "sinO^  +  a)  ' 

Die  Ausdrücke  für  den  reflectirten  und  gebrochenen  Strahl  werden 
demnach 

,.  sin(a  —  ß)  ^     ( — xcosof-j-y  sina         t  +  ^\ 

^'^ 8iD(«  +  /g)'"'^^l 1 T^j' 

Yt  2sin/ycosof         ^     /"  x  cos  /9  +  y  s'p  /^  t4-^\ 

^"^       sin 0? -ha)  '"'^''V X^  1^;' 

Dies  sind  die  Formeln,  welche  schon  §  376  1.  B)  gefunden  worden  sind. 
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3*    Schwingungen  in  der  Einfallsebene. 
Da  hier  ^a»  o  ist,  so  bleiben  nur  zu  erfüllen  die  Gleichungen  (a.XCb.), 


(d.),(e.)fttrx-=0. 

Die  einfallende  Schwingung  sei  gegeben  durch 
^x  co8a  +  y  sin  er        t  +  ^' 


[J]=.cos2.(? 


^  r     sincr"! 
)  L — cosa J 


X  T 

Nach  den  eingeführten  Bezeichnungen  unterscheiden  sich  die  Aus- 
drücke für  die  anderen  transversalen  Wellen  Yon  dieser  Form  nur  durch 
die  CoefÜcienten  A  und  durch  andere  Indices  und  bei  den  gebrochenen 
steht  ausserdem  statt  a  der  Brechungswinkel  ß.  Die  longitudinalen  Schwin- 
gungen sind  gegeben  durch 

:cosflf;;  +  ysing^^ 


[^^;;]-A„cos2.(- 


K 


_  t+j^N  rcosa,,"! 


Für  das  zweite  Medium  sind  dann  die  Buchstaben  oben  zu  accentuiren 
und  ß^  einzusetzen.  Die  Grenzbedingungen  für  x  ■>■>  0  geben  dann  wieder 
T  _  T,  =  T,,  —  T'  —  T"  also  ;i  —  X, 
sing        sin  a,       sin  a,,       sin/9        sin/y  ^ 

A/  n  Kff  A»  A 

und  es  ist  wieder  wie  unter  2.  cos  er,  cos/?,  cos/9'  positiv,  cos  er,  und  cosa,, 
negativ  zu  nehmen. 

Die  weiteren  Bedingungsgleichungen  für  ^,  17,  ^  und  J^  geben  nach 
den  angedeuteten  Entwickelungen  vier  Doppelgleichungen ,  in  denen  der 
Einfachheit  wegen  bei  den  verschiedenen  ^  der  zugehörige  Factor  -^  weg- 
gelassen ist. 


[cos") 
sinj 


^  sin  o  -{-  A, 

—  A' 

.     ^  cos  er  -|-  A, 

=  A' 


[cos"|     sing 
sinJ  ] 


cosg 


cos 


cos"g 


■1* . 

smj       l 


—  A' 

+  A, 

—  A' 


cos 
sin 
cos' 
sin 

cos' 
sin 
cos" 
sin 

cos' 
sin 
cos' 
sin 

cos' 
sin 
cos' 
sin 


^,  sing,  -f-  A„ 
^sin/JH-  A" 

&,  cos  g,  —  A„ 
^cos/J  — A" 


^8mg,co8g,  .  ^ 


y 


X 

cos/9sini9 


+  A^ 


cos 
sin 
cos 
sin 

"cos 
sin 
"cos 
sin 

"cos 
sin 
cos' 
sin 


^f,  cos  g„ 
;y'cos/y. 


'S',,  sin  a„ 


d"  sin  /J', 


cos'a,. 


(1.) 


(2.) 


(3.) 


^1     1   '  +  A„ 


y 


.cos*/? 


-A" 


cos 
sin 
cos' 
sin 


cosa„sina. 


n 


^,co8^8in/?' 


(4.) 
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Diese  Gleichungen  vereinfachen  sich,  wenn  wir  die  a  und  ß  eliminiren. 

Man  mulliplicire  (1.)  und  (2.)  mit  -y— — »     __'■■:— —i'  s«  etc.  und  ad- 

dire  das  erste  Product  zu  (4.)  und  substrahire  das  zweite  Product  von  (3.)- 
Dadurch  erhalt  man 

fcosl 


TLsinJ^  +  TLsinJ^'"X^ 
A„  rco8~|  „         A"  fcos" 


"*1  y, 

inj 


sin 


Diesen  Doppelgleichungen  wird  genügt  durch 

^  a^  i^",  "■*  •<^'  »^  i^f,  "*  1^  , 

1  +  A,     A'      A^    v; 

Daraus  findet  mm  dann  mit  Hülfe  der  bekaDoten  Formeln  itlr 
sin  2x,  sin  (x  +  y),  cos  (x  ±  y),  sin  x  +  sin  y ,  cos x  +  cos y 
aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  nach  einigen  Transformationen: 

.  sin  (g— /?)  cw{a+ß—a„~ß') 

*'■"  sin  (a+/?)cos(«— /?+«„+/*')  ' 

—  28in(a — ß)cosaäna„  „sine/' 

"  ""  sin(o„— /J')cos(a— /S+a»+i»')""      «n^/ 
,  2  cos  o  sin  ß  cos  (a„  -f-  ß') 


sin  {a+ß)  co8(a— /J+o„+  ß') 
Folglich  ist 

.-ß)cos(a  +  ß  —  a„  —  ß') 


ri~\  ^  sin  (g  - 

Lj?,J       8in(a  +  /?)  cos  (g  — /»  +  «»  +  /»')    '^ 

-      / —  X  cos  a  -4-  y  sin  *       t  +  "*\  r^in  «"1     „  > 
cos  2^  ( r^ T--j  LeosgJ  '  <^-> 

rg»"|  ^        —  2  sin  (g  —  |g)  cos  g  sin  a„         ^ 
U'/ J ""  »">  («'f  —  /**)  cos  (g  —  /?  +  g„  +  /J' 

cos  27r  f"''^""  +  y"''°"  -  i+^'l  h'°"l ,  (6.) 

rg'l 2  costt  sin  /?  cos  (g„  +  ^) 

U'J 


sin  (g  +  /*)  cos(g  —  /?  +  a„  +  /S*) 

-  /x  cos/?+  y  sin/»      t  +  &\  Tsin  /fl        „ . 
cos2;r( P:p-^ f-JUsJJ'      ^-^ 

—  2  sin  (g  —  ß)  cosa  sin gV 

sin  {a„  —  ß')  cos  (a  —  /?  +  a,,  -j-  z^) 

Bis  jetzt  ist  angenommen  worcj^n ,  dass  die  longitudinalen  Schwin- 
gungen sich  wie  die  transversalen  als  regelmässige  Wellen  fortpflanzen; 


[W- 
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nun  machen  aber  die  Beobachtungen  wahrscheinlich,  dass  yiehnehr  bei  den- 
selben eine  Abnahme  in  geometrischer  Progression  stattfindet  d.  h.  dass, 
wenn  die  Normale  zur  Wellenebene  in  arithmetrischer  Progression  wächst, 
eine  Abnahme  der  Schwingung  in  geometrischer  Progression  stattfindet 

Nach  §  279.  3.  würde  demnach  das  Gesetz  der  Fortpflanzung  ausge- 
drückt durch 

wo  dann  die  Normale  zur  Wellenebene  (S.  262) 

Unser  gefundenes  Gesetz  hat  aber  die  Form 

Ae<'>-T-'")». 
Diese  letzte  Form  stinunt  mit  der  durch  die  Beobachtungen  begrün- 
deten überein,  wenn  wir  setzen  statt  X,,  und  X"  die  imaginären  Grössen 

1  1" 

'4^  undir-. 
11 

Wir  erhalten  dann  statt  (♦) 

sin  a        sin  a,        i  sin  Of,        sin/g       isin/?^ 
"F^T""      K      ~    A'    "     1"     • 
Man  sieht,  dass  sina,,,  sin/^  unaginär  sein  müssen,  während  cos  a,,*= 
|/l  —  sin'a,,  reell  und  negativ,  cos  /?'  «»=  f^l  —  sin/9'  reell  und  positiv  wird. 
Damit  werden  aber  die  obigen  Ausdrücke  der  Verschiebungen  ima- 
ginär und  wir  können  statt  derselben  setzen  folgenden  Ausdruck 

(a-fbi)e<«+^')', 
so  dass  wir  eine  complexe  AmpUtude  a  -f-  bi  und  einen  theilweise  reellen 
Exponenten  haben. 

4«    Entfernung  des  Imaginären  in  den  Ausdrücken  für  die 

Schwingungen. 

Als  allgemeine  Form  für  die  Schvnngungen  haben  wir  gefunden 
(a  +  bi) e(<^  +  ^'>'  =  (a  -f-  bi)e-^  e<^'. 

Statt  dessen  schreiben  wir  re*~^  e^^+^)*,  wo  r  und  x  reelle  Grössen 
bedeuten,  welche  wir  finden,  indem  >vir  zu  den  trigonometrischen  Functionen 
tibergehen  und  dann  das  Reelle  (Imaginäre)  einander  gleichsetzen. 

Wir  erhalten  dann  endhch,  da  der  reelle  Theil  allein  genommen  werden 
moss,  als  Schwingungsausdruck 

|/a'  +  b'  e""^  cos  (a  +  arctg  —  j . 

Die  Grösse  B  kann  der  Annahme  gemäss  für  die  transversalen  Schwin- 
gungen nicht  vorhanden  sein,  da  wedef  die  cos.  noch  die  sin.  der  verschie- 
denen a  imaginär  werden,  so  dass  wir  also  für  diese  folgende  Form  behalten 
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^/a*  4-  b^  cos  [  a  H-  arctg  —  j 


Es  ist  nun  unsere  Aufgabe  für  die  einzelnen  ^  und  rj  die  zugehörigen 

j/a*  +  b*  und  —  zu  berechnen.  Wenn  wir  aber  bedenken,  dass 

a''  +  b«=(a  +  bi)(a  — bi), 
bi  ^(a  +  bi)  — (a  — bi) 
a  '*(a  +  bi)H-(a  — bi) 
ist,  so  finden  wir  diese  Werthe,  wenn  wir  zunächst  berechnen  a  —  bi  aus 
dem  bekannten  a  -j-  bi,  wenn  wir  also  fQr  die  Transversalschwingungen 
in  A,  und  A'  allen  das  Imaginäre  enthaltenden  Grössen  das  entgegengesetzte 
Zeichen  geben,  wir  setzen  also  —  a„  und  —  ß'  statt  a„  und  ß'. 

Die  hier  angedeuteten  Rechnungen  geben,  da  wir  statt  des  obigen 
Werthes  A,  aus  (5.)  setzen  können 
A,  «=a  +  bi, 

coi{a  +  ß)+ig(a,,  +  ß') 

="cot(a-/9)-tg(cr,,  +  /?0' 

cot  (a  +  /9)  —  tg  (of,,  +  ß')        ... 
a  — bi  =  — -^ —   ^J.    .  /  /  on  y  mithin 

cot  (a  —  ß)+  tg  (a„  +  ß') 

bi  ^  [cot  {a-ß)  +  cot  (g  +  ß)]  tg  {an  +  ß') 

a  =  cot  (a  +  ß)  cot  (a  —  /9)  +  ig\a,,  +  ß')  ' 

Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung,  da  tg  a,,  und  tg  ß'  imaginär  werden, 

Pi  =  tg(a,,  +  /i?'),     tgr/)  =  plg(a  — /9),     igip  =  pig(a  + ß), 

so  ergiebt  sich  b  i        .      ,      .      x 


K«  +*>  -  |/  cotMa-//)-tg>(a.  +  /gO  ^"^'^ 

i/;;r7-p_l/tg>i+tg>^siny 

Durch  analoge  Rechnungen  finden  >vir  fttr  A'  aus  (7.)«  also  far  die  ge- 
brochenen transrersalen  Schwingungen 

a— «tg,,, 

,/iq:^=!EiSP±jW.?|5i.  (10.) 

'  sm  i/;         sm  er 

Darnach  sind  also  die  reflectirten  und  gebrochenen  transversalen 

Schwingungen  gegeben  durch 

sini^  \  l  27r  T    /(_cosaJ 

^8in(y  +  V;)    sin/g  ^ 

sin  V       '  sin  a 


L»?/J 

r 

V'. 


,  Google 


Digitized  by  ^ 


Anhang  lu  |  376,  377.  481 

Für  die  longitadinalen  Schwingungen  setsen  wir  unserer  Annahme  nach 
/xco8c„         fysina^       i±j>l\  ; 
|„-(a  +  bi)e^''\,     l„      '■*-[     l„  "l^Jj'coso,, 

und  ebenso  die  andere  Componente  t]„  und  |",  i}". 
Es  ist  nach  den  obigen  Gleichungen  zu  setzen 

isina,,      sino      ,                        1/.    ,    sin'al* 
— j —  —  -^— ,  also  coac,,  =  —  ^  1  H ^. 

8ina)„|/,  ,       X'  sind,, 

•-^'-?!^,alsocos/S'-      yi+^ 

sin  a  1"!  /T',       jr~         „  sin  a  V 

=     -T-F^  +  s-ra^-"-^^- 

Für  die  longitudinale  reflectirte  Schwingung  ist  nach  (6.) 
.  .  .  —  2  sin  (g  —  ß)  cosa  sing,, 

""^^■^  sin(a,,-/J0cos(a-/9  +  g,  +  /^0' 

—  2  tg  (g  —  ß)  cos  g  sin  a,, 

"  sin  (g,,— iC^O  [cos(g,,  +  ß')  —  tg  (g—  /9)  8in(a„+/S')]* 
mithin  nach  der  oben  angegebenen  Methode 
,  . —  2  tg  (g  —  /?)  cosg  sin a„ 

*       *'*  — sin(g,,  — |»0[cos(g„+/:^)  +  tg(g  — /^)sin(g,,+/SO]' 

,   ,  .t       4  tg*  (g  —  /!^)  cos*  g  sin» g,, 

"^      ""  sin*(g,,  —  /5?')  [cos* (g,,  +  /y')  —  tg*(g  -  //)  sin*(g,,  +  ß^] ' 
Werden  hier  die  oben  definirten  Werthe  p  und  q>  eingeführt,  so  er- 
hält man 

. 2  sin  qp  cos  g  sin  a,, 

|/a«  +  b*  -=  sm{a„—ß')cos(a'\'ß')f' 

28iny  costtsing^, 

(sin  a„  cos  a„  —  sin  ß'  cos  ß')  p ' 
Setzen  wir  nun  die  Werthe  von  sing,^  cosg,,,  sin/9'  und  cos/S'  aus- 
gedrückt durch  sin  g  ein  und  bedenken,  dass  wir  dann  finden 

—     M/f  —  ^" 
P~  m"m,/— 1  ' 
so  erhalten  wir  endlich 

1" 
2  sin 9)  cosg  Y  sin  g  (mf,  —  1)  (m"*  —  1) 

i/a*  +  b*—  Vtti ^^ • 

Einfach  ergiebt  sich 

bi        . 
Y-itg^. 

Wird  dann  noch  bedacht  der  Werth  von  cos  a„  und  sin  g,,,  so  wird, 
wenn  noch  bei  rj„  die  Bedeutung  der  imaginären  Amplitude  nach  §  376.3. 
und  §  383. 1.  ausgelegt  wird, 

Klein,  Theorie  der  Elaiiicilftt  eic.  31 
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[t] 


"f„n        2  8iDycostt(m^^  — 1)      27rxsinain,,:X 

[Tr>"c-t-°+2^-^)-  <«■> 

Werden  dieselben  Rechnungen  fttr  die  longitudinalen,  gebrochenen 
Schwingungen  (8.)  durchgeführt,  so  ergiebt  sich 

rg'n        2siny  cosg  (m* —  1)      —  2 ttx sin a m" : i 

Dass   nun  die   aufgestellten   Schwingungsgleichungen   den    Grenz- 
bedingungen für  x«bO  genügen,  kann  direct  nachgewiesen  werden. 

5.    Discussion   der   Formeln    und   Resultate   anderer 
Hypothesen. 

Setzen  wir  in  unseren  Formeln  p-»  0,  so  erhalten  wir  die  folgenden 
Werthc: 

1)  für  die  reflectirte  Welle  wird  aus  (9.) 

^     "^  sinip      igtp      ig(a  +  ß)' 

2)  für  die  gebrochene  Welle  wird  aus  (10.) 

.  sinxp       'sina  tgtp        'sina 

2sinjgcosa 


sin  (c  +  ß)  cos  (c  —  ß) 
Dies  sind  die  Formeln  von  Fresnel  (§  376). 

Nach  unseren  berechneten  Ausdrücken  haben  wir  für  die^Werthe  aus 
§  376  C),  wenn  c  -« 1  gesetzt  wird, 
,  .     .  sin  (a  —  ß) 

cos  (a  +  ß) 

a"  -B  cos  d  l/a'  +  b'  -«  cos  d  -r— ^ ,    d.  i.  nach  (9.) 


.^.-.^Algig^)|/i+p-tg>(a  +  /?) 
•      tg(a  +  /?)r   l_p*tg*(a  — /?) 


Würden  diese  Componenten  bei  der  Reflexion  keine  Phasenverschie- 
bung  erhalten,  so  würden  sie  sich  wieder  zu  einem  linear  polarisirten  Strahl 
zusammensetzen,  der  mit  der  Einfallsebene  einen  Winkel  q  bildete,  für  den 
nach  §  228  gälte 

rot  n  -  ^  _  "^^  (^  +  ^)  1  /i  +  PV(a  +ß) 

a'       cos(a  — /?)r  i+p«tg«(a_^)' 
oder  bei  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  p 
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cos*(a  +  ß)        ^siD2a8m2/9  ^ 

^^  ^~  cos\a  —  ß)'^^    cos*(a  —  ß)  ^ 

nun  ist  aber  eine  Phasenverschiebung  vorhanden.  Nach  §  376.  3, 
§  383.  1,  bedeutet  das  negative  Zeichen  bei  a'  eine  Verschiebung  um  7t 
und  nach  (11)  ist  die  Verschiebung  für  a''  9)  +  !^,  mithin  ist  die  Gesammt- 
Phasenänderung  des  senkrecht  zur  Einfallsebene  und  des  parallel  dazu 
schwingenden  Lichtes  (p-^-tp  +  n.  Die  beiden  Strahlen  setzen  sich  dem- 
nach zu  elliptisch  polarisirtem  Licht  zusammen  und  nach  §  228  ist  der 
Winkel  x^  welcher  die  Lage  der  Hauptaxe  gegen  die  Einfallsebene  be- 
stimmt, gegeben  durch 

tg2;f-=tg2^cos(qp-hV'). 

Aus  den  Versuchen  von  Jamin  geht  hervor,  dass  p  stets  sehr  klein 
ist,  dass  also  der  Gangunterschied  zvmchen  dem  in  der  Einfalbebene 
und  dem  senkrecht  dazu  polarisirten  Licht,  oder  q>  +  xp  -^  n  fast  genau 
7t  ist,  wenn  das  Licht  zwischen  der  Senkrechten  und  dem  Polarisations- 
winkel einfällt. 

Beim  Durchgang  durch  den  Polarisationswinkel,  wotgi/;aBptg(a-(-/:i^) 

sehr  rasch  wächst,  nimmt  diese  Phasendifferenz  schnell  bis  270^  zu  und 

darüber  hinaus  bis  360 ^  welchem  Werth  es  sich,  wenn  der  Einfallswinkel 

bis  90<^  wächst,    aUmäUch  nähert.     Ein  schief  gegen  die  Einfallsebene 

schwingender  Lichtstrahl  ist  also  in  Uebereinstimmung  mit  den  obigen 

Formehl  nach  der  Reflexion  nur  in  der  Nähe  des  Polarisationswinkels 

erheblich  elliptisch  polarisirt  und  nähert  sich  bei  der  seAkrechten  und 

parallelen  Incidenz  immer  mehr  der  geradlinigen  Polarisation. 

m   —  m" 

Da  p  =  —jT^ 7-  nach  der  eben  gemachten  Annahme  klein  sein 

^       m"m,,  —  1  ^ 

soll,  so  muss  m,, — m''  klein  sein,  oder  nach  der  Bedeutung  von  m^,  und  m" 

X  k 

müssen  die  Werthe  y-  und  -^j-  wenig  von  einander  verschieden  sein. 

Setzt  man 
WO  t  und  u  constant  sind  und  u  eine  kleine  Grösse  ist,  so  erhält  man 


Bei  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  u  reducirt  sich  dieser 

Ausdruck  auf 

2usina 
P  — 


t|/sin*a-t-t' 


2u 

—  cos  CO, 

wenn  tg  oi  »=  - —  ist. 
^           sma 

31* 

' 
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Bei  einigen  Körpern  ist  9)  -f-  V'  negativ,  mithin  ist  auch  u  negativ. 
Nach  Jamin  sind  das  Körper,  deren  Brechungsopponent  <C.  1*46  ist. 

Derartige  Körper,  bei  denen  also  der  senkrecht  zur  Einfalbebene 
schwingende  Strahl  verzögert  ist  gegen  den  parallel  der  Einfallsebene 
schwingenden ,  nennt  man  Körper  mit  negativer  Reflexion.  Zu  diesen  ge- 
hören z.  B.  Flussspath,  HyaUth,  Wasser,  die  meisten  wttssrigen  Lösungen. 
Die  anderen  heissen  Körper  mit  positiver  Reflexion,  dabin  gdiören  Glas 
und  die  meisten  festen  Körper.  Mittel,  welche  auffaDendes,  geradlinig  po- 
larisirtes  Licht  nicht  in  ellq[)tisches  umwandeln,  heissen  neutrale,  deren 
hauptsächUche  Repräsentanten  sind  Alaun  und  MeniUU 

Cauchy  setzt  p  :=  csino,  wo  «  eine  constante  Grösse  ist  und  EUipü- 
cititscoefflcient  genannt  wird.  Für  Flintglas  ist  z.  B.  €  >«  0,0t70.  Auch 
diese  Formel  giebt  beinahe  UebereinstimmuBg  mit  der  Erfahrung. 

Wir  können  endlich  noch  eine  andere  Annahme  tlber  die  Fortpflanzung 
der  longitudinalen  Wellen  machen  (cf.  S.))  indem  wir  diese  gegen  die  der 
transversalen  Wellen  als  sehr  gross  setzen.  Bei  dieser  Annahme  sind  die  X„ 
und  A^  nicht  imaginir  zu  setzen,  sondern  sehr  gross.  Es  ändert  sich  dann 
in  den  obigen  Formeln  nur  m,,  und  wf'.  Diese  werden 


m„— l/l- 


-V' 


sin'aA*,  '  r  sin'aA"»* 

Man  erhält  dann,  wenn  höhere  Potenzen  von  -yr  1   jiTi  vemachllssigt 

Äff        K 

werden 

Xh  —  V* 

einen  von  a  unabhängigen  Werth. 

Welche  von  diesen  drei  Annahmen  die  richtige  ist,  bleibt  voriäufig 
noch  unentschieden,  jedenfalls  geben  alle  drei  mit  den  Experimentalunter- 
suchungen  beinahe  genügende  Uebereinstimmung. 

Eine  andere  ausführliche  Untersuchung*  über  das  Complexe  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Polarisation  bei  Spiegelung  und  Brechung  ist  an 
den  in  §  331.  12  angeführten  Orten  von  Ketteier  gegeben.  Es  ist  dort  die 
Reflexion  der  anisotropen  Mittel  mit  eingeschlossen.  Die  longitudinalen 
Schwingungen  finden  keine  Berücksichtigung,  sondern  die  Formeln  werden 
abgeleitet  von  der  Annahme,  dass  die  Körpertheilchen  mit  den  Aether- 
theilchen  zusammen  schwingen. 


Färbung  dünner  Krystallblattohen.   (§  381.) 

1.    Allgemeiner  Ausdruck  für  die  Intensität  des  aus- 
tretenden Strahles. 
Bedeute  an  der  Figur  98  pp'  die  Protection  der  Schwingungsebene 
des  eintretenden  Strahles,  H,hj,  H,h,  die  der  Hauptschnitle  des  Krystalles, 
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und  damit  also  die  Richtungen  def  Schwingungen,  welche  sich  in  dem 
Krystall  fortpflanzen  können.  RR'  bestimme  die  Richtung  der  Schwingungen, 
welche  der  Analyseur  austreten  lässt.  Bezeichnen  ferner,  wie  in  §  373  und 
374,  c'und  c'' die  verschiedenen  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten,  mit  denen 
sich  die  beiden  Lichtstrahlen,  in  die  sich 
der  senkrecht  das  Blättchen  treffende  Strahl 
zerlegt,  durch  den  Krystall  fortpflanzen,  d 
bedeute  die  Dicke  des  Blättchens,  ^  und  % 
die  Winkel,  welche  die  Schwingungsrich- 
tung des  eintretenden  Strahles  mit  dem 
einen  Hauptschnitt  und  mit  der  Schwin- 
gungsrichtung des  austretenden  Strahles 
macht. 

Die  Schwingungsbewegung  des  ein- 
tretenden Strahles  sei  gegeben  durch 

t 


%wmz  r  sin  2  TT 


T* 


Diese  zerlegt  sich  beim  Eintritt  in  den  Krystall  in  die  beiden  senkrecht 
zu  einander  polarisirten  Schwingungen,  welche,  wenn  von  einer  Schwä- 
chung in  Folge  von  Absorption  und  einer  theilweisen  Reflexion  abgesehen 
wird ,  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen 

.    «      t  .        .    ^      t 

s,  =  r  cosy  sm  Xtt  ^  »    \^^  r  sm^)  sm  27ir  7=- . 

Am  Ende  der  Platte  sind  dieselben 

s/-=  r  cosy  sin27r  f  ^-  — ^] »      s,'=  r  siny  sin27c  f ^  —  ^^j  . 

Diese  Gleichungen  können,  wenn  ein  anderer  Anfangspunkt  der  Zeit 
genommen  wird,  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden : 

s/=  rcos^sm 27rY  ^      s/=-»smr g)  sm  2^  (  j  —  ^  '^c^T')  • 

Von  diesen  Schwingungen  können  nur  diejenigen  Componenten  zur 
Erscheinung  kommen,  welche  parallel  RR^  gerichtet  »nd,  also  gegeben 
sind  durch 

r  cosy  cos(x — q>)  sin27r^  und  r  siny  sin  (%— y)  ^"^^^f"  TcV^  )' 

Die  aus  diesen  Componenten  sich  zusammensetzende  Resultante  lässt 
sich  bringen  auf  die  Form, 

Eine  Rechnung  analog  der  §  369. 1,  giebt  dann  die  gesuchte  Inten- 
siUtP,  nämlich 

r  . ,    ^  c'— c'H 

P  =  r*    cos^x  -i-  sin 2  ()p sin  2  (x  —  <)p)8m'  tc  -^  -^7^  J  • 


Asin27r 
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Die  Intensität  F'  der  darauf  senkrechten  Componente  wird  ebenso 

gefunden ,  und  man  erhält 

r  j  ^1 c'n 

P  =  r*    sin*x  —  sin  2()p  sin2  Oc  —  9>)  sin*7r ^     ^^^,,       , 

so  dass  also,  wie  erwartet  werden  noiusste,  da  auf  die  Schwächung  nicht 
Rücksicht  genommen  ist,  P  -|-  I'*  =  r*  sich  ergiebt. 

2«   Discussion  der  erhaltenen  Formeln. 

A)  Sei  %  =  90®,  man  habe  also  die  sogenannte  gekreuzte  Stellung 
der  Spiegel  des  Nörrembergschen  Apparates,  so  ist 

V  —  r«  sin«  2?)  sin«  TT  ^  -^7^- 

Dieser  Werth  ist  =»«=  0 , 

1)  wenn  qp  =■  0,  t^r,  tt.,  ..i4^,  wo  1  =»«  0,  l,  2,  3...  ist,  d.h. es 
wird  fUr  jedes  behebige  Licht  keine  Reflexion  stattfinden,  also  das  Ge- 
sichtsfeld dunkel  bleiben,  wenn  die  Hauptschnitte  der  Platte  mit  den 
Schwingungsrichtungen  des  eintretenden  polarisirten  Lichtes  zusammen- 
fallen ; 

2)  wenn  (p  keinen  der  obigen  Werthe  hat,  aber 

^  c'  —  c"       ^  . 

oder  7t  ^ — j--^^— — :i7r,  i  — 0,  1.  2.  3 

Bezeichne  nun  l  die  Wellenlänge  und  v  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  eintrefienden  Lichtes,  so  dass  also  T  »»  —  ist,  so  transformirt 

sich  die  obige  Bedingung  in 

c'  — c"       ^       .,         ,      ^       .      c'c"      l 
vJ  =  \Xy     oder  z/ 3=1 


^^ff      --        --1     ■  (/  — c"    v  ' 

d.  h.  es  tritt  nicht  Licht  aus,  wenn  der  durch  die  Platte  bewirkte  Phasen- 
unterschied eine  ganze  Zahl  von  Wellenlängen  beträgt.  Da  aber  in  dieser 
Bedingung  die  Wellenlänge  vorkommt ,  so  gilt  das  Verschwinden  nur  fUr 
eine  bestinunte  Farbe.  Das  Blättchen  erscheint  also  in  einer  Farbe  die 
sich  zusammensetzt  aus  den  übrigen  hindurchgelassenen  farbigen  Strahlen. 
Die  grösste  Helligkeit  haben  die  Farben ,  für  welche  gilt 

^  /c c")  c'c"     X 

^Y    Vc'"""'*"^'    oder^=ii-,-^-^-,  woi  =  l,  3,  5,  7...ist 

d.  h.  f(lr  die  Schwingungen ,  deren  Phasenunterschied  ein  ungerades  Viel- 
faches einer  halben  Wellenlänge  ist. 

B)  Sei  ;f  8=  0,  man  habe  also  die  ParallelsteUung  der  Spiegel,  so  ist 

I.'  =  r'  [l  -  8ln*2  <p  sin'  n  ^  .  ^^]  =  r»  -  I.«. 

Wenn  demnach  l.«  d.  i.  die  Intensität  des  bei  der  Annahme  A)  aus- 
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tretenden  Lichtes  ein  Max.  (Min.)  ist,  so  wird  hier  gerade  ein  Min.  (Max.) 
des  austretenden  Lichtes  beobachtet  werden.  Das  KrystalibUittchen  zeigt 
also  die  complementäre  Erscheinung  zu  der  unter  A). 

Abgesehen  von  dem  Phasenunterschied  ist  für  x^OO^Ii'^-Max.,  wenn 
sin  2 9)  »B  1 ,  also  9)  >»  45®  ist,  d.  h.  wenn  der  Hauptschnitt  des  Krystall- 
blättchens  den  Winkel  der  gekreuzten  Spiegelaxen  halbirt.  Dann  ist  gleich- 
zeitig für  x"^  0 1^  ein  Min.  Für  diese  Lage  des  Krystallblättchens  wird  also 
die  Färbung  am  brillantesten  sein. 

C)  Ist  x^B^),  so  ist  P— r*cos*Xi  1'*— r*sin'x»  naan  erhält  also  Aus- 
drücke, in  denen  l  nicht  enthalten  ist,  so  dass  also  bei  dieser  Lage  nie 
Farben  erscheinen  können,  (cf.  §  284.) 

Die  Platten  dürfen  nicht  zu  dick  sein;  denn  sonst  ist  i  eine  grosse 
Zahl  und  dann  wird,  aus  den  §  369.  5,  angegebenen  Gründen  die  Färbung 
verschwinden  müssen. 

Aus  diesen  Betrachtungen  wird  auch  klar,  dass  in  das  Krystallblättchen 
polarisirtes  Licht  eintreten  muss;  denn  hätten  wir  gewöhnliches  Licht,  so 
würden  wir  in  rascher  Aufeinanderfolge  alle  mögUchen  Werthe  von  q)  und  x 
erhalten  wegen  Veränderung  der  Richtung  pp'. 

Die  Art  der  Färbung  der  Blättchen  ist  analog  der  der  Newtonschen 
Farbenringe,  wie  sich  einfach  ergiebt  aus  einer  Vergleichung  des  I'  mit 
dem  Ar'  von  §  369. 


Farbeniinge  in  dicken  Kryitallplatten.   (§  382.) 

1.    Allgemeine  Formeln  für  eine  Platte  aus  einem  ein- 
axigen  Krystall. 

Seien  (Fig.  99)  B,  B'  die  Ausgangspunkte  zweier  polarisirter  Licht- 
strahlen, welche  bei  ihrem  Austritt  aus  der  Krystallplatte  I  die  gemeinsame 
Richtung  lA  haben.  BO  ist  die  Richtung 
des  Strahles,  dessen  ordinär  gebrochene 
Componente,  und  B'E  die  des  Strahles, 
dessen  extraordinär  gebrochene  Compo- 
nente nach  lA  austritt.  Es  stellt  demnach 
MN  die  Einfallsebene  des  Strahles  BO  vor, 
in  der  der  extraordinär  gebrochene  Strahl 
im  Allgemeinen  nicht  liegt.  Fällen  wir  nun 
von  der  Eintrittsstelle  E  des  Strahles  B'E 
in  den  Krystall  eine  senkrechte  Ebene  auf 
BO,  welche  BO  in  D  schneidet,  und  be- 
zeichnen die  Entfernung  der  Lichtquelle 
von  E  und  D  mit  x,  so  ist  die  Schwingung 
eines  jeden  der  beiden  Strahlen  in  den 
Punkten  E  und  D  ausgedrückt  durch 
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SID 


Ht-t)} 


Wir  setzen,  da  wir  bei  unserer  Uniersucbang  von  jeder  SchwXchoog 
der  Amplitude  durch  Absorption,  theilweise  Reflexion  absehen,  der  Ein- 
fachheit wegen  die  Amplitude  gleich  1. 

Ist  femer  a  der  Winkel,  den  die  Schwingungsebene  des  eintretenden 
Strahles  mit  der  Schwingungsebene  des  ordentlich  gebrochenen  Strahles 
bildet,  so  ist,  wenn  lo  die  Wellenlänge  des  ordentlichen  Strahles  im  Kry- 
stall  bedeutet,  der  in  I  austretende  Strahl  gegeben  durch  die  Gleichung 

.  ^   rt      X     /D.o  ,  oi\i 

y'=:cosa.sm27r[^^-y-(^-p  +  ^jJ. 

Ist  endUch  die  Entfernung  des  Beobachtungspunktes  von  I  also 
lA  —  x'  und  bildet  die  Schwingungsebene  des  aus  den  componirenden 
Analyseur  austretenden  Strahles  mit  der  des  ordentlich  gebrochenen  den 
Winkel  a^  so  ist  der  Ausdruck  für  die  Schwingung  des  in  das  Auge  kom- 
menden Strahles 

,           .oft         ^  +  ^'       /DO  ^0I\"| 
y  «:  cosa'  cosa  sin  27r  Np- j V  T"*"  T7J    * 

FOr  den  zweiten,  den  extraordinären  Strahl,  ist  der  Winkel  der 
Schwingung  mit  der  des  eintretenden  Strahles  90 — a.  Zu  bedenken  haben 
wir,  dass  IE  nicht  die  Richtung  der  Wellennormale  ist,  sondern  die  de» 
Strahles.  Wir  setzen  s  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Strahles,  wenn 
1  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der  Luft  ist 

Die  Gleichung  des  in  I  aasCretendeii  Strahles  ist  dann 


.        .   «     /t         X        IE\ 


Für  den  nach  A  kommenden  Strahl  endUch  ist,  wenn  noch  berück- 
sichtigt ist,  dass  die  Schwingungsebene  des  durchgelassenen  Strahles  mit 
dem  eintreffenden  hier  den  Winkel  90  +  a'  macht, 

...        .   o     /t        x-hx'      IE\ 
z  —  —  sma'sma8m2/i:  I  ^ J =,). 

Hier  ist  nun  noch  s  zu  entfernen.  Es  ist  nach  §  373.  6,  wo  c^  sich 
auf  den  ordinären  und  c,  auf  den  extraordinären  Strahl  bezieht,  und  if;  den 
Winkel  bedeutet,  den  der  gebrochene  Strahl  mit  der  optischen  Axe  bildet, 

1 

I  /  cos'i/;   ,   sin'i/; ' 

also 


.     ,  .        .   «        t       x  +  x' 
Z-« — smo'smasm27rl  7=- 


Ißl/cosV      sinV 
r       C-  C- 


,T  1  1 

da  auch  noch  statt  T  wegen  der  Fortpflanzungsgesdiwindigkeit  1  die  Wel- 
lenlänge 1  gesetzt  werden  kann. 
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Diese  beiden  Strahlen  sind  nach  derselben  Ebene  polarisirt,  inter- 
feriren  demnach  so,  dass  man  erhält  die  resultirende  Intensität  nach  §  226 
mit  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  von  z : 

P  sas  (cos  o'  cos  of)'  +  (sin  o!  sin  er)*  —  2  sin  er  sin  a'  cos  a  cos  a'  x 


lifferenz  ist 

[„0  +  i«l_,E)/f*:^]:,. 


cos 

Die  Phasendifferenz  ist 
.    101 


Fl».  1 

100. 

.    4 

M 

Y^ 

y- 

N 

2*    Die  optische  Axe  ist  senkrecht  zur  KrystallpUtte. 

In  diesem  Fall  tritt  eine  Vereinfachung  ein,  weil  beide  Lichtstrahlen 
während  ihres  Durchgangs  durch  den  Krystall  in 
der  Einfallsebene  bleiben.  Es  ist  dann  i/;  der 
Brechungswinkel  des  extraordinären  Strahles,  da 
die  optische  Axe  des  Krystalles  mit  dem  Einfalls- 
löth  zusanunenföUt. 

Nach  den  in  Figur  100  angeschriebenen  Be- 
zeichnungen ist 

0D=«0E8ini, 
und  in  AOEI  ist 

Ol .  sin(<//  — r) 
cos  \\) 

Ist  J  die  Dicke  der  Platte,  so  ist  Ol  »>  ^:  cos  r,  mithin  nach  Ein- 
setzung dieser  Werthe 

OD       ^sini  sin  (i/;  —  r) 
1  Icosrcosi^ 

•  Man  findet  weiter 

.2i_li«:0I    ^^  sin i 

lo  '  sinr  sinrcosr 

.1  .  1 


OE 


c.)/l 


c,'  sin*  i 


da  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  in  der  Luft »«  1  genonunen  ist. 
Fttr  den  letzten  Theil  der  Phasendifferenz 


IE 


I  /cos*  \\) 


ist  zunächst  IE  - 


■ .   Zur  weiteren  Untersuchung  über  die  Quadrat- 
wurzel müssen  wir  zurückgehen  zu  §  373. 6. 

Wir  erhalten  den  dort  mit  r  bezeichneten  Werth,  den  wir  hier  zum 
Unterschied  von  dem  Brechungswinkel  mit  (r)  bezeichnen  wollen,  indem 
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wir  unserem  Problem  entsprechend  setzen  w«— l,vs»=u»aO,  denn  die 
zAxe  ist  das  Einfallsloth.   Demnach  ist 

8in'(r)  —  sinM  (cf  +  (cj  —  cj)  cos»(r)), 
oder  aufgelöst 

sin' (r)  =-=  ^    .   ,  . .,  .  >. . 

Daraus  findet  man 

-,  ,  1  — c?sin*i 

"^*('^"l+(c;.--cf)sinM' 

also 

*i/x       1  — cJsinM 
cot*(r)  —  — Y-^j7 — . 

Dies  giebt  dann,  in  (4.)  (5.)  (6.)  S.  449  eingesetet,  da  A'  x—  z'  wird, 
also 


i'  xii  c?  sinM,    z'  —  c,  sini  yt  —  cJsinM, 


.  cj  (1  —  cfsmM) 

^       c^*  sm*  1  +  c  J  (1  —  cj  sm*  i) 


c/  sm'i 


Mithin  ist 


sin'  üß  —     ..,..'  a/4 i  '  «'M 

^       Ci  sin*i  +  cj  (1  —  cf  sm'i) 

cos*  ifj       sin*  1/;  c?sin*i  +  i — c?sin*i 

"c|       '      cf"  "**  c/  sin*i + cJ  (1  —  cJ  sin*  i) 

1 

cj  +  (cj  —  c9c?sin*i' 


ieJ/^^ 


sin*(/; 


i          cos  1/;  ycl  +  (cf  —  cJ)  cJ  sin*i 
und  damit  • 

fsinisinCi/;  —  r) 1 1 l 

™      I    cosrcosi/;      "^cf/l  —  cjsin*i       c,f/l  —  c*sin*ij 
In  diesen  Ausdruck  müssen  wir  endlich  noch  den  obigen  Werth  von 
tp  einfuhren  und  r  ausdrücken  durch  i  mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichung 

— ,   Wir  erhalten  dann  nach  passender  Ordnung 


do  +  ioI-ieI/^ 

Iq  r  Cj 


sin*  xp 


—  —  —  If/l  —  c?  8in*i  —  |/1  —  cjsin*i}  —  D. 

Nehmen  wir  endlich  J  nicht  zu  klein,  so  wird  i  klein  sein  und  können 
desshalb  höhere  Potenzen  von  sin*i  vernachlässigt  werden.    Dann  ist 

D«=— isin*i(c*  — (^). 
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Dieser  Werth  in  P  von  1.  substituirt,  giebt 

P  ms  (cosc'  cosof)'  +  (sine'  sina)'  —  2sina sine/ cosa  coso/  co827r  -^, 

■—  cos'  (a  +  (}/)  +  sin  2a  sin2a'  sin*27r  -p . 

Führen  wir  endlich  den  Z.  x  ^us  §  381  ein,  so  erhalten  wir,  da  dann 
c's—x  —  a  ist: 
P  as  cos*x  +  sin  2a  sin  (2%  —  2a)  sin* tc  y 
und  dem  entsprechend 

F*3Bsin*;f  —  sin2a  sin  (2^  —  2a)  sin*7r  -p. 
Die  Phasendifferenz  ist 

T  cÄ  ^*"**^  ^^*  ~  ^* 
Diese  Formeln  müssen  selbstverständUch  denen  in  §  381  ähnUch  ge- 
bildet sein. 

3«    Discussion  der  erhaltenen  Formeln. 

Der  in  2.  erhaltene  Werth  von  D  hängt  zunächst  von  i  so  ab,  dass  er 
für  dieselben  i,  abgesehen  von  den  anderen  Grössen,  dieselben  Werthe  erhält 
Daraus  folgt,  dass  in  einem  um  die  Axe  des  converghrenden  Bündels  geleg- 
ten Kreiskegel  die  Phasendifferenz  dieselbe  ist,  dass  also  sich  um  die  Axe 
des  Krystalles  herum  eine  Anzahl  von  im  homogenen  Lichte  hellen  und 
dunklen,  im  weissen  Lichte  farbigen  Kreisen  herum  legen  müssen. 

Die  Phasendifferenz  ist  ein  ungerades  Vielfaches  von  -^ ,  wenn 

^-(2n-l)I,d.h.sin'i  =  (2n-l)^-^,i 
ist,  und  ein  gerades  Vielfaches,  wenn 

-|-  =  2n  -jr-,  d.  h.  sin'i  =  2n   .    *   ,  — 

1  2  c?  —  cj  z/ 

ist.  Da  nun  der  Halbmesser  der  hellen  und  dunklen  Kreise  bei  homogenem 
Licht  gemessen  wird  durch  tangi,  oder  auch,  da  die  i  klein  sind,  durch  sin  i, 
so  folgt  aus  den  obigen  Formeln ,  dass  diese  Halbmesser  umgekehrt  pro- 
portional der  Quadratwurzel  der  Plattendicke  und  direct  proportional  der 
Quadratwurzel  der  Wellenlänge  sind,  dass  sie  bei  verschiedenen  Krystallen 
von  der  Geschwindigkeitsdifferenz  des  ordentUch  und  ausserordentlich  ge- 
brochenen Strahles  abhängen. 

Setzen  wir  nun  ^  "=»  0,  d.  h.  steht  der  Analyseur  so,  dass  die  Strahlen, 
welche  austreten,  so  schwingen,  wie  das  einfallende  Licht,  so  ist 

P  =  1  —  sin* 2a  sin* TT  -r-. 

Ist  nun  a  »B  0  und  a  »=  90^  so  ist  P  «:  i.  Dies  erklärt  das  weisse 
Kreuz.  So  lange  a  nur  wenig  von  0  und  90<^  verschieden  ist,  ist  auch  I 
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nur  wenig  von  1  verschieden ,  es  muss  sich  deshalb  das  weisse  Kreuz  nach 
beiden  Seiten  ausbreiten  und ,  da  bei  grösseren  Kreisen  gleichen  Werthen 
von  a  längere  Bögen  entsprechen,  müssen  die  Anne  des  Kreuzes  in  grösse- 
ren Abständen  von  der  Mitte  breiter  werden. 


Ist  D  =-  5J+i  1,  so  ist  P  —  1  —  sin»2a 


cos*  2  a. 


p-ii. 


I» 


1. 


Die  Intensität  schwankt  demnach  zwischen  1  und  cos*  2  a  und  dieser 
Unterschied  ist  am  grössten,  1  —  0,  wenn  a  —  45^  wird. 

Ist  dagegen  ;( >«  90^,  hat  man  also  die  gekreuzte  Stellung  des  Pola- 
risationsapparates, so  ist 

P  8B  sin' 2a  sin'/r  -j- . 

Dann  ist  I  >-  0,  wenn  a  «=  0  und  a  =  90^  wird.      Dadurch  ist  das 
schwarze  Kreuz  und  auch  dessen  allmähliche  Verbreiterung  erklärt 

Ist  D  =-  5^4^  1.  80  ist  P  — =  sin*2a, 


D-Jl, 


P 


0. 


Die  grössten  Intensitätsunterschiede  sind  demnach  auch  hier  bei 
a  —  450. 

Allgemein  ist,  unabhängig  von  D,  P  —  Min.  und  F*  —» Max.,  wenn  bei 
einem  beUebigen  %  ist  sin2a  »»  0  oder  sin  (2^  —  2a)  *=■  0,  d.  h.  bei 
a  »>  0  a  -B  90^  oder  bei;^  —  a  —  0,  %  —  a  —  90«.  Dies  lehrt,  dass 
bei  jeder  beliebigen  Stellung  des  Apparates  die  farbigen  Ringe  durchzogen 
sind  von  vier  farblosen  Durchmessern,  von  denen  in  obigen  Fällen  bei 
j^  SB  0  und  X  "^  90^  immer  zwei  sich  decken. 


4.     Die  Krystallplatte  ist  parallel  der  Axe  geschliffen. 

Als  Ausgangspunkt  kön- 
nen wir  hier  die  Formeln 
von  1.  nehmen;  denn  in  die- 
sen ist  noch  keine  specielle 
Annahme  über  die  Lage  der 
Axe  gemacht.  Es  ist  deshalb 
zu  untersuchen 

1 


DO-f-IO^  — 


IE 


1 /cos*  Xj) 
f       cj 


+ 


sin*!/; 


Die  Buchstaben  und  Li- 
nien der  Figur  101  sind 
gleichbedeutend  mit  denen 
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an  Figur  99.  Die  optische  Axe  bilde  mit  0  C  den  Winkel  A.  Es  ist  dann 
§  373, 6.  u  =  cos  A,  v  ■=  sin  A,  w  =«  0,  folglich,  wenn,  wie  in  2.,  die  Be- 
zeichnung (r)  eingeführt  wird,  und  die  in  §  373,  6.  angedeutete  Rechnung 
vorgenommen  wird, 

sin*  (r)  =  sin*  i  (c?  +  (c?  —  c?)  cos*  A  sin*  (r)), 
also 

.  j/  X  c5sin*i 

sm*  (r)  = 


cos*  (r)  ' 
cot*(r): 


1  —  (cj  —  cj)  cos*  A  sin*  i ' 

1  —  (c|  —  c?)  cos'  A  sin*  i  —  c?  sin*  i 

1  —  (c*  —  c?)  cos*  A  sin* i  ' 

1  —  (c* — cj)  cos*  A  sin*  i  —  cf  sin*  i 

cj  sin*i 


1  —  sin*  i  (cJ  sin*  A  +  cJ  cos*  A) 
cf  sin*i 
Aus  den  Gleichungen  (4.)  (5.)  (6.)  S.  449  folgt  dann  nach  Substitution 
dieser  Werthe  und  einer  einfachen  Rechnung 

z'  =  c,  sini  yi  —  sin*i  (cJ  sin*A  -j-  cJ  cos*  A), 
x'  e»  sin*i  (cf  sin*A  +  cJ  cos*A), 
y'  =  —  sin*i  (cJ  —  cJ)  cosA  sinA. 
Diese  Werthe  würden  dann  geben  x'*  +  y'*  +  z'*.   Man  erhält  aber 
diesen  Ausdruck  bequemer  durch  Substitution  der  betreffenden  Werthe  in 
die  S.  449  angegebene  Form  der  Gleichung  der  Wellenfläche. 
Diese  Rechnung  giebt 

j/i  ^  yfi  ^  jti  ^^  gjjjij  ^^,2  —  ^i  ^^t  —  ^«^  COS*  A  sin*i), 

folgUch  dann 

c!  cosA  sini 

cos  i/;  =    .  ~  , 

yc\  —  cJ  (cJ  —  c*)  cos*  A  sin*  i 

c,  l/l  —  c!  cos* A  sin*i 

]/cf  —  c*  (cJ  —  cl)  cos*  A  sin*  i 
Nun  ist  aber 

OD  — OEcosZ.EOD, 
und,  wenn  die  Coordinaten  des  Punktes  E  x  und  y  sind, 

fi  E« y 

sin^EOF' 

Da  nun  die  Linien  E  0  und  0  D  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel 
bilden 

Z.EOF,      90«  — Z-EOF,      90^ 
900  — i,  900,  i, 

so  gilt  nach  dem  bekannten  Satz  der  analytischen  Geometrie 

cos  Z_  E  0  D  ==  cos  Z-  E  0  F  .  sin  i , 
mithin  ist 

OD  — y  sini.  cotgZ-EOF. 
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Nun  ist  aber,  wenn  r  den  Brechungswinkel  OIC  bedeutet, 

cotgZ-EOF  = — - —  — — =^, 

y  y 

also 

OD  — sini(x  — ^tgr). 

In  §  373, 6.  sind  a,  B,  c  die  cos.  der  Winkel,  welche  der  gebrochene 
extraordinäre  Strahl  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  genannt  Behalten  wir 
diese  Bezeichnung  bei,  so  ist 


und  dann 


X  «==  lEa  und  z  =«  ^=  lEc,  also  x  =  ^  — , 

c 

OD  OB  ^sini  f Igr)  -=  ^sini  f -^  —  tgrj, 


also  endlich,  wenn  noch  tgr  aus  -: —  ««  —  irenonunen  wird  und  die  oben 
^  sinr       c,  ® 

gefundenen  Werthe  von  x',  z'  substituirt  werden, 

O  n  SB  y/  /      sin'  i  (c?  sin*  A  +  c^  cos*  A) c|  sin'  i        \ 

\Ci|/l — sin*i(c;8in'A+cJco8*A)       Cjf^l  —  cjsin'i/ 
Für  0 1  erhalten  wir  wie  in  2. 

Ol'        ^-J J       ^      ' 

k  Cj  cos  r  c,  |/1— cJsinM 

Nach  der  Einführung  der  Werthe  von  cos  ip  und  sin  ip  ist 
l/cos'i/;       sin't/; 1  


^      ^  cj  |/c?  —  cj  (c?— cj)  cos*  A  sinM 

und,  wenn  man  nun  bedenkt,  dass,  wie  vorhin  schon  angegeben, 

c  z' 

ist,  so  findet  man 


r       cj  cj     ~  c,  |/1  —  sin*i  (cj sin* A  +  (^  cos* A) ' 

Die  Substitution  der  einzelnen  Werthe  giebt  endlich 

D_OD  +  Oll_IEl/^i^  +  ???^, 

0         r     (4    ^     c?   ' 

.  \    1 — Cgsin*! 1  —  sin* i (cf  sin*  A  +  cJ cos*  A) 

**      (c,  f/1— cjsin*i       c,  vT 


sin*  i  (cf  sip*  A  +  cJ  cos*  A)j 
^|~  |/1  — cjsin*i—  -i-  |/l  —  sin* i (c* sin* A  +  cJ cos* A)i . 

Dieser  Ausdruck  ist  inuner  von  A  abhängig,  ausser  wenn  i  »s  o  ist, 

/ 1         1  \ 
dann  reducirt  sich  derselbe  auf  D  —  ^^  ( 1 ,  wie  vorauszusehen ; 

\C,  C|/ 

denn  dann  passt  diese  Untersuchung  zu  §  381. 
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5.     Discussion  der  erhaltenen  Formel. 

Wir  suchen  zunächst  die  geometrischen  Orte  aller  Punkte  gleicher 
Helligkeit,  wenn  allein  D  herücksichtigt  wird,  also 
X  und  a  unverändert  bleiben.   Wir  projiciren  die  ^^f-  ^^ 

Erscheinung  auf  eine  Ebene  parallel  der  Grenz- 
ebene des  Krystallblättchens  und  nehmen  in  dieser 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  xy,  dessen 
Anfangspunkt  mit  dem  Schnittpunkt  der  früheren 
xy  Ebene  und  der  Axe  des  Lichtbündels  zusammen- 
föllt  und  dessen  xAxe  parallel  der  Axe  des  Kry- 
Stalles  ist.  Die  Einfallsebene  eines  im  Punkt  P  (Fig.  102)  die  Ebene  durch- 
setzenden Lichtstrahles  ist  dann  OP,  ferner  ist 

A  X  •    A  y 

cosA  —  ■  .  ,     smA  =    .     "^ 

Nennen  wir  E  die  Entfernung  des  Punktes,  nach  dem  die  sämmtlichen 
interferirten  Strahlen  convergiren,  von  der  Projectionsebene,  so  ist 


Da  aber  i  immer  kleine  Winkel  sind,  so  können  wir  auch  setzen 
Die  Einfuhrung  dieser  Werthe  in  D  giebt 

„..|i)AnuS5_i}/._iiiH;fü:}, 

oder  näherungsweise 

Nach  einiger  Umformung  erhalten  wir  daraus 

2E»r^— ^^ l]_c,y«-c,x«. 

L^c,  — c,       cj 

Da  dies  die  Gleichung  einer  Hyperbel  ist,  so  haben  wir  damit  gefunden, 
dass  sämmtliche  Punkte,  für  die  D  einen  bestimmten  Werth  hat,  auf  einer 
Hyperbel  liegen,  deren  Mittelpunkt  0  ist  und  deren  eine  Hauptaxe  mit  der 
optischen  Axe  zusammenföUt. 

Die  weitere  Untersuchung  hängt  nun  von  der  Discussion  dieser  Hy- 
perbelgleichung ab. 

Im  Mittelpunkt  ist  x  — =  y  =  0,  mithin  D  =  z/  (^  ~  ^' )  • 

Dies  ist,  wie  schon  erwähnt,  der  Werth  von  §  381. 

Nennen  wir  6  den  Unterschied  zwischen  der  Phasendifferenz  der  Mitte 
und  deqenigen  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Platte,  so  ist  allgemein 


D  —  ^  £lIZ£j  +  d 
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und  damit  die  Hyperbelgleichung 
^.      2c.  d 


(c,  — cj^ 

Für  einen  negativen  Krystall  ist  c,  >>  c, ,  mithin  die  reelle  Halbaxe 
a  der  Hyperbeln  parallel  der  yAxe,  also  renkrecht  zur  optischen  Axe, 


r  (c.-c.) 


und 

Es  wächst  demnach  mit  zunehmender  Entfernung  a  von  der  Mitte  seak- 
recht  zur  Axe  die  PbasendifTerenz  proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes, 
also  die  Curven  gleicher  Helligkeit  rücken  um  so  naher  zusammen,  je  weiter 
sie  von  der  Axe  entfernt  sind. 

Setzen  wir  y  =»«  0,  so  folgt  aus  der  Hyperbelgleichung 

c,(c,  — c,)z/    , 
^  2c,E'        ^• 

Es  ist  mithin  die  Phasendifferenz  parallel  der  optischen  Axe  negativ. 
Setzen  wir  dann  d  =^  —  d\  so  wird  die  Gleichung  der  Linien  gleicher 
Helligkeit 

^  r —r:;,  =«  c,  x*  —  c^  y*. 

(c^  — c,)^         « 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  zweites  System  von  Hyperbeln,  deren 
reelle  Axen  parallel  der  optischen  Axe  liegen.  Diese  Curven  rücken  auch 
einander  immer  näher,  je  weiter  wir  uns  von  der  Mitte  entfernen.  Beide 
Hyperbelsysteme  sind  getrennt  durch  d  «=  0.   Dann  wird  die  Gleichung 

«1  y*  —  Cj  X*  =  0, 
also  die  Gleichung  der  Asymptoten,  deren  Neigung  gegeben  ist  durch 


usß 


v^.- 


Diese  ist  also  um  so  stärker,  je  grosser  die  Doppelbrechung  ist. 

Eine  der  in  3.  angestellten  analoge  Betrachtung  giebt  endlich  noch 
Aufschluss  über  die  Intensität  der  betreffenden  Farben.  Das  Maximum  findet 
statt  bei  %  =■  90^  wenn  a  =  0  oder  a  =  90®  ist. 

6.     Allgemeine  Formeln   für  eine  Platte   aus  einem  zwei- 

axigen  Krystall. 

Die  Figur  103  ist  analog  denen  zu  den  vorigen  Nummern  gezeichnet 
Die  Untersuchung  wird  hier  noch  complicirter,  als  die  vorigen  waren; 
denn  beide  in  lA  zusammeutreffende  Strahlen  geboren  zu  Strahlen,  die 
im  Allgemeinen  nicht  in  der  Ebene  MN  liegen,  welche  das  Ausfallsloth 
L'I,  die  austretenden  Strahlen,  mithin  auch  die  betreffenden  Wellennor- 
malen enthält,  s'e  und  so  seien  die  beiden  einfallenden  Strahlen,  welche 
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4*7 


Fig.  103. 


1^  gebreoheo  werden,  dass  von  jedem  der  eine  der  beiden,  in  die  er.zeirtegl 

wird,  mit  dem  einen  des  anderen  in  lA  zusammentreffen.    E  und  0  9ßWü 

die  Projection^n  der  Punkte 

e  und  0,  in  denen  die  Sirahlen 

eintreten,  auf  MN  und  S'E, 

SO  die  Projectionen  von  s'e 

und  so  auf  die  Ebe^e  MN.  Legt 

man  nun  durch  Ee  eine  Ebene 

senkrecht    zu  s'e   oder  S'E, 

welche  den  Strahl  so  und  des-, 

sen   Projection    in   c  und   C 

schneidet,  so  ist  analog  dem 

Früheren,  wenn  wiederum  die 

Geschwindigkeit  des  Lichtes  im 

umgebenden  Mittel   1  gesetzt 

wird,  der  Phasenunterschied 


/co  j^  oI        el\ 


T        ß' 

wo  mit  s',  s"  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  Strahlen  ol  und  el 
bezeichnet  werden.  Nun  ist  aber,  wenn,  wie  oben,  i  der  Einfallswinkel  i&ij 
r',  r"  die  Brechungswinkel  der  Wellenebenen  sind,  und  w',  co"  die  Winkel 
o  L  E  und  e  L  E  bedeuten, 

CO  =  CO  =  OE  sini,      OE  «=  Le  cosco"  —  Lo  cosci/'. 
Wenn  ferner  J  die  Dicke  der  Platte  und  Z^oIL=-ei//,  Z-elL  —  t//' 
ist,  so  hat  man  Le  =  J  tang (//^  Lo  ^>=  ^  tangi^',  mithin 

cjo  -=^  J  (lang!//'  coscü"  —  tangi//  cosw')  sini. 
Ferner  ist 

öl  =a= --,     eI=>B — 

cos  tj/  cos  ?//' 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  den  Phasenunterschied  giebt 
D  =  ^  l(tgi//'  cosco"  —  tg  t//  coscüO  sini  +  -. -j  —  .- -l. 

I^^Y-  -ö  Y-  '    S'COSI//  S"C08|//'J 


Da  femer 


sini       sinr'       sinr'' 


1  c'  c" 

ist  nach  der  bekannten  Bezeichnung  der  Geschwmdigkeiten  c'  und  &'  und 
der  im  umgebenden  Mittel  ^^  1 ,  so  ergiebt  sich 

"sin  \p"  cos  cü"  sin  r" 1 

c"  cos?/;"  s"  cosv" 

'sinxf/  cosctf'  sinr^  1 


Dr^j\ 


Jl- 


^] 


C'COSI//  S'C0B|//J 

Um  nun  hieraus  co'  und  a>"  zu  entfernen,  bedenke  man,  dass  dieselben 
die  Neigungswmket  der  Ebene  durch  Einfallsloth  und  Strahl  gegen  die  Ehe* 
Den  durch  Einfallsloth  und  Wellennormalen  sind.  Bedeuten  dann  q'  und  q" 

Klein,  Theorie  der Eiatticitfti  etc.  32 
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die  Winkel  zwischen  Strahl  und  Wellennormale,  so  ist  nach  einem  bekann- 
ten Satz  der  sphärischen  Trigonometrie 

cosq'  =«  cos^  cosr'  +  üutf/  sinr'  coso/, 
cosq"  ■*  cos^/'  cosr"  +  sini^'  sinr"  cosw". 
Bedenkt  man  dann,  dass 

,       Ol       c'  „       EI       c" 

cosq'  a«  — p  ■«=  --    cosq"  —i  — ^  —=  -- 

'         Ol         s'  ei        ff' 

ist,  so  findet  man  aus  diesen  Gleichungen 

c'  '  c" 

— r  —  cos t//  cosr'  -«  —  cos  il/'  cosr" 

t        ^  ff        ^ 

COSCU'  ■=  : -7-: ; ,  COSO)''  «=  : .,    .      ,. 

sm  t//  sm  r'  sm  tf/'  sm  r" 

und  damit  

[cosr^  _  cosr^n        J  ff/l  —  c'*sin«i  _  |/l  —  c^'sin'i"] 
^ ""  "^  L   c'  c"  J ""  T  L  C  c"  J  * 


7.    Die  Krystallplatte  ist  parallel  der  Ebene  durch  die 
beiden  optischen  Axen  geschliffen. 

Um  die  c'  und  c"  fortzuschaflFen,  benutzen  wir  die  Formel  von  §  374. 5., 
wo  die  oberen  Indices  durch  §  374, 8.  verständlich  sind. 

Man  sucht  zunächst  aus  diesen  Formeln  die  xp  zu  entfernen  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  in  §  374.  8.  Da  der  Krystall  parallel  der  Ebene  der  op- 
tischen Axen  geschliffen  ist,  so  ist  w,  ■=  0,  w,  «=  0,  also 

cosgp,'  =  —  u,  sinr',    s\n<p{  —  )/l  — ujsin^r', 
cosgpj  «=  —  Ut  sinr',    sin^  »=  |/1  —  ujsin'r', 
oder  da  ainr'  «:  c'sini  ist 

cosqpl  —  —  c'u,  sini,    s\uq>i  —  1  —  4  c'*uj  sin*i, 
cosg){  «=  —  c'u,  sini,     smq>i  =1  —  i  c'uj  sin*i, 
wo  die  Werthe  der  sin.  näherungsweise  genommen  sind,  unter  Rücksicht 
darauf,  dass  i  nur  klein  ist. 

Die  Substitution  dieser  Werthe  giebt 

c'»  =«  ^^^^  +  ^^^' (c'«  u,  u,  sinM  -  1  + 1  c'Mu?  +  uj)  si^ 

Ganz  ebenso  erhält  man 

"'  (c"*  u,  u,  sinM  +  1  —  4  c"*  (u?  +  uj)  sin*  i). 


Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  liefert 
4  — (ci  — c|)(u,  +  u,)*sin*i'  4  +  (c?  —  c|)  (u,  —  u,)»  sin*  i" 
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Durch  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  in  D  erhalt  man 

n—  ^(|/4  — (c?  — cD(u.  +  u.)'sin'i  — 4c?8m~i 

l         2c^ 

1^4  +  (c*  —  cl)  (u.  —  u,)'  sin*  i  —  4  c?  sin*  i| 
2c,  /• 

Vernachlässigt  man  hier,  weil  i  kleine  Winkel  sind,  die  vierten  Poten- 
zen von  sini,  so  reducirt  sich  dieser  Ausdruck  auf 

D  _  ^  (2  -  i  [(c? -  c|) (u.  +  u,)*  +  4«j] 8in*i 
l  2c, 

2  +  i  [(c?  -  <j)  (u.  -  u,)*  -  4c*l  sin'  i| 
2c.  /• 

Zur  weiteren  Vereinfachung  dieges  Werthes  legen  wir  die  i  Axe  mitten 
zwischen  die  optischen  Axen.  Wenn  wir  dann  (jp  nennen  den  Winkel  der 
Einfallsebeoe  gegen  die  xxEbene,  und  die  Winkel  a«  aus  §  374.  3s  ein- 
führen, so  finden  wir 

u,  —  co8(qp  —  ao),     u,  «^  cos  (g>  +  a^), 
also  Uj  +  u,  «=-  2co$q>  cosa«,    u,  —  n^^^  2siuq>  sina^, 

und  damit 

c  "~~  c  1 

D««z/-^ ?{2— sin'i[(Cj+C3)(c,cos'9)C08*ap+C3sin*9)sin*ao)— CjCjf. 

2  c,  C3 

Die  Discussion  der  erhaltenen  Formel  muss  Resultate  ergeben  ^  die 
denen  in  5.  enthaltenen  analog  sind,  da  die  Formeln  für  die  Intensität 
ebenso  gebildet  sind. 

Für  die  Linien  gleicher  Helligkeit  ist,  wenn  wir  die  Methode  von  5 
anwenden,  also  setzen : 

sinM  — -^,     cos*(jp  =  ^^^-py„     8in>  =  ^,^-^, 

und  cosa^,  sina^  ausdrücken  durch  c,  und  e,  nach  §  374.  3, 


Er^2c.C3  — 2(c.  — C3) 

■  H-  i_-  ■  '■  ~ 


Cy«  — c.x*. 


C,  Cj  C|  C,  +  Cj 

'        Dies  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  bestimmt 
sind  durch  j— 

tang^_[/^. 

Eine  weitere  Entwickelung  ist  angedeutet  am  Schluss  der  nächsten 
Nummer. 

S.     Die  Krystallplatte   ist  senkrecht  zu  einer  der  Mittel- 
linien geschliffen. 

Wenn  wir  wie  in  7.  hierbei  verfahren  wollten,  so  hätten  wir  v, ««  v, 
SB  0,  Wj  =  Wj  =  Co  zu  setzen  und  den  Uj,  u,  alle  Werthe  von  —  1  bis 

32* 
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4- 1  zu  geben.  Es  bietet  uns  aber  $  374.  4,  eine  bequemere  Methode.  Wir 
beziehen  die  Untersuchung  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  zAxe  mit  der 
Mittellinie,  also  dem  Einfallsloth,  welche  Richtung  zugleich  die  einer  Ela- 
sticitätsaxe  ist,  zusammenMt  und  dessen  x  und  yAxe  mit  den  anderen 
beiden  Elasticitätsaxen  zusammenfallen.  Wir  setzen  wie  oben  die  Geschwin- 
digkeit der  Wellenbewegung  ausserhalb  des  Krystalles  1.  Die  Welle  md, 
wenn  wir  uns  die  Figur  91  zu  §  373  vergegenwärtigen,  würde  nach  der 
Zeit  1  so  weit  gekommen  sein,  dass  sie  die  xy Ebene  (dg  ist  deren  Pro- 
jection  auf  die  Papierebene)  in  einer  Geraden  (deren  Projectioo  g)  schnitte, 
deren  Gleichung  gegeben  sein  mag  durch 

mx  -(-  ny  *-»  t. 

Bedeutet  q>  den  Winkel  y  welchen  die  x  Axe  mit  der  Einfallsebene  bil- 
det, und  i  den  Eittfallswinkel,  so  muss  sein 

m  ■»  sini  <m)s^ ,    n  «^  sin i  sin ^ 

Bie  gd)Pochene  Welle  ist  dann  nach  der  bekannten  Consiruction  <e 

Ebene  durch  diese  Linie,  welche  die  Wellenfläche,  deren  Mittelpunkt  der 

Einfallspunkt  (d)  ist,  berührt.  Beren  Gleichung  sei 

mx  -t-  ny  -|-  pz  —  1, 

cos  r'  cos  r" 

wo  nun  p  sein  muss  entweder  — j-  oder  — ^^ . 

c  c 

Wenn  aber  diese  Ebene  die  Wellenfläche  berühren  soll,  so  muss  nach 
f  374. 4,  (L),  weil  das  dinrt  genommene  Goordinatensystem  mil  mtserem 
ttbereinstimmt,  und  weil  die  Gleichung  der  gebrochenen  Welle  der  dort  an- 
genommenen Gleichung  (e)  entspricht, 

x'=»«mcjCj,    y'a«nCjCj,    z'— «pc,  c, 
sein,  wo  x',  y'  z'  der  Gleichung  der  Wellenfläche  genttgen..  Die  Einsetzung 
dieser  Werthe  von  x',  y',  z'  in  die  Gleichung  der  Wellenfläche  giebt  zur  Be- 
stimmung der  unbekannten  p  folgende  Gleichung: 

(c,«  Cj*  m«  +  c,*  c,»  n*  +  c,*  c/  p«)  (m«  +  n*  +  p«) 
-  [(c,*  +  c,»)  m«  4-  (c,»  +  c.«)  n«  +  (c,«  +  c,«)  p»  4-  1  =-  0 , 
oder 
c."  c,»  p*  +  (c,«  C3«  m*  -f-  c,«  c.«  n«  +  c,«  c,«  (m«  +  n«)  —  (c.«  —  c,«)  p* 

«.4.(c,*+c,*)m»+(c3»-hc,«)B*  — 1  — (m*4-n«)(c,*c,*m*+VC»') 
=  _  [C3»  (m»  +  n*)  —  1]  [c,»  m*  -h  c,*  n*  —  l]. 
Setzt  man  dafür  abgekürzt 

c.*c,>-  +  Np* P, 

so  erhak  man  

2c.*  c*  p*  -=  —  N  +  |/N*'—  4Cj*  c,«  P. 
Zu  bemerken  ist  noch,  dass  wir  hier  nur  die  beiden  positiven  Werthe 
von  p  benutzen  können ;  denn  nur  für  diese  dadurch  bestimmten  Werthe 
kann  die  gebrochene  Wellenebene  die  positive  zAxe  schneiden. 

cos  r' 
Diese  Werthe,  welche,  vrie  oben  schon  bemerkt  bt,  die  --j—  und 

cosr''  '  ^ 

— jf  sind,  geben  dann  in  den  Werth  von  7. 
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eingesetzt 

Um  nun  die  Linien  gleicher  Etelligkeit  kennen  zu  lernen,  benutzen 
wir  das  Verfahren  der  vorigen  Nummer,  beziehen  also  die  Linien  wieder 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  und  setzen 

smi  =  ^^ — ST— ^»    cosflp=--=,    smflp=-T=i==. 
E  ^       »/x«  +  y«  ^       V^x»  +  y« 

Man  erhält  nun  zunftchst  durch  zweimafiges  Quadriren  des  für  D  ge- 

Aindenen  Ausdrucks 

vt 


(^N  +  c/c3»^j  =4c,«c.«P, 

d.  i.  nach  WiederbersteUiMg  des  Werthes  N  und  P 

c,*  c,'  sin*  i  +  c,*  sin*  i  (c^*  cos*  g>  +  c/  sin*  q>)  —  (c*  +  O  +  c,*  c,*  — ^     = 

4Cj*  Cj*  (Cg*  8in*i  —  1)  [sin*i  (Cj*  cds*y  +  e,*sin*9))  —  1]. 
Durch  Einsetzen  der  obigen  Werthe  geht  diese  Gleichung  Ober  in 

[^c,*c.«(x*  +  y*)+c,*  (c*  X*  +c,*  y*)  -  (c,*+c,*)  E*  +  c,*  c,*  E*  ^J  - 

4c,*  c,*  (C3*  (X*  +  y*)  -  E*)  [c,» X*  +  c,*  y*  -  E*], 
oder  nach  einer  einfachen  Transformation  in 

[c.*  (c,*  -  C3*)  X*  +  c.«  (c»  -  C3*)  y*  +  (c,*  -  c,*)  E*]* 
—  4  c,*  (c,*  —  C3*)  (c,*  +  c,*)  E*  X*  — 

2^'E*c,*c,*[(c.*+c,*)-c,*(c,*+C3*)x*-c,*(c.*+C3*)y*]-E*c/c/J'. 

Diese  Gleichung  bedeutet  eine  der  Lemniskate  ähnUche  Curve,  auf  die 
sie  um  so  mehr  kommt,  je  näher  Cj*  —  C3*  gleich  c,*  —  c,*  ist  und  je  kleiner 
i  und  damit  x  und  y  gegen  E  sind;  denn  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
einer  Lemniskate  ist 

(x*  +  y*  +  P*r  — 4p*x*==q\ 

Ist  i  a»  0,  d.  b.  gehen  die  Strahlen  senkrecht  durch  den  Krystall,  so 
erhalten  wir  auch  hier  die  schon  frtlher  gefundene  Formel 

^  =  1  _i. 

J  Cj  Cj  * 

Dieselbe  Entwickelung  passt  für  jede  andere  Art  der  Ki7staUplatte, 
nur  ist  dann  eine  Transformation  des  Coordinatensystems  der  Wellenfläche 
vorzunehmen  nach  den  für  den  Krystall  passend  gelegenen  Coordinaten. 
Es  ist  auch  klar,  dass  dann  stets  die  Form  der  Curven,  wenn  nur  sin*  i  bei- 
behalten wird,  gegeben  ist  durch  eine  Gleichung  derselben  Art. 

Besonders  einfach  wird  die  Entwickelung  für  die  vorige  Nummer; 
denn  es  reicht  dann  aus,  wie  immer,  wenn  nur  das  Einfallsloth  parallel  einer 
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Elasticitätsaxe  ist,  eine  einfache  VerUuschung  der  Bezeichnung  x,  y,  z  und 
damit  der  c^,  c,,  C3  zur  Aufstellung  der  nöthigen  Gleichung. 

9«     Unterbrechungen  der  isochromatischen  Curven. 

Die  Aufgabe  dieser  Nummer  besteht  darin,  diejenigen  Punkte  zu 
suchen,  in  denen  Strahlen  austreten,  welche  senkrecht  gegen  das  erste  oder 
zweite  Nicol  polarisirt  sind,  oder  allgemein  die  Austrittspunkte  derjenigen 
Strahlen  zu  finden,  deren  Schwingungsebenen  einander  paraUel  sind.  Die 
Schwingungen  finden  statt  in  der  Wellenebene,  deren  Gldchung  nach  8., 
wenn  wir  die  Ebene  durch  den  Coordinatenanfang  legen,  gegeben  ist  durch 
mx  +  ny  +  pz  — 0.  (1.) 

Ferner  müssen  dieselben  nach  §  374. 2,  mit  der  Richtung  des  grössten 
und  kleinsten  Radius  der  ElasticiUitsfläche  zusanunenfallen.    Wenn  nun 
A,  B,  C,  wie  §  374.  2,  die  cos.  der  Winkel  bedeuten,  welche  der  Radius  g 
mit  den  Elasticitätsaxen  bildet,  so  ist  die  Gleichung  der  EfcistieitAtsfläche 
^«  =  c.«A«+c,«B»+C3«C«. 
Die  Lage  des  Minimalradius  ist  bestimmt  zunftchst  durch 

^d^  _  0  —  c,*  A dA  +  c^BdB  -(-  c,*C  dC.  (2.) 

Zur  Bestimmung  der  -rj  und  —  erhalten  wir  nun  durch  folgende 

Betrachtung  die  nOthigen  Gleichungen. 

Da  die  Schwingungen  in  der  Weilenebene  stattfinden ,  so  müssen  die 
Werthe  x  =  ^A,  y»-^B,  z»->:^C  der  Gleichung  der  Wellenebene  (1.) 
genügen,  also  ist 

mA  +  nB  +  pC=-0.  (3.) 


Da  femer 
ist,  so  erhalten  wir 


A«  +  B»  +  C»  —  1 


mdA  +  ndB  +  pdC  — 0, 
AdA  +BdB-f-CdC  — 0. 
Daraus  folgt 

dC^mB  — nA      dB       pA  — mC 
dA^nC  — pB'    dA'^nC  — pB* 
Diese  Werthe  in  (2.)  eingesetzt  giebt  also  die  von  den  A,  B,  C  zu  er- 
füllende Gleichung 

0  =  c,»A(nC  — pB)  +  c,»B(pA  — mC)4-c,»C(mB  — nA).    (4.) 
Ist  nun  x  =  ay-(-bzdie  Gleichung  der  Schwingungsebene,  so  muss, 
da  dieselbe  durch  die  Schwingungsrichtung  gehen  muss,  sein 

A  =  aBH-bC,  (5.) 

und,  da  sie  durch  die  Normale  der  Wellenebene  geht,  deren  Gleichungen 

x  =  --z,y«a--z  sind,  muss  gelten  masan  +  bp,d.  h.  b»»  -—^ — . 

Dies  in  (5.)  eingesetzt  giebt 

A=-aB  +  !!L— i£c.  (6.) 
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Da  nun  z  «»  0  die  Gleichung  der  Grenzebene  des  Krystalles  ist,  so  ist 
die  Durchschnittslinie  der  Schwingungsebene  mit  dem  Krystall  xa:ay, 
also  a  die  Tangente  des  Winkels,  den  diese  Durchschnittslinie  mit  der  y  Axe 
bildet,  oder  was  nahe  dasselbe  ist,  da  die  Schwingungsebene  nahe  senkrecht 
auf  der  Krystallfläche  steht,  die  Tangente  des  Winkels  der  Schwingungs- 
ebene gegen  den  Hauptschnitt  yz.  Es  haben  daher  alle  Wellenebenen, 
welche  demselben  a  entsprechen ,  parallele  Schwingungsebenen. 

Man  findet  nun  aus  (3.)  und  (6.)  A  und  B  ausgedrückt  durch  C,  nämlich 
R       C(amn  —  p*  —  m*)  C(mn  —  ap*  —  an') 

p(ma  +  n)        '  p(maH-n) 

Diese  Werthe  werden  dann  in  (4)  eingesetzt,  und  man  erhält,  nach- 
dem man  mit  den  gleichen  Coefßcienten  dividirt  hat, 

0_  c'  [mn-a(p'  +  n')][n«-j-p'  +  m'] 
*  am-f-n 

^  (amn  —  p'  —  m*)  a  (p*  +  n*  4-  m*) 
*  am  +  n 

+  C3*(an  — m)(m»  +  p«  +  n*). 
In  diese  Gleichung  müssen  dann  die  Werthe  von  m,  n,  p  aus  der 
vorigen  Nummer  eingeführt  werden.    Bedenkt  mas  noch,  dass 

sin  r'  .  ^ 
smi  =  —7 —  ist, 
c' 

so  erhält  man 

_^    ,  sin*  r^  cos  y  (sin  y  4-  a  cos  y)  —  a 

*  sin  r'  (a  cos  y  4-  sin  q> 

aCsin'r'siny  {acosy  -|-  siny}  —  1) 

*  sin  r'  (a  cosy  -+-  sin (p) 

+  Cj*  sin  r' (a  sin  y  —  cosy), 
wo  also  q>  ist  der  Winkel,  den  die  xAxe  mit  der  EinfaUsebene  bildet  und 
a  die  Tangente  des  Winkels  der  Schwingungsrichtung  mit  der  yAxe. 

Da  nun  hier  c'  liegt  zwischen  C3  und  c,  und  die  beiden  Ringsysteme 
nur  bei  solchen  Krystallen,  deren  Axenwinkel  sehr  klein  ist,  zugleich 
beobachtet  werden  können,  so  dürfen  wir  näherungsweise  setzen 
c'  =*!  C3  =  Cj  =  1;  und  dann  sin  r'  =  1;  sin  i. 
Wird  endlich  die  Erscheinung  bezogen  auf  die  im  Vorigen  schon  immer 
gebrauchte  Ebene,  also  gesetzt 

y*  -  •    X*  X*  -f-  y* 

»'°>  =*  x^  +  f  '   ^^^*^ ~ p+r^^'   ^^°** ^ ~w^ ' 

so  erhält  man 

0-c,*  |^x(y-f.ax)-^*]-c,«[ay(ax-|.y)-^] 

+  C3May  — x)(ax  +  y), 
oder  anders  geordnet 
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0  =  [c» - c* - a» (c> - c,»)]  xy  +  a [c*  —  c*\  x»  - a  [c/ - c,*]  y' 

Zur  Discussion  dieser  Gleichung  führen  wir  ein  neues  Coordinaten- 
System  ein,  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  alten  zusammenMt,  dessen 
neue  x  Axe  aber  mit  der  alten  yAie  einen  Winkel  xp  bildet,  so  dasA  ist 

Die  für  dieses  neue  Coordinatensystem  transformirte  Gleichung  wird 
dann  nach  einigen  einfachen  Rechnungen, 

Y*  [(c,* — C3*)  cos*  xp  +  (c/  —  c,*)  m*  ip]  —  x'*  [(c,*  —  Cg*)  sin'  xp 

E* 

+  (c,* —  Cj^  cos*  9)]  =  -5  (Cj*  —  c,*)  cos  2  xp. 

In  dieser  Hyperbel  treten  also  zunächst  alle  diejenigen  Strahlen  aus^ 
deren  Schwingungsebenen  unter  einander  parallel  sind  und  mit  der  alten 
yAxe  einen  Winkel  bilden,  dessen  Tangente  «=a  ist.  Zugleich  treten  dann 
in  dieser  Hyperbel  die  Strahlen  ans,  deren  Schwingungsebenen  zu  den 
eben  genannlen  senkrecht  sind. 

Treten  Aun  indieKrystalli^te  Strahlen,  deren  Schwingungsrichlungeii 
mit  der  yAxe  den  Winkel  h  bilden,  so  dass  a=tgh  ist,  so  treten  in  dieser 
Hyperbel  nur  die  Strahlen  der  einen  Art  aus,  mithin  erscheint  dann  eine 
helle  oder  dunkle  Hyperbel,  jenachdem  die  analysirenden  Apparate  parallel 
sind  oder  sich  kreuzen. 

Die  Lage  dieser  Hyperbeln  kann  nun  leicht  weiter  untersucht  werden» 
Es  ist  näiniicb  deren  reelle  Halbaxe 

,  E'  (c,'  —  c,*)  cos  2  xp 

«   =t;«[(c,«  — C3«)  — (c.*  — c/)^ttn»V/* 

ßiese  GjfOsse  g,  die  in  der  Richtung  der  y'Axe  liegt,  ist  imagin^ 
wenn  co^ixp  eine  negative  Grösse  ist,  d.  h.  wenn  xp  liegt  zwischen  4&^ 
und  — 45^  und  im  Scheitelquadranten,  es  bilden  also  die  reellen  Axen 
dller  Hyperbeln  mit  der  Verbindungslinie  der  Austrittspunkte  der  optischen 
Axen,  d.  i.  der  x  Axe,  Winkel,  welche  ^  45^  sind. 

Die  Grösse  g,  welche  also  veränderlich  mit  xp  ist,  erreicht  2  Maxime, 
nämlichfün//  =  90öund  —  90^  und 2 Minima,  wenn T//=450und-—45öist. 
Da  nun  dieselbe  die  Entfernung  der  Scheitel  von  der  Mitte  giebt,  so  folgt 
daraus,  dass  die  Hyperbeln  von  der  Mitte  am  entferntesten  sind,  wenn  die 
Richtung  der  x'  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Hauptschnitten  des  Kry- 
Stalls,  d.  h.  der  xz  und  yz  Ebenen,  halbirt,  und  sie  gelien  in  zwei  sich  senk- 
recht schneidende  Linien  über,  wenn  die  Richtung  der  neuen  Coordinaten- 
axen  mit  den  alten,  also  den  Haupt<ichnitten,  zusanunen  fallen. 

Um  dies  physikahsch  zu  deuten,  gehen  vnr  zurück  zu  dem  Ausdruck, 
welcher  xp  bestimmt.  Wenn  a  =  +  00  wird,  so  ist  2i//  =  +  90®  oder 
V^  *=-  +  45 ,  und  wenn  a  =  0  ist,  so  findet  man  2  xp  nahezu  «-  0  und  +  180> 
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also  ?/;«'  +  90,  da  xp  nicht  zwischen  45®  und  -*-  45^  liegen  kann.  Das 
heisst  dann  die  Hyperbeln  sind  von  der  Mitte  am  entferntesten,  wenn 
die  Scbwingungsebene  des  eintretenden  und  des  austretenden  Lichtes  die 
beiden  Hauptscbnitte  des  Krystalles  halbiren  und  die  Hyperbdn  gehen  über 
in  zwei  sich  senkrecht  schneidende  Gerade,  wenn  diese  Schwingungs^ 
ebenen  mit  den  Hauptschnitten  zusammenfallen. 

Aendert  sich  xp  nur  wenig,  so  treffen  wir  Strahlen,  die  nur  geringe 
Neigung  gegen  die  ersteren  haben,  folglich  wird  durch  Interferenz  nur  eine 
geringe  Aenderung  in  der  Helligkeit  stattfinden ;  daher  erJtlärt  skh  die  Vei^ 
breiterung  der  Hyperbeln. 


Cinmlare  Polariiation  durch  Total-  und  Metallrefleiioii.   (§  383.) 
1.    Umformung  der  Reflexionsformeln  für  n  <  !• 

Nach  den  in  §  376.  1.  und  3.  aufgestellten  Formeln  ist  für  den 
reflectirten  Strahl  die  Schwingungsamplitude  senkrecht  zur  EinfaUsebene 

a'  —  c  sm  0    .    ,\,   , — r 
sm  (ß  +  a) 

und  parallel  der  Einfallsebene 

a^.^ccos(jf|^^. 
tg  (ß  +  o) 

In  allen  den  folgenden  Untersuchungen  hat  man  i  statt  sin  d  und 
cos  d  zu  setzen,  um  die  Erscheinungen  zu  haben,  wenn  gewöhnliches 
Licht  ein^llt. 

In  diese  Formeln  führen  wir  statt  des  Brechungswinkels  den  Brechungs- 

sina    .       .,     .. 
Exponenten  n  «=  - — -  em.    Also  ist 


—  c  sin  d 


n'+  1  —  2sin*a       2  cos  g^/ sin' g  —  n^ 


'] 


a"  — 


1  —  n*  1  —  n' 

[A'-A"i], 

"sin'g  —  n*  (1  +  n'cos'a)        2  n* cos  a  [/sin' g  —  n*    .  l 
sin'  g  —  n*  (1  —  n'  cos*  g)      sin'  g  —  n*  (1  —  n'  cos'g)    J 
—  ccos(5  [B'  +  B"i]. 

1)  «««900,  go  ist  a"  +  a"'«»c'.  Dies  Resultat  war  zu  erwarten; 
denn  bei  dieser  Annahme  streift  das  Licht,  also  muss  die  Intensität  unver- 
ändert bleiben. 

2)  sin  g  «"  n  giebt 

a'  =«  c  sind,  a"  =  —  ccosd,  also  auch  a"  +  a"*  =«  c', 
d.  h.  das  reflectirte  Licht  hat  bei  dem  Beginn  der  totalen  Reflexion  dieselbe 
Intensität  als  das  einfallende. 

3)  sin  g  >>  n.  Bei  dieser  Annahme  bleibt  in  den  obigen  Formeln  das 
Imaginäre,  dessen  Bedeutung  nun  untersucht  werden  soll. 
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Ohne  Zweifel,  sagt  Fresnel*),  bedeutet  das  Imaginäre^  dassdie  Voraus- 
setzung unserer  Rechnung,  nach  welcher  in  der  Grenzfläche  selbst  die 
reflectirten  Schwingungen  mit  den  einfallenden  zusammenfallen,  nicht 
mehr  erfüllt  ist,  dass  ein  Theil  der  Bewegung  unterhalb  der  reflec^renden 
Fläche  zurückgeworfen  ist  und  dadurch  eine  gewisse  Veränderung  gegen 
den  in  der  reflectirenden  Fläche  zurückgeworfenen  Theil  erfahren  hat.  In 
der  That,  wenn  dieses  die  richtige  Auslegung  des  imaginären  Ausdruckes 
ist,  so  muss  die  Analyse  nothwendig  für  den  Coefficienten  der  reflectirten 
AmpUtuden  eine  imaginäre  Grosse  geben.  Denn,  wenn  man  den  von  der 
reflectirenden  Fläche  an  durchlaufenen  Weg  mit  i  bezeichnet  und  mit 
sin  (a  4-  x)  die  Verschiebung  eines  Aethermoleküles  un  Punkte  x,  im  Falle 
die  Vibrationsperioden  an  der  reflectirenden  Fläche  mit  der  einfallenden 
coincidiren,  so  wird,  wenn  an  der  Fläche  ihre  Perioden  um  eine  gewisse 
Grösse  verschoben  oder  venögert  werden ,  die  Verschiebung  im  Punkte  x 
werden  sin  (a'  +  x).  Wenn  aber  A  eine  reelle  Grösse  ist,  so  kann  nie 
A  sin  (a  +  x)  =  sin  (a'  +  x)  werden  für  alle  Werthe  von  x,  d.  h.  wenn 
man  fortführt  die  Schwingungsperioden  so  zu  zählen ,  wie  man  »anglich 
gethan  hat,  es  giebt  demnach  keinen  reellen  Werth  des  Coefficienten,  der 
im  Stande  wäre,  die  Verschiebungen  der  Molektlle  darzustellen. 

Wir  nehmen  desshalb  an,  dass  das  Imaginärwerden  eines  Theiles  dieser 
Ausdrücke  bedeutet,  dass  der  reflectirte  Strahl  aus  zwei  Theilen  besteht, 
deren  einer  in  der  reflectirenden  Fläche  zurtickgeworfen  ist,  während  der 
andere  um  i  Wellenlänge  verzögert  wird. 

Um  zu  beweisen  dass  die  Verzögerung  gleich  ^/i Wellenlänge  genommen 

werden  muss,  verfahren  wir  folgendermassen.    Wenn  y«sasin2^  = 

die  Schwingung  eines  Moleküles  ist,   so  bedeutet  y -=  —  a  sin  2  7t  7=1 

die  derselben  entgegengesetzte  Schwingungsbewegung,  die  also  gegen  die 
erste  um  V2  Wellenlänge  verzögert  ist.  Multiphciren  wir  also  die  AmpUtude 
einer  Wellenbewegung  mit  —  1 ,  so  erhalten  wir  eine  neue,  die  gegen  die 
erste  um  V2  Wellenlänge  verzögert  ist.  Multipliciren  wir  abermals  mit  —  1, 
so  ist  die  Verzögerung  wiederum  72  Wellenlänge,  also  nun  eine  ganze  Welle. 

Es  soll  nun  y  ^  f  a  sin  2  tf  »r  gegen  y  =  a  sin  2  tt  7=-  um  V4  Wel- 
lenlänge verzögert  sein,  wo  f  zu  bestimmen  ist.  Dem  obigen  analog 
müssen  wir  dann  mit  T,  f*,  P...  multipliciren,  wenn  die  Verschiebung 
2.  V4,  3.  V4i  4.  V4 . . .  Wellenlängen  betragen  soll.  Es  ist  demnach  f*= — 1, 
Psaf,  f*a=l,  d.  h.  f=J/  —  1.  Wenn  demnach  die  Amplitude  der 
Schwingungsgleichung  eines  Lichtstrahles  mit  i^»»)/  —  1  multiplicirt  ist,  so 
bedeutet  dies  eine  Verzögerung  um  1/4  Wellenlänge  und  umgekehrt. 


*)  Pogg.  Ann.  22. 
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Die  Schwingungen  des  reflectirten  Strahles  mit  complexer  Amplitude 
A'  —  A"i  und  B'  +  B"i  können  demnach  geschrieben  werden 

a'  =  csin^   A'sin27d -^  —  t)  — A"sin  27rf  tjt  —  y  —  -j) 

a"=ccos(J   B'sin  iJ^  —  j)  +  B"  s»»  ^"^(y  ~  f  "  t) 

Dass  nun  aber  auch  hiermit  die  Gesammtintensität  =  c'  ist,  soll  in  der 
nächsten  Nummer  erörtert  werden. 

3.    Das   reflectirte   Licht   ist   elliptisch-    oder   circular- 

polarisirt. 

Die  Ausdrücke  der  eben  gefundenen  zu  einander  senkrecht  statt- 
findenden Schwingungen  lassen  sich  auf  folgende  Form  bringen: 

.    .  .    ^     /t         e        D\  jt  '    c     f^         e        V\ 

csmo  smZfT  1 7=-  —  y  — y  j,     ccososm27r  (7«  —  y  —  y  1 , 

wo  zur  Bestimmung  von  D  und  D'  nach  §  226  die  Gleichungen 

DD'  D  xy 

cos27r7-  =  A',  cos27r  Y=B' oder  sin2/r  T-=«  —  A",  8in2/ry=B" 

zu  erfüllen  sind.  Es  ergiebt  sich,  wie  zu  Ende  der  vorigen  Nummer  ver- 
langt ist,  dass  die  letzteren  Bedingungsgleichungen  nicht  den  ersteren 
widersprechen ;  denn  es  ist  A'*  +  A''*  =  B'*  +  B"*  =-:  1.  Diese  Schwin- 
gungen geben  aber  nach  §  228  im  Allgemeinen  elliptisch  polarisirtes  Licht. 

Das  elhptisch  polarisirte  Licht  geht  in  circular  polarisirtes  über, 
erstens  wenn  nach  §  228  c  sind -«=  c  cos  J  d.  h.  d  =  45®  ist  oder  bei  ge- 
wöhnhchem  Licht,  wo  statt  sind  und  cosd  V2  steht,  zweitens  wenn 

D ly 

— - —  .=  1/4  (2m  +  1),  wo  m  =*  0,  1,  2, ist,  oder  wenn 

?^(D-D')=|(2m.f.l),  Oder 

cos^(D  — D')=-=Oist. 

Führen  wir  nun  die  Werthe  von  D  ein,  so  wird  die  Bedingung 
A'B'  — A"B"««0, 
oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  von  A  und  B  aus  1.,  und  nach  Entfernung 
des  Factors  (1  —  n*)  im  Zähler  und  Nenner 

(1  +  n*)  sin*  er  —  2sin^a  —  n* 


(l+n*)sin*a  — n» 
Setzen  wir  den  Zahler  =»  0 ,  so  giebt  dies 


0. 


.  ,  1+n» +  |/(l  +  n)*  — 8n* 

sin*a  =  — ■ \    — . 

4 

Um  hier  einen  reellen  Werth  von  a  zu  bekommen,  muss 

(1  +  ny  >  8n»  oder  n  <  0,  4142  sein. 
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Es  ist  aber  d&r  Brcchuogsexponent  des  am  meistea  brechenden  Kör- 
pers, des  Dkmant,  zur  Luft  erst  6,  4142.  Will  man  durch  scbwftcher 
brechende  Mittel  circular  polarisirtes  Licht  erhalten ,  so  niuss  man  mehr- 
fach reflectiren  lassen,  indem  jede  neue  Reflexion  unter  demselben  Winkel 
a  wiederum  «dieselbe  Phasendifferenz  ertheilt 

Um  so  circular  polarisirtes  Licht  durch  totale  Reflexion  zu  erlangen 
uahmFresnel  ein  Trapezoeder  aus  Spiegelglas  von  StGobain.  Für  dieses  ist 

der  mittlere  Brechungsexponent  nach  Luft  r-rr  -=  0,662.     Zur  Bestim- 

1,01 

mung  des  nothwendigen  Einfallswinkels  muss  gelten,  wenn  wir  dreimal 
reflectiren  lassen ,  nach  einer  Reflexion 

3  .  — y —  ««=  V4  also  — y —  —  ^,12  uud  dauu 

cos27r : =»cos2ftY^  «■  cos  \5 .  5-  ■-»  -^-  . 

Dies  nun  mit  dem  gegebenen  n  eingesetzt,  giebt  zur  Berechnung  von  a 
sin'tt  (1  +  0,662')  —  2  sinV  —  0,662'       O 
sin'a  (1+ 0,662')  — n'  ""   2    ' 

Daraus  findet  man  «— =69''12'33''. 

Dasselbe  erreichte  Fresnel  durch  ein  Parallelepipedum,  dessen  spitzer 
Winkel  54V2®  ist,  so  dass  auch  er  =  54  Vi^  wird,  durch  zweimalige  Reflexion. 
Die  hier  anzustellende  Rechnung  geht  aus  von 

^D  — D'       ,       D  — b'       , 

2— j — «U,    — j— —  Vt, 

D  — D' 

cos2«       ^       »  cos  2  fr  «is  —  V«  T^, 

(1  +  P^  sin*g  —  2 sin^ ft  -^  n'      ^    ^ 
(14.n')sin'a  — u'         ~  '^'^ 
Daraus  wird  dann  für  ein  gegebenes  n  der  Winkel  a  berechneU 

3.    Totalreflexion    mit   Hülfe   der   verallgemeinerten 
Reflexionstheorie. 

A)  Das  Licht  schwinge  senkrecht  zur  Einfallsebene.  Die  Formeln 
S.  479  verlieren  ihre  Gültigkeit;  denn  es  ist  sin // >>  1  also  cos ß  imaginär. 
Wir  setzen  demnach  wie  S.  479 

tf  =  V^äTTb/co«  U,  +  arct|[  ^  j , 

^  _  |/a'»  +  b'*  e""^'  Li  4-  arctg  ^)  . 

wo  nach  den  Formeln  von  S.  476  ist 

....      sin(iS  —  a)         ,  .  ,,.       2sin^cosa 

a,  +  b,  1  =  ■    ' ,   , — 1  ,     a'  -f-  b'  1  —    .    \^  . — : 

'^   '        sm(/:^-f-a)'         ^  sin(/?  +  a) 

-., .       ^     X  cos  a' 
b'i  =  27r  — Yi — • 


Digitized  by 


Google 


Girculare  Polarisation  durch  Total-  und  Metallreflexion.   (§  383.)        509 

Nach  dem  Verfahren  von  S.  480  haben  wir  nun  die  Ausdrücke 

b,i 


|/a,«  4-  b,*  und  -^ 
a, 

und  die  entsprechenden  mit  dem  Accent  zu  bestimmen.   Es  wird 

a,  —  b,i  aus  a,  +  b,i,  wenn  wir  statt  ß  schreiben  180  —  ß  und 

bei  a'  +  b'  i .    Mithin  ist 

b,i       sinV/g  — g)  — sin«(/?-f  g)         2tgtttg/g 

a,        sin»(/^  — «)  +  sin'(/:?-|-«)"'tg»g  +  tgV^^^' 

Ka,  +t),    -|/sinOJ  +  a)-sin(/?-a)       ^' 

2  sin/?  cos  g      2sin/?cosa 
b'i        sin(^  +  a)      sin  (i^  — er)  tg  a        ^      . 

a'         2sin/?cosa    .  2sin/^cosg  tg/J        *©tf  ' 

sin  (/i  +"0)  "*"  sin  (/?  —  ö) 


,/  ,a   ,    » .>       |/2sm/yct)sa    2sm/?coscr       ^ 

y  a'*  +  b'*  =  1/     .      .^    , r  .  -r— ^ r  —2  COS  ^. 

^  f  9Mk(ß  +  a)    sm  0?  —  a)  *^ 

Die  Einführung  dieser  Werthe  mit  Beibehaltung  der  Abkürzung  q 
giebt  dann 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dies  in  Bezug  auf  die  reflectirte 
Schwingung  mit  2.  übereinstinunt,  wenn  man  den  dort  durch  D  ange- 
deuteten Werth  weiter  ausführt 

B)  Das  Licht  schwinge  in  der  Einfallsebene. 

Die  Formeln  (11.)  bis  (14.)  S.  480  verlieren  hier  ihre  Gültigkeit,  da 
sin  /9  >>  1 ,  also  cos  ß  imaginär  ist.  Wir  gehen  zurück  zu  den  Gleichungen 
(^.)  bis  (8.)  S.  478,  und  müssen  dann,  wena  wir  sie  dem  Obigen  emXf* 
sprechend  behandeln,  um  ausa  +  bl^ — 1  die  Form  a—b^" — 1  «nerliahen» 
setzen  — a,„  — /^',  180»—/«  für  a,„  /J',  ß. 

Diese  Rechnung  gidrt,  wenn  man  setzt 

m,,  —  m" 


m, 


,  =  l/l  +  -^-^,      m"  =-  l/l  4-  -T-^  ,     p  = 


ra"m,. 


m^  +  p  (oos'g  +  m^'sin'/g) 


™'™r  ^'^^'*siü«a'       ^^  (1  — m'«)cosasina       ' 

H-(^os2^f~"^"^^+y^-^i4:»-i^  p^^l 

\jif\  \  X  T  TiJ  LcosaJ 

R"l       9   m^^*  —  1      cos' g  4"  m^* sin*«     cosr 
\jin\  **"     na"*  —  m,,'  *         1  —  m"          ^  sin  a 
I             fm^cosl-     /ysina      1+»        v\ 
L-sinJ^^i-l T ^) 


2/rxsinam.«:A 
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2cosr  2frx8uiam^:>l 

e  X 


— 277XsiDam'':il 
e  X 


sina(l — m'*) 

r  ^^*  1  ^^/ysina      t  +  ;»        r  \ 
Lm'sinJ  ^"^  V~I  T  27^; ' 

[^"1  m^^'  —  1     cos'g+m^sin'g     cosr 

f— in"cos1  ^     /ysina      t  +  ^        r\ 

L  -sin   J^'^i-I f 2;^j- 

Jamin  hat  nun  durch  Versuche  ^en  Gaugunterschied  zwischen  dem 
senkrecht  und  paraUel  der  Einfallsebene  schwingenden  reflectirten  Licht 
untersucht  und  die  Theorie  bestätigt  gefunden.  Dieser  Gangunterschied 
ist  2  (r  —  q).  Nach  den  in  A)  und  B)  gefundenen  Werthen  von  r  und  q 
findet  man  /  ^t  ,   _  \ 

oder  annähernd,  weil  p  sehr  klein  ist^ 

tg  (r  —  ^)  —  cotg  a  [m'  +  p  (1  —  m'% 

4«    Metallreflexion. 

Wir  gehen  aus  von  der  folgenden  durch  die  Erfahrung  begründeten 
Annahme.  Die  Schwingungen  des  Aethers  in  Metallen  nehmen  rasch  ab 
und  zwar  in  geometrischer  Progression,  da  ja  die  Intensität  derselben  auf 
gleiche  Wegstrecken  sich  nothwendig  in  gleichem  Verhältniss  vermin- 
dern muss. 

Wir  werden  demnach  die  Schwingungen  nach  §  279.  3,  durch  fol- 
gende Form  darstellen  können 

^   xcos/y+ysin/?^  .         ^    /xcos^^-f  ysin^-  t+*V 

.    —271 5-^ — i^©sm6    27t[ ^—{-^ — i-0cos£. -S-   1, 

Ae  l  e      \  X  T    /  ' 

wo  die  hier  eingeführten  Grössen  9 sine  und  dcos«  die  später  daraus  ge- 
zogenen Folgerungen  erleichtem. 

Diesen  eben  genannten  Werthen  kann  aber  sofort  eine  physikaUscbe 
Bedeutung  gegeben  werden ;  denn  setzen  wir  a  «^  /?  <«  0  d.  h.  betrachten 
wir  einen  senkrecht  auffallenden  Lichtstrahl,  so  geht  fUr  diesen  der 
ScI^wingungsausdruck  über  in 

.    — 2^-r-08in6    iTcl-T-Gcose ?=?— ji- 

Xe  X  e      \X  T    / 

Es  würde  demnach  @  sin  6  den  AbsorptionscoefQcienten  oder  Ex- 

tinctionscoefßcienten  dieses  Strahles  bedeuten.    Wenn  c,  c',  jl,  >L^  die 

bekannten  Grössen  in  Luft  und  Metall  bezeichnen ,  so  müsste  in  obiger 

X  X        c 

Formel  TT ^^X'  oder  @cos6  «»  ^i^» -7  sein,  d.h.  die  Grösse  @cosa 

0COSC  X'        c' 

bedeutet  das  Verhältniss  der  Fortpflanzungsgeschwindi^eiten  in  Luft  und 

Metall  bei  senkrechter  Incidenz. 
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Der  obige  Schwingungsausdruck  kann  auch  auf  folgende  Form  ge- 
bracht werden 


Ae 

Vergleichen  wir  nun  diesen  letzteren  Ausdruck  mit  dem  in  den  frü- 
heren für  durchsichtige  Mittel  gebrauchten 


Ae 
so  stimmen  dieselben  vollkommen  ttberein,  wenn  wir  setzen  k'  < 


0e*" 
es  ist  mithin  bei  den  Metallen  der  Brechungsexponent  jj-  =>  @e*i,  also  ist 

derselbe  imaginär  zu  setzen.  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  könnten  nun  die 
allgemeinen  Regeln  entsprechend  Anh.  z.  §  376.  377.  entwickelt  werden. 
Die  longitudinalen  Wellen  werden  hier  in  einem  noch  weit  grösseren  Ver- 
hältniss  als  dort  abnehmen. 

Wir  brauchen  aber  die  ganze  Herleitung  nicht  zu  wiederholen,  son- 
dern können  die  in  den  genannten  Paragraphen  gewonnenen  Formeln 
benutzen,  müssen  aber  immer  den  Brechungsexponenten  «=  @e<i  setzen. 

A)  Die  Schwingungen  erfolgen  senkrecht  zur  Einfallsebene. 

Wir  gehen  hier  aus  von  den  Gleichungen  Anhang  zu  §  376.  377.  2. 
für  das  reflectirte  Licht,  nämlich 

-xcosflf-f-y  sing       t  +  ^^ 


sm  {ß  +  a)        \ 


und  müssen  setzen 

.    ^        A'    .  sin  ö         .       ... 

sm  /^  »=  -T-  sm  of  =  —^  e— «1,  mithm 

1/         sin*a.  e— 2«i         ,     , 
cos/^  "^  1^  1 jäi *^  abgekürzt  ye«». 

Nach  einer  einfachen  Transformation  findet  man  dann 

1— -?^e(*+«)^ 
sm  iß  —  a)  cos  Of  

sinQ^  +  g)'^^        yQ  ^u^x         ^' 
cosa 
Dieser  Ausdruck  iist  von  der  Form  a  -j-  b  i.  Um  also  das  Schwingungs- 
gesetz zu  ertialten  wenden  wir  das  Verfahren  von  S.  480  an. 
Es  wird 

,   .  cos  Of 

a  —  bi 


COSOf 
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Die  Intensität  des  reflectirten  Lichtes  ist  demnach 

Setzen  wir  zur  Berechnung  der  Phasenverschiebung  Ig*=-itg  (f — 45  ^X 
so  ist 


cot  f  =-=  cos  (e  -f-  u)  sin  2  arctag 


/cosftN 


Die  Phasenänderung  D«  ist  nach  den  Bezeichnungen  von  S.  479 
arctg  -r-,  das  giebt 

.    n.         m  —  u  .    ,     .     V        Ä  /cos  a\ 

B)  Die  Schwingungen  erfolgen  paraUel  der  EinfaUsebene.  Wir  rattssea 
hier  ausgehen  von  den  Formeln  S.  480.  Da  wir  aber  von  den  longitudi- 
nalen  Wellen  absehen  können ,  weil  selbst  bei  durchsichtigen  Körpern  ihr 
Einfluss  gering  ist,  so  können  wir  setzen  p  s=  0  und  erhalten  dann 
(ps^ip=sQ^  also 

sin  y  ^  tg  (g  —  ß) 

sinip'^igia  +  ßy 
Unsere  Formel  für  die  reflectirte  Schwingung  ist  demnach  (11.)  S.  480. 
r^n       ^g((x—ß) ^^ « ^ /— X  cos of+y sing      y+y      t+^\ [^^^  «1 

Ld"^iT^+;^)  ^v      X — "^2^ — r-JL^" 

Mit  Hülfe  derselben  Rechnungen  wie  unter  A)  finden  wir  nun  wieder 
Imaginäres  und  zwar 

^_©^CMa^(^_u)i 

mas 1 , 

l    |-0cosg^f,_„H 

y 

Daraus  wird  dann  abgeleitet 

^_0cosa^_(,_y)i 

U'^ -p-^ und  Ip*«»=m«. 

y 

Setzen  wir  dann 

Ip«=m/t=^tag(g  — 450), 
so  ist 

cot  g  =  cos  (£  —  n)  sin  2  arctg  l-^r^ — ) 
^  ^  \©  cos  aj 

und  die  Phasenveränderung  Dp  =»  arctg  —  wird  dann  bestimmt  durch 

a 

tg  Dp™  .^  7" ^x  •  =  siP  (g  —  u)  tag  2  artg  f  ;s-2! — V 

Dies  sind  die  Formeln  von  Cauchy,  nur  bat  derselbe  statt  £  +  u,  y& 
die  Buchstaben  v,  U  gebraucht. 

Um  nun  das  Verhältniss  der  Amplituden  y  ^^^  beiden  senkrecht  zu 
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einander  polarisirten  Lichtmassen  und  den  Phasenunterschied  Dp  —  D,  der- 
selben zu  berechnen,  nehmen  wir  nicht  die  eben  gefundenen  Werthe,  son- 
dern wenden  das  oben  gebrauchte  Verfahren  an,  indem  wir  das  Verhältniss 
der  AmpUtuden  für  durchsichtige  Mittel 

tg  (a—ß),  sin  iß  —  a)^ cos  (a  -j- ß) 

tg {a+ß)'  sin  {ß+a)'^cos(ß  —  a) 
l 
zu  Grunde  legen  und  statt  -77  setzen  Öe*^ 

Wenn  nun  die  oft  gebrauchte  Methode  angewendet  wird,  so  haben  wir 
hier  zu  setzen 

1 ^E!£Le-(«+«)i 

y©  cos  a 

m=«= ^    .   , 

sm««    ^-(.  +  u)i 

y0cosa 

und  dem  entsprechend 

1 sin'g    ^(,,|.„)| 

y&  cos  g 

^~1    I      ''°'^     c^^-^"^^' 
y©  cos  a 

also 

r~  — m^  =  tg'h,  wo  cos2h  =  cos(€-f-u)  sin  2arctg(-^ j  ist. 

Die  Versuche  von  Jamin  *)  beziehen  sich  Yorzttglich  auf  den  Haupt- 
einfallswinkel A  und  auf  das  Hauptazimuth  H.   Man  nennt  nämlich  Haupt- 

TV 

einfallswinkel  den  Einfallswinkel,  für  den  Dp  —  D,  =  -^  ^^^^  ^^  ^^  ^^^ 

Gangunterschied  -^ X  eine  Viertel- Wellenlänge  beträgt  und  die  ellip- 

tische  Polarisatirn  in  die  circuiäre  (§  228)  übergeht.     Dafür  ist  dann 

i.  BS  tg  H ,  wo  H  ist  das  Azimuth  der  durch  Glimmerblättchen  wiederher- 

gestellten  geradlinigen  Polarisation  im  reflectu*ten  Strahl,  wenn  dasselbe  im 
einfallenden  Strahl  45  ^  gegen  die  Einfallsebene  geneigt  war. 

Der  Haupteinfallswinkel  oder  der  Winkel  des  Polarisationsmaximums 
oder  schlechthin  der  Polarisationswinkel  ist  auch  folgendermassen  be- 
stimmt: Wendet  man  polarisirtes  Licht  an,  dessen  Schwingungen  mit  der 
Einfallsebene  einen  Winkel  von  45^  bilden,' so  ist  nach  zwei  Reflexionen 
unter  dem  Einfallswinkel  gleich  dem  Polarisationswinkel  das  Licht  wieder 
linear  polarisirt,  wenn  die  beiden  Reflexionsebenen  zusammenfallen. 


*)  Pogg.  Ann.  74. 


Kleio,  Theorie  der  ElatUcU&t  ete.  33 
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Cironlaxe  Polarisation  durch  Brechimg.   (§  384.) 

1«    Zerlegung  eines  linear  polarisirten   Strahles   in  zwei 
elliptisch  polarisirte  Strahlen. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  ist  folgende:  Ist  uns  gegeben  ein  geradlinig 
polarisirter  Lichtstrahl  durch  die  Gleichung 

s«*=r  sin  2  7r  =ri 

so  sollen  zwei  entgegengesetzt  elliptisch  polarisirte  LichtsUrahlen ,  welche 
diesen  Unearen  ersetzen ,  gefunden  werden  und  zwar  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  die  vorgeschriebenen  Richtungen  der  Einzelschwingungen  mit 
der  von  den  Hauptaxen  der  Ellipsen  zusammenfallen. 

Statt  unserer  gegebenen  Schwingung  können  wir  zunächst  zwei  senk- 
recht zu  einander  polarisirte  Strahlen  setzen ,  deren  SchwingungsrichtuDg 
den  gegebenen  Winkel  q)  oder  90 — (p  mit  der  ursprünglichen  Schwingung 
einschliessen.  Sind  diese  zu  einander  senkrechten  Richtungen  die  z  -  und 
yAxe,  so  ist 

z  =  r  cos  qp  sin  2  TT  7=r,      y  =«  r  sm  qp  sm  2  n-^ . 

Zerlegen  wir  nun  weiter 

z  =  z, +  Zj««V8in  2frfYH-nj-|-vsin  27rfY— »)' 

y  =  Yt  +  y,  —  «  sin  2  TT  ^  Y  +  ^^j  +  "  »''*  2  /r  f  Y  —  «*) ' 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  v  und  u  folgende  Gleichungen: 

z  =  2 V  cos  2  n TT  sin  2 TT 7«,  also  2 v  cos 2 n rr  =  r cos qp, 

y  =  2ucos  2n7r  sin  2/rip  ,  also  2ucos  2n7rs=rsin  qp. 

Hieraus  ergiebt  sich 

Ircosnp.^/t,     \  ircosflp.^/t         \ 

Zi=-s- s~^  sm27r   7«  +  "   »    z,=  —  — ^r-^^  sm  27r   ^ — n  , 

*       2  cos2n/r  \T    '     y        -       2  cos2n7r  \T        / 

lrsinflp.-,/t,\  lrsin(r).^/t         \ 

*"       2  cos2n7ir  \T         )  2  cos2n7r  \T         / 

Bei  dieser  Zerlegung  ist  noch  nicht  bertlcksichtigt,  dass  die  Hauptaxen 
unserer  Ellipse  mit  der  Richtung  von  z  und  y  zusammenfallen  sollen.  Wir 
haben  also  nach  §  228,  wenn  wir  z,,  y,  und  z,,  yt  zusammen  nehmen,  noch 
die  Bedingung  2  n  =  V4  (2  m  -f- 1),  m  =  0, 1, 2  ....  zu  erfüllen. 

Unsere  Gleichungen  werden  demnach,  wenn  wir  m  =  0  nehmen,  also 

z,  =  2- r'2rcos9)sin2/rfY  + -g)^  z,=-2|/2rcos9sin27rfY— g" )  » 
y,  =  -^V'2rsin  qpsin27rf  ^  +  -8)'  y«==2''^2rsin9)sin27rf  y"  J j  • 
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Sollen  endlich  die  beiden  Schwingungen  z,,  y,;  z,,  y^  circular  polari- 
sirte  Schwingungen  sein,  so  müssen  wir  noch  über  eine  Grösse  verfügen 
dürfen,  welche  aber  nur  tp  sein  kann.  Nach  §  228  müssen  dann  die  Am- 
plituden der  Einzelschwingungen  einander  gleich  sein ,  es  muss  also  sein 
Va )/2  cos  9  =  ^%  |/2  sin  9?,  also  qp  =  45^ 

Wir  können  zum  Schluss  also  setzen^  wo  nun  wie  vorhin  schon  z, ,  y, 
und  z,,  y,  zusammengehören, 

z,  —  I,  sin  l7t  Yi     y,  =  el,  sin  27r  ^  Y  —  J )  =  —  «Ii  ^^^  ^tt  ^^ 

z,  =  1,  sin  27r  ^^     y,  =  el,  sin  27r  f  ^  —  j)  =  «^t  ^^^  ^^  j' 

wenn  tg  y  =  e  gesetzt  wird,  wo  nun  e  zugleich  das  Verhältniss  der  Axen 
der  Ellipse  angiebt,  in  der  die  Schwingungen  stattOnden. 
Für  die  Zerlegung  in  circular  polarisirtes  Licht  wird 

Zi=  2"'*^"*^^T'     y2=-2 '*sin2/rf  Y  — jl  =  — 2^rcos27rijr7 

z,— -^r8in27irY,     y,  =  -2rsin2/ir(  Y  + Jj=2■rcos27rY• 
Es  ist  klar,  dass  alle  obigen  Formeln  noch  gelten,  wenn  die  anfäng. 
liehe  Schwingung  um  irgend  eine  Grösse  E  von  der  oben  genommenen 

t                       iE 
entfernt  ist,  man  hat  dann  nur  überall  für  ■=  zu  setzen  =- p. 

Leicht  ist  nun  zu  übersehen,  dass  die  hier  gefundenen  Schwingungen 
sich  wiederum  zusammensetzen  zu  z»c2I,  sin  2^7=7  und  z=:rsin  27r  7=; . 

3,    Betrachtung  von  Lichtstrahlen,  die  eine  zur  Axe 
senkrecht  geschliffene  Quarzplatte  vertical  treffen. 

Nach  der  von  Fresnel  aufgestellten  Hypothese  wird  ein  Unear  polari- 
sirter  Lichtstrahl  beim  Eintreten  in  einen  QuarzkrystaU  in  zwei  circular 
polarisirte  Strahlen  zerlegt.  Wenn  demnach  der  eintretende  Strahl  gegeben 
ist  durch 


s  «B  r  sin  2  /r 


(t). 


wo  der  Einfachheit  wegen  unter  der  trigonometrischen  Function  ein  Glied 

E 

von  der  Form  -p  weggelassen  bleibt,  so  wird  dieser  Strahl  sich  zerlegen  in 

z,  =  y  r  sm  2 TT  Y»     Yj  =  —  "2  ^  ^^^  ^^  Y» 

z,  =«  —  r  sm  27r  y,     y^  —  -^  r  cos  27r  ^ • 

Wenn  nun  J  die  Dicke  der  Platte  bezeichnet  und  der  zweite  Strahl 
eine  Verzögerung  gegen  den  ersten  erleidet,  die  mit  D  bezeichnet  werden 
möge,  so  sind  die  Gleichungen  für  den  den  Kristall  verlassenden  Strahl 

33* 
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z,^  ^r  sin  27t (^Y  "~  j)'  Yt~—  J^ ^^^^^[j  —  j\ 

z,=  2^rsin27r^Y  — y  — DJ,     y^^ -rcos2n[j— j-^DJ. 

Dieser  Strahl  setzt  sich  wiederum  zu  einem  linear  polarisirten  zusam- 
men. Sei  nun  q>  der  Winkel,  den  die  Schwingungsebene  dieses  austreten- 
den Strahles  mit  der  des  eintretenden  bildet,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
dieses  Winkels  eine  Gleichung  dadurch,  dass  wir  die  zu  dieser  Ebene  senk- 
rechte Ck>mponente  gleich  Null  setzen.  Es  gilt  demnach 

Zj  sin  9)  -H  z,  sin  ^  —  y,  cos  f)  —  y^  cos  f)  »■  0. 

Werden  die  Werthe  von  z,,  z,,  y,,  y,  eingeführt,  so  liefert  dies  die 
Gleichung 

sin  g)  sin  27P  f  Y rj  +  siD  ?>  sin  2n  (=- j Dl 

+  cosqpcos27r(^  —  yj  —  cosg)Cos27r(7=-  —  -z Dl— ^0. 

Daraus  findet  man  mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  für  sin  a+sinß 
und  cos  a  —  cos  /? 

tg  9)  =  —  tg  ttD. 
Ist  g>  positiv  (negativ),  so  geschieht  die  Drehung  mit  der  (gegen  die)  Uhr- 
zeigerdrehung und  man  unterscheidet  rechts  (links)  drehende  KrystaUe. 

Nach  dem  von  Biot  durch  Experimente  gefundenen  (xesetz  ist 

l  ""2*1»' 
wo  h  eine  constante  Grosse  ist. 

3«    Die  einfallenden   Strahlen  sind  nicht  senkrecht  zur 

Platte. 

Jeder  linear  polarisirte  Lichtstrahl  wird  durch  den  Krystall  in  zwei 
elliptisch  polarisirte  Lichtstrahlen  getheilt.  Sei  nun  die  Ebene  des  Haupt- 
schnittes, der  hier  mit  der  Einfallsebene  zusammenfallt,  die  zx Ebene 'und 
die  Schwingungsebene  des  unregelmässig  gebrochenen  Strahles  die  zy  Ebene. 
Ein  eintretender  Unear  polarisirter  Strahl,  für  den  wir  die  Amplitude  gleich 
1  setzen,  und  der  dann  gegeben  ist  durch 

s  =  sin  27c(y\ 

E 

wo  wiederum  unter  der  trigonometrischen  Function  ein  Glied  y  wegge- 
lassen ist,  zerMlt  nach  1.  in  die  Theilstrahlen 

Zj  =  I,  sin  2  TT  ^y  -I-  Vj  ,       y,  =  _  el,  cos  2  TT  Ty  -f-  vj , 

Zj  =  I,  sin  2  TT  f  y  -f-vM ,     y,  =  cl,  cos  2  tt  ^y  +\n. 
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Bedenken  wir,  dass  die  beiden  Strahlen  für  sehr  flache  Ellipsen  endlich 
übergehen  müssen  in  senkrecht  zu  einander  polarisirte  Strahlen,  so  müssen 
wir  schliessen,  dass  die  grosse  Axe  der  einen  Ellipse  senkrecht  stehen  muss 
zu  der  der  anderen,  und  da  femer  die  Grössen  der  Ellipsen  für  nahezu 
gleiche  Einfallswinkel  dieselben  sein  müssen,  so  werden  e  und  e  reciproke 

Werthe  sein,  also  «=«=—.  Wir  bemerken  femer,  dass  wir,  wenn  wir  einen 
e 

entgegengesetzt  drehenden  Krystall  haben,  die  Vorzeichen  von  y,  und  y,  zu 

vertauschen  haben,  also  setzen  müssen +«  statt — e  und statt «»« — . 

e  e 

In  Ii9  ^9  ^'  sind  die  unbekannten  AmpUtuden  und  Phasen,  zu  deren 

Bestimmung  die  Bedingung  gegeben  ist,  dass  diese  Theilstrahlen  zusanunen 

den  einfallenden  bilden.    Bezeichnen  wir  nun  mit  a  den  Winkel  der  ur- 

sprüngUchen  Schwingungsebene  gegen  die  Einfallsebene,  so  erhalten  wir 

zur  Bestimmung  der  I^,  I,,  v,  v'  folgende  Gleichungen: 

t 

Zj  cos  ö  +  z,  cos  a  +  y,  sin  a  +  Y«  sin  a  «=  sin  2  tt  y» 

z,  sin  CK  +  z,  sin  a  —  y^  cos  a  —  y,  cos  a  «=«  Q. 
Da  diese  Gleichungen  gelten  müssen  für  jeden  Werth  von  ^i  so  zer- 
fallen sie  in  die  folgenden,  wo  der  Einfachheit  wegen  vor  dem  v  und  v'  der 
Factor  2  n  weggelassen  ist, 

(I,  cosv  +  I,  cosv')  cosa  +  felj  sin  v I,  sin  v'j  sin  a=l. 

(I,  sin  V  + 1,  sin  v')  cos  a  —  f  elj  cos  v I,  cos  v'j  sin  er  ■■  0. 

(I,  cos  V  + 1,  cos  v')  sin  CK  —  ( el,  sin  v I,  sin  v' j  cos  a  ■■  0. 

(I,  sin  V  + 1,  sin  v')  sin  a  +  f  el,  cos  v I,  cos  v' j  cos  a  —  0. 

Diese  Gleichungen  sind  erfüllt,  wenn  den  folgenden  genügt  wird: 
I,  cos  V  + 1,  cos  V  =  cos  a,     el,  sin  v I,  sin  v'  =«  sin  a, 

L  sin  V  +  Ij  sin  v'  =  0,  el^  cos  v I,  cos  v'  =  0. 

e  • 

Daraus  findet  man 

I  sm  V  »e  —  I   sin  v'  «■  ,  ,    .  sm  a  «»  ep  sin  er, 

I  cos  V  =  -f  L  cos  v'  =  -5—1 — 7  cos  CK  ■«  p  cos  a, 
*  e'  *  e'+  1 

wo  p  zur  Abkürzung  für  ,  gesetzt  ist. 

Die  Einfühmng  dieser  Werthe  in   die  Gleichungen  der  einzelnen 
Strahlen  giebt 
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z,  =  p  cos  a  sin  27r  Y  +  ®P  sid  a  cos  2 7c  ^i 

y,««  —  epcosacos2^  ^  +e'p  sin  a  sin  2/1  =-» 

t  l 

Zj  =  e'p  cos  of  sin  27t  ^  —  ep  sin  a  cos  27r  tjt, 

y^ BB ep  cos  a  cos 27t  •=-  +  p  sin  a sin  27t  t^. 

Wenn  nun  die  Lichtstrahlen  durch  den  Krystall  gehen,  so  werden  sie 
verschieden  gebrochen,  so  dass  dann  beim  Austreten  (vergl.  Figur  100) 
ein  ordentlicher  Strahl  z^,  y,  (Ol)  zur  Interferenz  kommt  mit  einem  ausser- 
ordentlich gebrochenen  z,,  y^  (EI). 

D' 
Bezeichnen  wir  den  Gangunterschied  mit  -p,  so  haben  wir  fUr  einen 

positiven  Krystall  nach  2.  statt  z, ,  y^  zu  setzen  die  Werthe 

z,  OK  e'p  cos  er  sin  27r  [  7jr  +  -r)  —  ep  sin  a  cos  27r  f  7=-  +  y ), 

y^acep  cos  «C08  27rf  =--|-  -j-j  +  p  sin  er  sin  2;^  ( 7=- +  t-). 

Diese  beiden  Strahlen  werden  endhch  durch  den  Analyseur  zu  einem 
geradlinig  polarisirten  Strahl  vereinigt.  Wenn  nun  a'  den  Winkel  zwischen 
Einfallsebene  und  Schwingungsebene  des  den  Analyseur  verlassenden 
Strahles  bezeichnet,  so  ist  die  gesammte  Bewegung 

Zj  cos  o'  +  Zj  cos  a'  -+-  Yt  sin  c/  +  y«  sin  a'. 

Die  Intensität  des  austretenden  Lichtes  V  ist  dann  die  Summe  der 

Quadrate  der  CoefQcienten  von  sin  27r  7=-  und  cos  2  7t  7^. 

Die  Ausführung  dieser  Bechnung  giebt  nach  einigen  einfadien  aber 
langen  Transformationen 

P»:  p«  (1  —  e«)*  cos»(a  +  a')  sin^^r  y 

r  D'  D'i* 

+  P'    (1  +  e*)  cos  (a  —  a')  cos  TT  y  +  2e  sin  (a  —  a')  sin  ^  y  • 

Stehen  die  polarisirenden  Apparate  sich  kreuzend,  so  ist  a — «'«OO^ 
mithin 

P»:p«[4e*  +  (1— e*)*sin*2a']sin»7ry 

Sind  die  Apparate  in  der  Parallelstellung,  so  ist  a  —  a'  =:  0,  mithin 

VmMz  cos* 7t  -r  +    T—\ — -9    cos'  2a'  sm'/r  -r-. 
i  ^   \l  +  ey  1 

Ftlr  die  Mitte  ist  nach  der  vorigen  Nummer  e  ==:  1,  also 

f  D'  D'l^  /  D'\ 

P=  ^  cos  (a — a')  cos  7t  y  +sin  (a — a')  sin  tt  y  >  «=  cos*  f  a — a' — 7t  y  ] . 
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Wir  bekommen  dann  I  =«  0,  wenn 

D'  D' 

a  ~  o'  —  «r  y  -=  900  oder  tt  y  =  (cf  —  a')  —  90», 

d.  h.  den  Drehungswinkel  für  die  betreffende  Farbe. 

4.    Discussion  der  erhaltenen  Formeln. 

Der  im  Obigen  gefundene  Ausdrück  enthält  die  noch  unbestimmte 
Grösse  D'.  In  §  382,  2.  ist  für  einaxige  Krystallplatten,  deren  Dicke  z/  ist, 
gefunden  worden 

D=iz/sinM2l!=:^\ 
2  c. 

Dieser  Werth  muss  den  Experimentaluntersuchungen  entsprechend  hier 

noch  ein  additives  Glied  erhalten,  denn  es  ist  hier  für  i  =  0  nicht  D'  =  0, 

sondern,  wie  in  2.  angegeben  ist,  =  -^  y .  Wir  setzen  demnach 
D'       1     T  .  ,.c.'— c'  .    hl 

1)  Für  gekreuzte  Stellung  der  polarisirenden  Apparate  ist  nach  3.: 
J*=  [l  -  (i^«y^^'2  a ]  sin»2^  5!. 

D'  D' 

Dieser  Ausdruck  wird  gleich  Null,  wenn  sin  tt  y  =  0  oder  y  =  m 

und  mssO,  1,  2, ....  ist  unabhängig  von  or,  d.h.  der  Lage  der  Schwingungs- 
ebene des  einfallenden  Strahles  gegen  die  Einfallsebene.  Bei  homogenem 
Licht  erscheinen  demnach  helle  und  dunkle  Ringe  und  bei  zusammen- 
gesetztem Licht  gefärbte  Ringe,  die  nicht  von  einem  dunklen  Kreuz  unter- 
brochen sind. 

Die  Intensität  des  Lichtes  hängt  dann  noch  von  der  Parenthese  ab. 
Dieser  Factor  erreicht  sein  Min.  (Max.),  wenn  cos  2a  =  +  1  (0)  ist,  d.  h. 
wenn        2a  =  0,  180»,  360»,  540o  (90^  270«,  450»,  630»)  oder 
a  =  0,     90»,  1800,  270<>  (45«,  135»,  225»,  315«). 

Die  Lichterscheinung  hat  also  abwechselnd  in  den  aufeinanderfolgen- 
den Quadranten  Min.  und  Max. 

1  +  e* 
Verschwinden  würde  I,  wenn  cos  2a  =  ,         ^  wäre.     Da  nun 

1  —  e' 

1  -f-  e*  >  1  — e'  ist,  so  kann  dieser  Winkel  2  a  nicht  existiren,  wenn  aber 

e  hinreichend  klein  wird,  was  in  hinreichender  Entfernung  von  der  Mitte 

geschieht,  ist  cos  2  a«:!,  d.  h.  es  wird  dann  das  betreffende  Min.  fast  Null. 

Es  wird  demnach  die  Ringerscheinung  von  einer  gewissen  Entfernung  von 

der  Mitte  an  durch  vier  fast  dunkle  Büschel  unterbrochen. 

Da  übrigens  in  unsere  Formel  für  I*  das  D'  nur  unter  einem  sin'  und 

auch  die  Grösse  e  nur  im  Quadrat  vorkommt,  so  muss  die  Erscheinung  für 

positive  und  negative  Krystalle  dieselbe  sein. 
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2)  Sind  die  polarisirenden  Apparate  einander  parallel  gestellt,  so  ist 


Paacos'yr  •^  +  (  r   ■    W  cos*2a  sin*7r-j-. 


Man  sieht  leicht,  dass  dieser  Werth  zu  dem  vorigen  P  addirt  1  giebt.  Wir 
erhalten  also  hier  die  zu  der  vorigen  complementäre  Erscheinung. 

3)  Bei  beliebiger  Stellung  der  polarisirenden  Apparate  gegeneinander 
haben  wir  zu  untersuchen  die  allgemeine  Formel 

I»  =  p«  (1  _  e*)»  cos  •  (a  +  a')  sin*  tv  j 

r  D'  DH^ 

+  p*    (1  +  e*)  cos  (a  —  a')  cos  TT  y  -h  2e  sin  (ö  —  a')  sin  tt  y    . 

Wenn  wir  hier  nur  zu  berücksichtigen  hätten  die  Phasenänderung 

y ,  SO  Würden  die  V  immer  dieselben  sein  bei  einem  bestimmten  D^  und, 

da  die  Punkte,  für  welche  V  denselben  Werth  behält,  auf  einem  Exeise 
liegen,  so  würden  die  farbigen  Ringe  kreisförmig  sein.  Wir  wollen  nun  im 
Folgenden,  um  die  Form  der  hellen  und  dunklen  Ringe  kennen  zu  lernen, 
zunächst  bei  einer  bestinunten  Stellung  der  analysirenden  Apparate  an- 
nehmen, dass  ^ei  einer  geringen  Aenderung  von  D'  das  e  unverändert  bleibt, 
und  dann  suchen  die  Max.  und  Min.  von  P,  also  die  hellsten  und  dunkelsten 
Curven. 

Zur  Vereinfachung  unseres  Ausdruckes  für  P  führen  wir  einen  Winkel 
tfj  ein,  der  definirt  ist  durch 

igxfj  =a=  2ep  tg(a  —  o/),  also  ist 

D'  ,    .       D' 

cos  (a  —  a')  cos  TT  y  +  2ep  sm(a  —  er)  smTT  y 

co8(a  — a')       /.  lA 


cos 


s(v/~ 
Dadurch  erhalten  wir 


=  cos  [v/  —  TT  y  jV^cos*  (a  —  a')  +  4n«  p*  sin*  (a  —  (/) 


D' 

V  —  p*  (1  —  e*)*  cos*  {a+a')  sm*  n  j 

+  [cos* (o  —  a')  +  4 n* p* sin* (a  —  a')]  cos*  (tp  —  Ttj) 

oder  abgekürzt 

TD'/  D\] 

y  s=s=  p2     a  sin*  TT  y  4-  b  cos*  [  ip  —  ^  T  )    • 

Für  den  geometrischen  Ort  der  Maxima  und  Minima  von  I*  haben  wir 
also  die  Gleichung  nach  unserer  oben  gemachten  Annahme 

dP 
— _-  s=B  0,  oder  nach  Division  mit  p* 


D' 

a  sin  2  /r  y  =  b  sin  2 


Google 


Digitized  by  ^ 


Girculare  Polarisation  durch  Brechung.  (§  3S4.) 


521 


In 


so  erhält  man 


Setzt  man  dann  links 

/^     D'  \       b  +  a 

tg(2^-p-V^j=^tgV.. 

Wird  nun  wiederum  ein  Winkel  %  eingeführt,  der  definirt  ist  durch 

b  H-  a 

,  J_     tgV^  =  ^Xi  so  ist  endlich,  da  wir  noch  statt  \p  setzen  können 

/      D'  \ 

tg(2fr-j 1//  —  ni7rl  =  tg;^  oder 

D' 

27t  j  =  {H)  +  m7t)  +  X' 

Dabei  ist  zu  bedenken,  dass,  da  e  immer  kleiner  als  1  ist,  b  —  a  po- 
sitiv ist,  also  i%  Xi  so  lange  tg  V'  eine  positive  Grösse  oder  a  —  a'  ein 
spitzer  Winkel  ist,  eine  positive  Grösse  oder  x<i\7t  sein  muss. 

Die  erhaltenen  Formeln  lassen  sich  durch  eine  Figur  veranschaulichen. 
Seien  an  Fig.  104  N^Nj,  N^N,  die  Richtungen  der  Schwingungsebenen  des 
in  den  Krystall  eintretenden  und  des  den 
Analyseur  verlassenden  Lichtes.  Die  um 
den  Punkt  A  beschriebenen  Kreise  mit 
den  Halbmessern  Ap,  Ap,,  Ap^ . .  mögen 

D' 

gleichen  Werthen  von  27r  -p,  nämlich 

t//,  V/+7r,  tp+27t..  entsprechen.  Die 
diesen  concentrischen  Kreise  mögen  die 
Halbmesser  Aq = i/z-f-  i;r,  Aq,= xp + i/r,  iT/ 

Aq2=i/;+i7r haben.  Da  nun  nach 

der  letzten  Gleichung  für  die  Curven 
der  grössten  und  geringsten  Helligkeit 

D' 

27r-j-  =  (in^  +  ilj)+x  und  x  *Ci^  ist, 

so  müssen  diese  Curven  immer  zwischen  zwei  solchen  concentrischen  Krei- 
sen pq,  Piq^Paq,....  liegen. 

Um  nun  die  grössten  Aus-  und  Einbiegungen  dieser  Curven  zu  erhalte^ 
ist  die  Grösse  x  weiter  zu  untersuchen;  denn  das  Max.  [Min.]  x  wird  die 
gesuchten  Orte  geben. 


Fig.  104. 


Esisttgx  = 


b-f  a 
b  — a 


ig.ifj  und,  da  hier  ip  und  b  als  constant  genommen 


und  a  den  veränderlichen  Factor  cos'  (or  +  o')  enthält,  so  findet  man 
ein  Max.  [Min.]  ^i  wenn  cos  (of  +  a')  =  +  1 » [0]  ist ,  d.  h. 
«H-o/s^O,        7c;  [i/r,  l^r]  oder  wenn 

a'=i(a-"aO,  i^  — i(a  — a');  [i7i  —  i{a  —  a!),  iTp  —  iia  —  a')]. 
Die  grössten  Ausbiegungen  der  Ringe  befinden  sich  daher  in  der  Rich- 
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tuDg  iDjin,,  welcLe  den  Z.  N,  AN,  halbiil,  und  in  der  darauf  senkrechten 
Richtung  m^m,;  die  grössteo  Einbiegungen  in  denjenigen  Richtungeut 
welche  die  Quadranten  zwischen  m^m,  halbiren  d.  i.  in  n,n,,  n,n,.  Die 
Ringe  bekommen  also  eine  Form,  die  einem  Quadrat  ähnhch  ist,  welches 
abgerundete  Ecken  hat. 

5«    Verbindung  zweier  entgegengesetzt  drehender  Quarz- 
platten von  gleicher  Dicke. 

Nach  3.  verlassen  die  erste  Platte  die  Strahlen 

z,  aBpcosasin27r7p  +  ep  sin a  cos 2/^7=  , 

Yj  —  —  epcosacos2rr  •=■  +  e'p  sina  sin27r  7«  1 

z,««e'pcosa  sin27r  (  7« +-j-)  —  ep  sina  cos2  ^  ( -=y  +  -j- J , 

y,  —  ep  cosa  cos  27C  (j  +  j)  +  f  sin«  sin  ^^[j+Yj  ' 

^0  (Zj,  yj  und  (z,,  y^)  die  beiden  elliptisch  polarisirten  Schwingungen 
bedeuten. 

Diese  Strahlen  mOgen  nun  in  die  zweite  Platte,  welche  dieselbe  Dicke 
wie  die  erste  hat,  eintreten,  und  es  wird  nun  (z,,  yj  und  ebenso  (z,,  y,) 
abermals  in  zwei  elliptisch  polarisirte  Strahlen  zerlegt,  die  aber  die  ent- 
gegengesetzte Drehung  haben. 

Der  aus  z, ,  y,  entstehende  Strahl  werde  bezeichnet  durch  (z/,  y,')i 
(Zj'»  y/)  und  der  aus  z,,  yj  hervorgehende  durch  (z/',  y/')i  (z*"»  y/Ö«  Die 
entgegengesetzte  Drehung  wird  nach  3.  ausgedrückt  dadurch,  dass  wir  e 

und  —  vertauschen  mit  —  e  und . 

e  e 

Wenn  wir  ferner  2  /r  7=-  =  |  zur  Abkürzung  einführen ,  erhalten  wir 

zunächst 

z/  — I/sin(|  +  v),    y/  — eI/co8(|-f-v), 

z/  — V  sin  (?  +  >•'),    y/  =  -^  Vcos(|+vO. 

Zur  Bestimmung  der  darin  enthaltenen  Unbekannten  gilt 
z/  =  z/  +  z/, 

=  (1/  cos  V  -f-  V  cos  v')  sin  $  +  (1/  sin  v  + 1/  sin  v')  cos^, 

y»  =  yt'  +  y/» 

«=  (—  e  1/  sin  V  -| 1/  sin  v')  sin  |  +  (e  1/  cos  v  —  i  y  cos  v')  cos  ^. 

Dies  giebt  durch  Gleichsetzung  der  CoefÖcienten  von  sin  §  und  cos  | 
1/  cosv  +  1/  cosv'  Ksp  cosa, 
1/  sin  V  +  1/  sin  v'  =  ep  sin  a. 
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—  e  1/  sin  V  H I,'  sin  v'  =»  e*  p sin  a, 

e  1/  cosv 1/  cosv'  ==  —  epcosa. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  liefert 

Ij'cosv  ==s  (1  —  e')  p'  cosa,     Ij'cosv'  =  2e*p'cosa, 
Ij'  sin  V  =  (1  — e*)ep*sinof,    y  sinv'  ==  2e'p*sina. 

Beim  Austritt  aus  der  zweiten  Platte  hat  man  demnach,  wenn  noch  zur 

Abkürzung  für  2/r  ( -=r  +  -r-j  gesetzt  wird  ^^ , 

z/  —       (1  —  e*)  p*  cos a sin  §  +  (1  — e*)ep*  sina  cos|, 
yj'=  —  (1 — e*) e*p*  sina  sin ^  +  (1  —  e*)ep*  cosacos|, 
Zj'  =       2  e*  p*  cos of  sin  ^,       +  2  e'  p"  sin  a  cos  §, , 
y/ =       2e*  p*  sinasin^,       — 2ep' cosa  cos^j. 
Ganz  ebenso  erhalten  wir 

z/'  =  I/'  sin  (§  +  v.) ,    y/'  =  e  I/'  cos  (§  -f-  v,) , 

z,"  ^  I/'sin  (l+v/),     y/'  =  -  Y  V  <^os (§  +  V) 

und  dann  aus  z,  =«  z/'  +  z/'  und  yj  «=  y/'  +  y/' 

I,"  cos  V,  =  2  e'  p*  cos  a ,  I/'  sin  v,  =  —  2  e  p*  sin  a, 

I,"  cosv/  ==  —  (1  —  e')  e*  p'  cosa,     I/'  sinv/  =  (1  —  e*)  ep'  sina. 

Die  austretenden  Strahlen  sind  dann ,  wenn  noch  27t  l-j=;  +2  -r-j 

mit  §^  bezeichnet  wird, 

z/'  =  2e'  p*  cosasin^,  —  2ep*  sinacosg,, 

y,"  =  2  e*  p*  sin  a  sin  ^^  —  2  c'  p*  cos  a  cos  |, , 

z/'  =  —  (1  —  e*)  e*  p*  cosa  sin  ^^  +  (1  —  e*)  e p'  sin a  cos ^4, 

y/'  =  {1  —  e*)  p*  sin  a  sin  §^  +  (1  —  e*)  e  p*  cos  a  cos  ^^. 

Für  die  gekreuzte  Stellung  der  Polarisationsapparate  ist  a  —  a'  —  90®, 

also  sin  a  =  cos  a' ,     cos  a  —  —  sin  </. 

Die  durch  den  Analyseur  vereinigte  resultirende  Schwingung  ist  endlich 
W  +  z/  +  z/'  +  z/')  cos  a'  +  (y/  +  y/  +  y/'  +  y/')  sin  o'. 

Dies  setzen  wir  zur  Abkürzung  gleich  M  sin  g  -j-  N  cos  g. 
Die  zu  untersuchende  Intensität  ist  dann 
I«  =  M*  H-  N». 

6.    Discussion  der  erhaltenen  Formeln. 

Es  muss  zunächst  unsere  Aufgabe  sein,  die  Werthe  M  und  N  und 
dadurch  I  zu  bestimmen.    Die  Einsetzung  der  berechneten  Werthe  in  die 
letzten    Formeln    giebt    nach    einigen    einfachen    aber    langen    Trans- 
formationen 
P  =  p*(l_e»)*   X 

r                         D'  DH*  D' 

4ecos2a'sin7r-j 2  (1  +e*)  sin2  a'cos7r-r-     sin27r-p. 
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Diese  Formel  ergiebt  nun 

A)  I  ae  0,  wenn  e  «>=  1.,  d.  i.  die  Mitte  der  Platten  ist  für  alle  Farben 
dunkel. 

D' 

B)  I  a=  0,  wenn  sin/r  -y-  «-«  0.  Dies  ist  dieselbe  Bedingung  wie  ftlr- 

die  dunklen  Ringe  bei  nur  einer  Platte. 

C)  1  =  0,  wenn  ist 

D'  D' 

4e  cos2a'  sin^r  -,-  «=  2  (1  +  e*)  sin2a'  costt  -y 

oder  tg„»:«(i^l£!)tg2«'. 

Da  nun  e  nicht  weit  von  der  Mitte  nur  wenig  Ton  1  verschieden  ist,  so 
können  wir  angenähert  schreiben 

D'         "^ 

tg^  — —  tgao' 

D^ ' 
oder  n  ~  —  2«^.+  m^,  m  —  0,  1.  2.  3 . . 


Das  ist  nach  4. 


8in«i  £a:_Il  +  ^1  —  2a'  +  mn. 


Da  nun  die  Grösse^ links  mit  zunehmendem  i  wächst,  so  muss  auch  o' 
mit  dem  Einfallswinkel  Ifachsen.  Die  Punkte,  welche  obiger  Bedingung  ge- 
nügen, müssen  denmacb  auf  einer  Spirale  liegen. 

Setzen  wir  nun  o'  ■■  a''  -|-  4  m'^r,  so  ist 

D' 
tgTC  —  =«  tg  (2a"  +  m'TT  +  tüTt). 

Setzen  wir  dann  mB^i,  2,3,4...,  so  finden  wir,  dass  wir  damit 
wieder  auf  einen  schon  oben  erhaltenen  Werth  (/  zurückkommen,  womit 
nachgewiesen  ist,  dass  nur  vier  von  einander  verschiedene  Werthe  von  a' 
der  obigen  Bedingung  genügen  und  zwar  sind  die  einander  benachbarten 
Werthe  von  a'  um  90®  von  einander  verschieden. 

Zur  Bestimmung  der  Ausgangspunkte  der  Spiralen  erhalten  wu*  eine 
Gleichung,  wenn  wir  in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdruck  für  a' setzen 
i  s=  0.   Diese  Bestimmungsgleichung  ist  dann 

— j3—  =  2a'  +  m/r. 

D)  In  grösseren  Entfernungen  von  der  Mitte  wird  e  grösser,  es  wird 
demnach  I  wieder  sehr  klein  werden,  wenn  sin2of'  =  0.  Dies  erklärt  die 
dort  auftretenden  dunklen  Büschel. 

Sind  die  Platten  umgekehrt  gelegen,  so  hat  man  überall  zu  setzen 
—  e  statt  e. 

Es  mag  zum  Schluss  bemerkt  werden ,  dass  hierdurch  auch  die  Er- 
scheinung erklärt  ist,  die  man  beobachtet,  wenn  eUiptisch  polarisirtes  Licht 
auf  eine  Quarzplatte  trifft. 


Druck  von  J.  B.  Hirschfeld  iu  L«ip<cig. 
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